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1 INTRODUCCION

La matemética ha sido una herramienta fundamental para plantear y resolver muchos
problemas a lo largo de la historia. Sin embargo, la forma en como se transmite el
conocimiento matematico ha cambiado muy poco a lo largo de la historia (Cantoral et al.,
2000; Heuvel-Panhuizen, 2002; Salinas y Alanis, 2009 y Hitier y Gonzélez, 2022), a pesar
de las multiples investigaciones que se pueden encontrar en educacion matematica sobre
coémo mejorar el proceso de ensefianza o aprendizaje.

Estos avances, muchos de los cuales utilizan tecnologia para mejorar los procesos de
construccion del aprendizaje, han permeado muy poco en las aulas Lavicza (2010). La
educacioén matematica actual, sigue repitiendo el formato anterior, una educacion discursiva,
centrada en el docente, donde el aprendizaje se caracteriza por la memorizacion y repeticion
de formulas, donde se privilegia el método vy el resultado y se deja de lado la comprension
practica y significativa de los conceptos matematicos, aun y cuando esta es la principal razon
por la que, la matematica, se incluye en todos los programas educativos, particularmente en
los de orden superior (Freudenthal, 1991).

En el nivel universitario, particularmente en la Universidad de Sonora, en algunos casos
la ensefianza de la matemaética no dista mucho de este modelo, el docente expone los temas,
realiza algunos ejemplos y les deja a los alumnos ejercicios para repitan de manera similar
(algunos docentes incluso exigen que se realice de forma exacta) el procedimiento que realizé
para llegar al resultado. Esto deja muy poco espacio para que el alumno comprenda su
utilidad préactica para modelar y resolver un sinfin de situaciones que se pueden presentar en
su formacidn académica, en su campo laboral o en su vida diaria. Las matematicas forman
parte del curriculo escolar porque deben servir para desarrollar habilidades como abstraer,
explicitar, identificar, interpretar y resolver cualquier situacion tanto intramatematica como
extramatematica.

La educacién que se centra en lo procedimental (mira y repite) nulifica el desarrollo de
estas habilidades, porque centra su atencion en la obtencion de un resultado y no en las
habilidades para modelar matematicamente la situacién (Sfard, 2001).

En el curriculum del nivel universitario se incluye un concepto matematico
fundamental para resolver numerosos problemas de fendmenos dindmicos: la funcion
derivada. Este concepto se encuentra en los cursos de Célculo Diferencial e Integral para
ingenieria, asi como en los cursos de Calculo 0 Matematicas para programas de licenciatura,
como Geologia, Genética, Quimica, Economia, entre otros. Esto se debe a su utilidad para
analizar los cambios instantaneos en fendmenos de las ciencias naturales, fisicas, sociales, y
mas.

Este proyecto inmerso en la linea de generacion y aplicacion del conocimiento: Disefio
de proyectos de intervencion didactica, toma el concepto de derivada para proponer un
cambio en la forma de abordarlo en el nivel universitario, esto es, a través de la resolucion
de situaciones problema de optimizacion que permitan, por un lado, ver su utilidad para



resolver este tipo de problemas y, por otro, desarrollar, habilidades de modelacion
matematica que contribuyan al propdsito del ser y estar de la matemaética en el curriculo
universitario.

En este documento, en la seccion de antecedentes, se describen las dificultades que
provoca el aprendizaje de la derivada desde el enfoque actual, donde se prioriza el tratamiento
algebraico, lo que conlleva a un aprendizaje limitado y una escasa aprehension de este
concepto por parte de los estudiantes, de acuerdo a la revision bibliografica y al analisis de
los datos obtenidos del examen departamental aplicado en el afio 2019 a los programas de
ingenieria de la Universidad de Sonora.

En la seccion del estado del arte, la revision bibliogréafica se enfocd en identificar
errores conceptuales que han sido sefialados en investigaciones relacionadas con la ensefianza
y el aprendizaje del concepto de derivada, con el propdésito de reducirlos, en alguna medida,
mediante las actividades didacticas propuestas en la secuencia didactica del Proyecto de
Intervencion Doctoral. Otro punto importante identificado en el analisis bibliogréfico,
sugiere incluir, en las actividades, diferentes tipos de representacion, ya que estos
desempefian un papel fundamental en la construccién de conceptos matematicos mas
integrales (Clark et al., 1997; Asiala, 2001 y Arizay Llinares, 2009).

El marco tedrico que se ha seleccionado para el desarrollo de esta propuesta de
intervencion, es la Teoria de la Educacion Matematica Realista (EMR). En esta teoria, las
actividades deben permitir que sea el propio estudiante quién desarrolle el concepto
matematico a partir de sus conocimientos previos, mediante la resolucion de una situacion
problema. Esta perspectiva es distinta a la forma tradicional de ensefiar y aprender el
concepto de derivada, y estd mas apegada al proposito de su inclusion en el curriculo de todos
los programas de ingenieria y muchos programas de licenciatura a nivel universitario. Para
guiar las secuencias didacticas, hacemos uso de las Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje
como marco metodoldgico, ya que permiten guiar, de forma secuencial, la construccion de
actividades, que permitan a los propios estudiantes, construir el concepto de derivada a partir
de la resolucion de un problema de optimizacion. Al final, se incluye un ejemplo de secuencia
didactica con actividades propuestas y los recursos tecnolégicos sugeridos.

El objetivo de este proyecto de tesis doctoral es crear un repositorio en linea con varias
secuencias didacticas centradas en el estudio de la derivada desde la perspectiva variacional
de la razdn de cambio, con el apoyo de recursos tecnolédgicos. El propoésito es favorecer un
aprendizaje integral de la derivada que permita identificar, modelar y resolver problemas,
como los de optimizacidn, en la Ingenieria.

Como orientacion al trabajo por venir se encuentra un cronograma separado por
semestres en el que se detallan las actividades realizadas hasta el momento y las pendientes
para los préximos dos afos.



2 ANTECEDENTES

La organizacion didactica de muchos de los cursos de matematicas en el nivel universitario
aun esté influenciada por la corriente educativa conocida como Matematica Moderna, la cual
influyo curricularmente a nivel internacional y tuvo su auge en México durante la década de
1960 a 1970 (Martinez, 1978). En este enfoque, la ensefianza estd centrada en el docente,
quien esta encargado de transmitir sus conocimientos y el aprendizaje se enfoca hacia la
comprension profunda de los conceptos matematicos formales, dejando a un lado la
vinculacion de la matematica con otras ciencias, tal como lo indican Cantoral et al. (2005):
En la ensefianza superior, [se asume] que la matematica interviene en ese nivel casi
exclusivamente como disciplina principal de ensefianza olvidando un hecho
fundamental que caracteriza al sistema didactico de la educacion superior; también y
quiza con mayor fuerza, la matematica escolar esta al servicio de otros dominios
cientificos y de otras practicas de referencia, de donde a su vez adquiere sentido y
significacion. (p. 189)

Muchos docentes imparten su catedra de la misma forma como a ellos le fue ensefiado
el contenido matematico y sus maestros les impartieron clase imitando a sus profesores y asi
continuamente hacia el pasado. La forma de ensefiar y aprender matemaéticas, en el nivel
universitario, en muchos cursos, esta centrada en el discurso del docente y se caracteriza por
la formalizacién de los conceptos matematicos a través de teoremas, donde la demostracion
rigurosa de los mismos se interpreta como una verdad incuestionable (Jiménez et al, 2022).
La memorizacion de férmulas y el mecanicismo de procedimientos es la estrategia utilizada
en el aprendizaje, dejando de lado la comprension significativa de los conceptos matematicos
como herramienta para modelar y resolver problemas intra y extra matematicos.

En aquellos casos en los que el docente muestra la forma en cémo la matemética
resuelve algin problema de otra ciencia, este se ve como una aplicacion de los teoremas
estudiados o analizados, como si la matematica surgiera de forma autonoma y luego se “busca
donde aplicarla”. Barrantes (2006) describe como Schoenfeld plantea una serie de creencias
sobre la matematica que tiene el estudiante, entre las que se encuentra, “las matemadticas
aprendidas en la escuela tienen poco o nada que ver con el mundo real... Esta lista [de
creencias] estd basada en estudios que se han realizado en diferentes partes del mundo” (p.
6).

Asimismo, Montiel (2005) encontr6 que “tradicionalmente la convivencia de las
matematicas con otras areas cientificas escolares se entiende como la aplicacion de las
primeras en los problemas de las segundas” (p. 4). Gravemeijer y Terwel (2000) enfatizan
que se debe rechazar el enfoque de ensefiar matematicas puras o teoricas primero y luego
mostrar como aplicarlas, ya que esto representa un orden equivocado si se quiere que los
estudiantes aprecien la utilidad de las matematicas para estudiar, modelar, representar y
explicar los fendmenos que surgen en otras ciencias, “‘esto no se puede lograr simplemente



ensefando “matematicas utiles”; esto inevitablemente resultaria en un tipo de matematica
que es ttil s6lo en un conjunto limitado de contextos” (idem, p. 780).

Por su parte, Sfard (2001) menciona que, “durante mucho tiempo se ignor6 en las clases
de matematicas la necesidad humana basica del significado” (p. 106), es decir, los docentes
enfocan su atencion y esfuerzo en plantear y demostrar teoremas y dejan de lado el
significado préctico que dio origen al concepto matematico que estan describiendo.

En este escenario, los estudiantes finalizan sus cursos sin saber cuales son los
problemas que se pueden modelar y resolver con las estructuras geomeétricas, algebraicas,
tabulares y graficas que utilizaron una y otra vez durante su curso de matematicas,
convirtiéndose en una materia tediosa, aburrida, dificil e intitil, “desde que se convirtieron en
una parte obligatoria de los curriculos escolares, las matematicas se han conocido como el
terror escolar” (Sfard, 2001, p. 97).

En este mismo sentido, Zufiga (2007) sefiala que “saber matematicas significa, para
los alumnos, tener alguna habilidad en la resolucién de ecuaciones, desarrollar
procedimientos, aplicar férmulas y métodos. Rara vez un estudiante concibe a las
matematicas como algo que le pueda ser util mas alla de eso” (p. 148). Los estudiantes
acreditan las materias de matematicas repitiendo lo que realizo el profesor, aunque no tenga
sentido ni significado; asi lo indica Barbosa quien identifico que la mayoria de los estudiantes
se enfocan en la resolucion de ejercicios de forma mecénica, aplicando reglas sin sentido
(citado en Gongalves y da Silva, 2013).

De la misma manera, Ruiz (2008) encontré que “tradicionalmente la matemaética es de
las materias que generalmente menos entusiasma a los estudiantes, rechazandolas en la
mayoria de los casos al tildarlas de dificiles y carentes de uso posterior en la vida,
reconociendo en todo momento su caracter abstracto” (p. 4).

Desde la experiencia de Silva y Borges (1994) “cuando los estudiantes perciben que
los contenidos se corresponden con sus expectativas, es decir, son capaces de relacionarlos
con probables situaciones reales que viviran en el futuro, casi siempre intentan asimilar los
conocimientos transmitidos y desarrollar habilidades mas rapidamente” (p. 4). De igual
manera Gongalves y da Silva (2013) identificaron que “una posible forma de mostrar...[la]
importancia [de la matematica] es desarrollar actividades en el aula en las que se trabajen
aplicaciones” (p. 420).

En conjunto, estos resultados de investigaciones evidencian que, desde la perspectiva
didactica actual, los estudiantes no reconocen a la matematica como una herramienta Gtil para
modelar, representar y resolver problemas de su disciplina, a pesar de que esta es una
habilidad que se espera adquieran durante su trayectoria escolar dentro de la Universidad de
Sonora (Figura 1).

Otro aspecto importante que se debe resaltar es que el curriculo universitario de los
cursos de matematicas, en las areas de Ingenieria, Quimica, Biologia, etc., en la Universidad
de Sonora, esta disefiado de la misma manera que el curriculo para la Licenciatura en
Matematicas, es decir, la estructura, los temas y su secuenciacion, los teoremas, las



demostraciones, la bibliografia, etc., son iguales para estos dos tipos de estudiantes, aunque
el perfil de egreso y las competencias a desarrollar son obviamente muy diferentes.

Los estudiantes no matematicos requieren un aprendizaje menos formal y més préctico,
relacionado con los problemas que van a enfrentar y que deberan resolver cuando estén en el
campo laboral (de acuerdo a su perfil de egreso), asi lo expresa Bressan (2005) “no todos los
estudiantes han de llegar a ser matematicos, y que para una mayoria la matematica a utilizar
sera la que les ayude a resolver los problemas de la cotidianeidad” (p.75). En este sentido,
Camarena (2009) menciona que:

Las investigaciones que se han efectuado verificaron que gran parte de la matematica
que se incluye en los cursos de areas de ingenieria nace en el contexto de problemas
especificos de otras areas del conocimiento, y que con el tiempo pierden su contexto
para ofrecer una matematica “pura” que es llevada a los ambientes de aprendizaje, lo
cual carece de sentido para aquellos estudiantes que no desean ser matematicos. (p.
17)

Figura 1.
Habilidades a desarrollar en estudiantes de Ingenieria Quimica e Ingenieria Industrial y de
Sistemas, como perfil de egreso.

s Que podras hacer
cuando termines la carreras

Habilidades adquiridas

El egresade del programa de Ingenieria Industrial y de Sistemas se espera tenga:

- Los conocimientos necesarios para comprender los procesos usados para la entrega oportuna de producios y servicios de alta calidad y bajo costo

« Los conocimientos de matematicas, fisica, computacion, negocios, econdmicos y legales

« Conocimientos para el analisis ingenieril y disefio en que se sustenta la Ingenieria Industrial y de Sistemas para modelar sistemas complejos usando las
apropiadas practicas analiticas, computacionales y experimentales

« La educacién necesaria para comprender el impacto de las soluciones ingenieriles planteadas en un contexto global, econdmico, social y ambiental.

« Conocimientos para disefiar, analizar, implementar y mejorar sistemas de ingenieria indusirial y de sistemas compuestos por personas, materiales.
informacion capital y energia para mejorar la preductividad y competitividad

« Conocimiento de su responsabilidad profesional y ética

« Conocimiento de temas aciuales.
El egresado de la Licenciatura en Ingenieria Quimica debera poseer un perfil donde estén claramente definidos sus conocimientos, habilidades y actitudes que
le permitan un adecuado desarrollo de su practica profesional

Los conocimientos que debera tener son los siguientes

« Fundamentos fisicos y quimicos que permitan el enfoque tedrico de la disciplina

= Conocimientos matematicos que le permitan modelado y simulacion de las operaciones.

= Fundamentos tedricos de las ciencias fisico-quimicas, asi como el desarrollo de balances de maleria y energia en los procesos
= Analisis y disefio de procesos.

Nota: Informacién presentada de las carreras de Ingenieria Industrial y de Sistemas
(https://ofertaeducativa.unison.mx/division-de-ingenieria/ingenieria-industrial-y-de-sistemas/) y de Ingenieria
Quimica (https://ofertaeducativa.unison.mx/division-de-ingenieria/licenciatura-en-ingenieria-quimica) de la
Universidad de Sonora.

Segun Garceés (2021), esto ocurre también a nivel iberoamericano, donde se tiene “la
creencia de que aprender un conocimiento abstracto y general de tipo cientifico en la base de
la formacion académica [es] suficiente para que el ingeniero lo aplicase cuando lo necesitase”
(p. 26), es decir, se presupone que los conocimientos abstractos y formales, como aprenderse



un teorema y su demostracion, permite que este concepto pueda ser aplicado en diferentes
contextos con cierta facilidad, lo cual no ocurre asi.

Por otro lado, dedicar mucho tiempo del curso a los teoremas y sus demostraciones,
que los estudiantes de Ingenieria rara vez van a utilizar en su préactica laboral, no deja
suficiente tiempo para que el estudiante pueda comprender y resolver aquellos problemas
que si pueden llegar a presentarse en su contexto profesional, como lo marca el perfil de
egreso de Ingenieria Industrial e Ingenieria Quimica. Asi lo mencionan Cantoral et al. (2005),
“[en] ciertas ocasiones, el profesor presenta un problema, pero no destina suficiente tiempo
a sus estudiantes para que ellos propongan soluciones” (p. 36). También Milner y Jiménez
(2020) encontraron que:

La solucion de los problemas de la vida real (en contraste con los problemas
matematicos que podemos considerar como teoremas, o verdades a demostrar) no
requieren todo ese formalismo, hecho bien conocido por los fisicos e ingenieros que
cuentan con maneras practicas de resolverlos con una “formalidad” mucho mas
intuitiva y por lo tanto comprensible. (p. 2)

La influencia de la Matematica Moderna, aun presente en los cursos de Calculo de las
Ingenierias en la Universidad de Sonora, explica en gran medida su disefio didactico, donde
se inicia con definiciones, teoremas y sus demostraciones, siguiendo con series de ejercicios
donde se repite “de forma exacta” lo que realiz6 el docente y, al final, si el tiempo alcanza,
se ven algunas aplicaciones, regularmente dentro de la misma matematica. Esta secuencia de
temas la podemos apreciar en los libros de texto que se utilizan como bibliografia en estos
cursos, por ejemplo: Fundamentos de Célculo de Flores et al. (2008), Célculo Breve con
Aplicaciones de Larson et al. (1990), Calculo de Leithold (1988) y Calculo | de Apdstol
(1990). Segun mencionan Jiménez et al. (2022):

El Célculo es una asignatura matematica de grandes contrastes. Por un lado, es el
curso de matematica que goza de la peor reputacién y registra los mas bajos indices
de aprovechamiento y retencidn, y también los mas altos en reprobacion y desercion
en casi todos los sistemas educativos alrededor del mundo. Por otro lado, es una
asignatura de la que se tienen grandes expectativas, dado su papel central en las
ciencias como herramienta...para el estudio de la realidad. (p. 11)

Esto lo podemos reafirmar con los resultados obtenidos en el Examen Departamental
de Calculo Diferencial e Integral I, que se aplico el 5 de diciembre del 2019 a 10 grupos de
Ingenieria de la Universidad de Sonora, donde se obtuvo un promedio global de 41.42 puntos
(escala 0-100), con una desviacion estandar de 10.90; lo que indica un aprovechamiento muy
bajo, con una calificacion global que no alcanza la minima aprobatoria para estos cursos (60
puntos).

Estos resultados pueden explicarse porque, segun Reis, “muchos conceptos de Célculo
se trabajan en el aula de forma clasica, a traves de definiciones, teoremas, demostraciones y
propiedades, seguidos de listas de ejercicios que los estudiantes deben resolver” (citado en
Gongcalves y da Silva, 2013, p. 426), de manera que algunos estudiantes pueden resolver de



forma mecanica calculos y operaciones, pero no pueden resolver aquellos problemas “no
rutinarios”.

El objetivo de un curso de célculo deberia ser proveer a los estudiantes herramientas
matematicas que les permitan representar, modelar y resolver problemas de su entorno, tal y
como lo describe su perfil de egreso, no mecanizar procedimientos y célculos sin sentido.
Garcés (2021) menciona que actualmente han surgido dudas sobre si esta formalidad en la
ensefianza de las matematicas es, o no, la mejor forma de aprender para los futuros
ingenieros, afirmacion que comparte Sfard (2001), Faulkner et al. (2019), Jiménez et al.
(2020), entre otros.

Los estudiantes no pueden desarrollar habilidades mateméticas mas alla de un enfoque
mecanicista y procedimental si el docente le proporciona los métodos, las herramientas y los
pasos a seguir como recetas, esto deriva en aprendizajes puramente algebraicos vy
memoristicos carentes de significado, en palabras de Davila (2010):

En los cursos se presenta a los objetos matematicos como algo ya acabado y alejado
de la realidad...esto puede ocasionar que el curso de calculo carezca de sentido para
el alumno, ...que se le dificulte usarlos en contextos distintos del analitico...y para
modelar situaciones planteadas en contextos extra matematicos. (p. 10)

Si se quiere formar ingenieros capaces de resolver problemas dentro del contexto en el
que se desarrollen profesionalmente, la forma de ensefiar los contenidos matematicos debe
modificarse. D'Amore y Godino (2007) encontraron que, “en un contexto eficaz de
aprendizaje... el aprendiz...[debe] hacer el resultado como propio, crea[r] un camino
personal para su comprension... el conocimiento debe convertirse en conocimiento personal”
(p. 201). Es decir, el docente no debe darle la receta, sino permitir que el estudiante explore
y descubra como los ingredientes se mezclan para obtener el resultado esperado.
Complementando lo anterior, Ruiz (2008) afirma que:

Un mayor acercamiento o vinculacion del contenido matematico a la realidad, a través
de la utilizacion de métodos de ensefianza aprendizaje que la vinculen a la resolucion
de problemas de la vida, ayuda a eliminar tal rechazo a la matematica al tiempo que
contribuye a satisfacer las demandas que la UNESCO plantea para el aprendizaje de
las ciencias.... fortaleciéndose asi el vinculo interdisciplinar. (p. 4)

Actualmente, la Secretaria de Educacion Publica (SEP, 2022) esta proponiendo un
nuevo modelo educativo denominado La Nueva Escuela Mexicana para educacion
preescolar, primaria y secundaria, donde “los contenidos dejan de responder a una
especializacién progresiva por asignaturas y se articulan junto a situaciones que son
relevantes para el sujeto y la comunidad a partir de puntos de conexion comunes entre las
disciplinas que integran cada campo” (p. 7). Esto involucrara necesariamente
transformaciones didacticas desde el nivel basico hasta el nivel superior para poder trabajar
con los estudiantes egresados de este nuevo sistema escolar.

Utilizar situaciones contextualizadas que el estudiante pueda modelar, es una buena
forma de atender estas propuestas, ya que permite abordar los conceptos matematicos
correspondientes a la asignatura de Calculo, de manera activa e interdisciplinaria, a la vez
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que permite que sea el propio estudiante quién descubra e interprete los conceptos y sus

representaciones a través de su manipulacion al modelar y resolver el problema. Asi lo

identificaron Juérez et al. (2020) cuando comentan que:
El uso de la modelizacion matematica en las aulas universitarias puede cambiar la
percepcion de los estudiantes sobre la importancia de las matematicas, asi como
apoyar la comprension de los contenidos matematicos vinculandolos con la realidad...
a través de la modelizacion, los estudiantes universitarios pueden entender como se
originan muchos conceptos y estructuras matematicas, asi como sus aplicaciones. (p.
162)

Ademas, el uso de la modelacion permite que el estudio del calculo sea més atractivo
para los estudiantes, pues ademas de vincularlo con problemas de su disciplina, permite
involucrarlos en un proceso de aprendizaje activo, donde ellos proponen soluciones, las
prueban, las reestructuran, etc., lo que conlleva a un aprendizaje significativo. Asi lo indican
Sulasmi et al. (2020):

Un estudio realizado por McCormic muestra que, cuando los estudiantes participan
activamente en el proceso de aprendizaje, experimentan un aprendizaje significativo
y una mejor comprension de las ideas matematicas importantes. La actividad de los
estudiantes se convierte en un elemento muy importante en el éxito del aprendizaje.
(p.2)

Actualmente se puede encontrar una amplia diversidad de investigaciones respecto a la
modelacién, los tipos de problema que son adecuados, los contextos, las fases de la
modelacién (incluyendo sus diagramas), la manera en que se puede integrar a las actividades
escolares, por mencionar algunos elementos. Por ejemplo, Villa et al. (2022) mencionan que:

Una de las comprensiones mas amplias de la modelacion radica en concebirla como
la resolucion de problemas del mundo real con el fin de comprender y explicar una
situacién, un fendbmeno o para controlar y anticipar los comportamientos de las
variables. (p. 68)

Para Stillman (2019) la modelacién es el reconocimiento de un problema del mundo
real, el cual es estudiado y analizado a partir de diversas posturas y con propoésitos diferentes.
Para este investigador, la modelacién puede ser el vinculo para ensefiar conceptos y
procedimientos matematicos; ensefiar modelos matematicos y maneras de aplicar las
matematicas y promoverlas como una actividad humana que responda a problemas de
diferente naturaleza que den lugar a la aparicion de conceptos, nociones y procedimientos.
También Camarena (2009) identifica que "la matematica en contexto auxilia al estudiante a
construir su propio conocimiento con amarres firmes y duraderos y no volatiles™ (p. 23).

En este trabajo, la vision de la modelacion estara sustentada por el Marco Tedrico que
va a guiar el desarrollo de esta tesis. En la Educacion Matematica Realista (EMR), la
modelacion se refiere a una vision pedagogica que busca desarrollar en los estudiantes la
capacidad de utilizar las matematicas para comprender, analizar, expresar y resolver
problemas del mundo real; bajo este enfoque los estudiantes no solo aprenden conceptos y



procedimientos matematicos abstractos, sino que también aprenden a aplicarlos en
situaciones concretas y contextualizadas (Bressan, 2005).

A través de este posicionamiento tedrico sobre la modelizacidn, los estudiantes trabajan
en la identificacion de variables relevantes, la formulacién de relaciones que describen como
estas variables estan interrelacionadas (modelos emergentes), la manipulacion de sus
distintas representaciones (graficas, tabulares, algebraicas, etc.), la interpretacion de estas
representaciones en el contexto de la situacion que las origind, el desarrollo hacia modelos
matematicos mas generales y abstractos, hasta la consolidacion de los conceptos matematicos
formales (de nivel superior) descontextualizados de la situacion original, que permiten
extenderlos a otros contextos similares o bien definirlos formalmente, a través de sus
teoremas y demostraciones. “Se trata [de] que los alumnos, quienes al principio no poseen
herramientas matematicas suficientes, las reinventen a partir de abordar problemas
presentados en contextos y situaciones realistas” (Bressan et al., 2016, p. 3).

De esta manera, la EMR promueve un enfoque mas dindmico y aplicado de la
matematica, donde la modelacion se define como aquellos modelos que emergen cuando se
esta resolviendo la actividad “in statu nascendi” y no aquellos modelos preconstituidos ¢
impuestos desde la matematica formal (Bressan et al., 2016).

Esta perspectiva de la EMR no solo tiene implicaciones teoricas, sino también practicas
en la educacion matemaética, las cuales son retomadas por este proyecto para debatir
intervenciones didacticas diferentes en la forma actual de ensefiar el Célculo, especialmente
en lo que respecta a la ensefianza de la derivada. En concreto, bajo esta perspectiva se propone
partir de situaciones problema que los estudiantes puedan concebir como reales, es decir, que
pueden llegar a presentarse en su vida académica, laboral o personal, y se crean ambientes
propicios para que emerjan modelos cognitivos. Estos modelos se desarrollan a través de la
modelizacion, la exploracion, el descubrimiento de reglas, operaciones, representaciones,
entre otros elementos. Al permitir que los estudiantes sean participes activos en la
construccion de su conocimiento matematico, la EMR fomenta un aprendizaje méas auténtico
y significativo, lo que a su vez contribuye a un mejor dominio de los conceptos matematicos
y a una mayor capacidad de aplicarlos en diversas situaciones.

En particular, el concepto de derivada es sumamente relevante dentro de un curso de
Calculo, motivo por el cual esta presente en una variedad de programas académicos de nivel
universitario; motivacion por la que este proyecto la tiene como concepto matematico de
interés. La derivada es una de las piedras angulares de Calculo, por lo que su aprendizaje
permite entrar a otros conceptos mas elevados como son las Ecuaciones diferenciales.
Ademas, tiene una amplia gama de aplicaciones practicas en la vida real, desde la fisica y la
ingenieria hasta la economia y las ciencias de la salud. Por lo que no solo se utiliza como un
concepto teorico, sino que también es una herramienta esencial para resolver problemas del
mundo real.

En la Universidad de Sonora, la derivada es un concepto que se encuentra en el
curriculo de numerosos programas académicos de Ingenieria, en todas las licenciaturas del
area de Ciencias Exactas y Naturales, algunos programas de Ciencias Biologicas y de la
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Salud, asi como en el area Econdmico Administrativa, por lo que el impacto que se pudiera

tener es amplio.

La presencia de este concepto en varias disciplinas muestra su importancia, versatilidad
y transversalidad como herramienta matematica fundamental en la preparacion de los
estudiantes para enfrentar desafios del mundo real.
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3 ESTADO DEL ARTE

El concepto de derivada se comienza a estudiar en el quinto semestre de la educacion media
superior en México y se retoma en las areas de Ciencias, Ingenieria, Economia y
Administracion en la educacion superior. La forma habitual de introducir este concepto es
utilizando la nocion de limite (Larson et al., 1990; Leithold, 1998 y Flores et al., 2008),

obtenida como la pendiente de una recta secante 22221 que se convierte en recta tangente al

X2—X1
acercar el punto (x,, y,) al punto (x4, y;). Los puntos, inicialmente arbitrarios, se sustituyen
de la siguiente manera, el punto (xi,y;) por (x,f(x)) y el punto (x,,y,) por
((x + h), f(x+ h)) para obtener la pendiente de la recta secante.
Después, mediante procedimientos algebraicos de desarrollo de binomios vy

factorizacion, se reduce la expresion, se factoriza h y finalmente se hace que h tienda a cero,

fx+h)—f(x)
h

obteniendo la derivada de una funciéon como }lin(l) ; posteriormente el docente

cambia las funciones (generalmente polindmicas) para que los alumnos repitan el calculo del
limite varias veces hasta que “deducen” la formula f"(x) = anx™"1, dada la funcién f(x) =
ax™.

Esta forma de abordar la derivada, se apega a la visién rigurosa de la matematica
formal, que la ubica en el enfoque del Andlisis Matematico y la aleja del enfoque variacional
del Calculo Diferencial e Integral, “la mayoria de los acercamientos en la ensefianza del
concepto de derivada, en los textos y programas..., generalmente siguen la estructura del
Analisis Matematico, quiza para ganar en rigor matematico” (Dolores, 2007b, p. 14).

Asi mismo, Jiménez et al. (2022), identificaron que, “durante muchas décadas -por no
decir varios siglos- se ha mantenido el formalismo del Andlisis Matematico en los cursos de
Célculo, a pesar de las dificultades insalvables que representa para los estudiantes, asi como
su falta de necesidad” (p. 12). Al respecto Dolores (2007b) expresa que los estudiantes
"dificilmente logran reconocer las ideas asociadas al concepto de derivada en la resolucion
de problemas elementales sobre la rapidez de la variacion a pesar de que en los problemas de
este tipo se encuentra la esencia de este concepto” (Prélogo).

En otras palabras, los cursos de Calculo se abordan desde una perspectiva rigurosa y
formal, con un enfoque tradicional centrado en el discurso del docente, esto a menudo
dificulta el entendimiento de este concepto por parte de los estudiantes, ya que el enfoque del
Analisis Matematico no permite visualizar como este concepto sirve para resolver problemas
de variacion y cambio. Ademas, la ensefianza de la derivada se restringe a procesos
puramente algebraicos, y se abandona el trabajo con las representaciones graficas, numéricas
y verbales, lo que provoca que este concepto no se aprenda de forma integral.

En este sentido, Kinley (2016) menciona que, es en la definicion formal de limite,
donde se utilizan notaciones y simbolos (la sintaxis) fuertemente ligados al Analisis y al rigor
matematico, la que provoca mudltiples dificultades en la comprension por parte de los
estudiantes, desligando el origen variacional (practico y operativo) del concepto. En su lugar,
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fomenta un aprendizaje memoristico de férmulas y procesos algebraicos que van en
detrimento de una comprension del concepto de derivada como razén de cambio de dos
variables (magnitudes) que estan relacionadas y que tienen a su vez relacion con el problema
que modelan o representan.

De la misma manera, Gongalves y da Silva (2013) identificaron que “una de las
posibles causas de las dificultades de los estudiantes para aprender el concepto derivada
puede estar relacionada con [las] dificultades en [el] aprendizaje de limites” (pp. 420-421).

Ensefiar Calculo priorizando la vision formal de limite, conduce a procesos algebraicos
mecanicistas que poco 0 nada tienen que ver con la funcion practica de la derivada,
provocando que los alumnos no vean su utilidad y desmeriten su aprendizaje, lo que provoca
frustracion, rechazo y altos indices de reprobacion como mencionan Salinas y Alanis (2009),
quienes encontraron que:

Un paradigma tradicional de ensefianza... deja mucho que desear en cuanto al
aprendizaje: elevados indices de reprobacidn, aprendizaje sin comprension y actitud
negativa hacia el aprendizaje de las matematicas son hechos que han sido reportados
en los ultimos treinta afios con respecto a los cursos de Calculo en el nivel medio
superior y superior de educacion. (p. 359)

Para los alumnos, derivar es solo aplicar una formula memorizada que transforma una
funcion en otra; en el mejor de los casos, algunos alumnos que ya han cursado y aprobado la
asignatura de Célculo Diferencial e Integral recuerdan que la formula se dedujo de los limites,
asi “[los] estudiantes... prefieren simplemente aprender ‘de memoria’, considerando el
manejo de las técnicas como el camino mas corto al éxito en los exdmenes finales” (Sfard
2001, p. 104), aunque no comprendan para qué sirvio lo que estudiaron.

La ensefianza de la derivada a partir de la definicion de limite (manejo algebraico) no
permite observar la covariacion de magnitudes, relaciones que son fundamentales para
modelar, entender y resolver problemas de variacion, de razén de cambio, de maximizar una
ganancia, de minimizar un costo, etc. Los alumnos acreditan la asignatura de Célculo con
pocas habilidades para poder plantear y resolver problemas que pueden surgir en su campo
laboral, contraviniendo el objetivo por el que forman parte de las asignaturas curriculares de
su programa de licenciatura o ingenieria.

Dolores (2007b) comenta que:

Cantidades significativas de estudiantes sélo pueden obtener derivadas de funciones
algebraicas mediante formulas, pero dificilmente comprenden el significado de los
algoritmos que realizan, inclusive, dificilmente logran asociar las ideas claves del
calculo en la resolucion de problemas elementales sobre la variacion, a pesar de que
histéricamente del estudio de estos ultimos se generaron las ideas que le dieron
origen. (p. 1)

Como docentes inmersos en el campo de la educacion matematica, es imperativo que
nos involucremos més activamente en la atencion de estas deficiencias en la ensefianza de la
derivada, desarrollando estrategias que permitan a los estudiantes no solo comprender el
concepto de derivada de forma integral, sino también apreciar su utilidad como una
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herramienta poderosa para resolver problemas de otras ciencias; en este sentido, debemos
buscar formas innovadoras que fomenten una comprension préctica de la derivada y de su
aplicacion en situaciones concretas.

Consideramos que, al ayudar a los estudiantes a ver la derivada como una herramienta
valiosa para abordar problemas de variacion, de razon de cambio, de optimizacion de
ganancias y de minimizacion de costos, por mencionar algunos, estamos proporcionandoles
habilidades esenciales que seran relevantes en su vida académica, profesional y personal.
Ademas, al mejorar su comprension es posible que los estudiantes se sientan motivados y se
pueda mejorar de alguna manera los indices de aprobacion de esta asignatura. Abordar el
estudio de la derivada de manera préctica, significa un giro de 180° a la forma en cdmo se
trabaja actualmente. Gravemeijer y Terwel (2000), mencionan que la cosa esté al revés si uno
empieza por ensefiar el resultado de una actividad en lugar de ensefiar la actividad misma.

En la ensefianza de la derivada, se comienza con la definicion de limite, en vez de
iniciar con problemas béasicos de variacion, donde surjan las ideas intuitivas que van dando
forma al concepto de derivada y que aporta mas elementos para su comprension, al final se
puede formalizar con la definicidn de limite. Salinas y Alanis (2009) mencionan que algunos
investigadores como “Cantoral, Cordero, Farfan e imaz... advierten [que, en] la ensefianza
del Calculo: la estructura general del discurso matematico teérico constituye la base menos
propicia para comunicar las ideas del Célculo” (p. 360).

Nuestra propuesta cambia este enfoque, pasando del discurso del docente al trabajo
préctico de los estudiantes. En vez de darles las herramientas matematicas y las instrucciones
para utilizarlas, ellos descubren las matematicas y sus relaciones al estar resolviendo una
situacion problema. Esto estad en concordancia con las ideas de Hans Freudenthal (padre de
la Teoria de la Educacion Matematica Realista), quien menciona que:

Hacer matematicas [es] mas importante que [aprender] matematicas como un
producto ya hecho. Desde su punto de vista, lo mismo deberia ser valido para la
educacion matematica: la educacion matematica es un proceso de hacer matematicas
que conduce a un resultado, las matematicas como producto. En la educacién
matema@tica tradicional, el resultado de las actividades matemaéticas de otros se tomo
como punto de partida para la instruccién. (citado en Gravemeijer y Terwel, 2000, p.
780)

El proyecto de intervencidon didactica que se propone, implica un cambio de
perspectiva, por lo que, el enfoque se orientara en el aprendizaje de la derivada y no en la
ensefianza de la derivada, esta idea se describe con mas detalle en la seccion 7 que se refiere
a la propuesta y sus caracteristicas. Nuestra propuesta comienza con una situacion problema
contextualizada en algun problema de ingenieria en el que la derivada sea la herramienta que
permita solucionar dicho problema, como, por ejemplo, un problema de optimizacion.

De esta manera, los estudiantes podran empezar planteando ideas informales basadas
en sus conocimientos previos, intuicion, y percepcion, y a través de actividades secuenciadas,
se ird dando forma y sentido a estos pensamientos hasta llegar a la definicion formal de
derivada a traves del limite.
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Para estructurar la propuesta didactica es esencial llevar a cabo una revision de la
literatura, la cual permitira identificar los obstaculos, errores, fallas cognitivas, y otros
desafios que pueden surgir en el proceso de aprendizaje de la derivada. Ademas, a través de
esta revision, podremos identificar estrategias y propuestas sugeridas por investigadores que
han mostrado, en sus resultados, fomentar una mejora significativa en el aprendizaje de este
concepto.

Con respecto a las investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje de la derivada,
se pueden distinguir en la literatura dos momentos. Entre las décadas de los 80°s y 90°s los
investigadores se enfocaron en identificar y estudiar los problemas asociados con el
aprendizaje. Sanchez et al. (2008) mencionan que “la descripcion sobre los errores y
dificultades que tienen los estudiantes con respecto a la derivada ha sido objeto de estudio
desde la década de los 80's” (p. 273).

Para mediados de la década de los 90 se formalizaron teorias sobre el aprendizaje, como
la de Duval centrada en las representaciones. En esta teoria, se menciona que la comprension
del concepto de derivada es, en su esencia, una aprehension conceptual que solo puede ser
alcanzada a traves de sus representaciones semidticas y la articulacion entre estas. Por lo
tanto, se considero necesario “entender los problemas de los estudiantes en los procesos de
conversion entre representaciones” (Hitt, 2016, p. 7).

En este contexto, muchas investigaciones se centraron en proporcionar herramientas
(incluyendo manipulables y tecnoldgicas) para facilitar la transicion de los estudiantes entre
las distintas representaciones, como la algebraica, tabular, gréafica, verbal, entre otras. En esa
época “se sefialaba que habria que resolver los problemas ligados a los antecedentes al
calculo, y luego atacar los conceptos ligados al calculo” (idem, p. 7).

El segundo momento se identifica a comienzos de los afios 2000, con un enfoque hacia
la ensefianza del Calculo, “en el 2001... se realiz6 un cambio en la ensenanza [del calculo]
siguiéndose un acercamiento por competencias” (idem, p. 8). En este momento podemos
encontrar innovaciones didacticas para el tratamiento de la derivada, donde:

[Se aprecia] la articulacion de acercamientos numéricos, algebraicos y graficos, es
decir, se intenta abandonar el caracter algoritmico y estatico de dicho concepto. Sin
embargo, estas aproximaciones siguen considerando como fin Gltimo una definicion,
un objeto matematico construido y no susceptible de construccién por parte del
individuo, es decir la definicién de limite del cociente incremental y la explicacion de
la secante que deviene tangente. Ello deja de lado la actividad que roded, acompafio
y dio significado a la derivada en su contexto de origen, y por el cual se constituye
como un conocimiento matematico. (Montiel, 2005, p. 223)

Esta aseveracion se ve reforzada al revisar las investigaciones de Font (2005), Pineda
(2013), Bonilla y Diaz (2014), Sanchez (2014), Pinto y Parraguez (2018), Sulasmi et al.
(2020) y Rojas et al. (2021), quienes abordan el estudio de la funcion derivada, desde
distintos marcos teoricos, con el uso de limites. En este mismo sentido Ramirez (2009)
menciona que “desde 1823, cuando Cauchy defini6 el objeto funcidon derivada, se han
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propuesto algunos trabajos respecto a la misma, sin embargo, la mayoria de ellos retoma la
definicion de Cauchy para su elaboracion” (p. 158).

Son pocas investigaciones revisadas las que no hacen uso del concepto de limite para
abordar la derivada, como la de Cantoral (1995) quien hace una propuesta para el estudio de
la derivada retomando el trabajo de Lagrange sobre series de potencias. Ramirez (2009)
aborda el concepto de derivada con analisis no estandar, usando hiperreales, donde menciona
que esta idea es mas intuitiva y practica, pues permite suprimir muchos procesos algebraicos.
Ademas, menciona que “con este enfoque se disminuye el peso del rigor matematico
asumido” (p. 158).

Recientemente, algunos investigadores como Jiménez y colaboradores (2022) han
retomado las afirmaciones que realiz6 Cantoral en 1995, donde sefiala que los cursos de
Célculo tienen el enfoque riguroso del Andlisis y no el enfoque variacional del Célculo. En
su libro publicado en diciembre del 2022, Jiménez y colaboradores proponen una
reconceptualizacién didactica del calculo.

Las investigaciones enfocadas en el andlisis de la comprensién del concepto de
derivada, han sido abordadas desde distintas perspectivas y utilizando diferentes marcos
teoricos. Los trabajos de Tall (1985a, 1985b, 1986, 1987, 1990, 1991, 1992, 1996a, 1996b)
por ejemplo, mencionan la inconsistencia que hay en el aprendizaje del calculo usando el
enfoque formal del andlisis, y las dificultades que provocan los conceptos de limite, infinito
y sus demostraciones rigurosas, pues requieren del pensamiento avanzado del Analisis.

Tall (1985a, 1986h, 1987) utiliza la representacion grafica en una calculadora para
permitir al estudiante asociar la derivabilidad de una funcién en un punto con la imagen de
una funcion cuya representacion grafica, por acercamientos sucesivos, termina por
confundirse con una recta. La nocién de tangente globalmente se asimila con la de una recta
que pasa por dos puntos muy cercanos (tangente practica); asi, el concepto de limite aparece
implicito. Los resultados de la experimentacion presentados en su tesis resaltan las
capacidades adquiridas en el reconocimiento y el trazo grafico de la derivada.

Posteriormente, Tall (2012) propone un enfoque practico que comienza utilizando los
sentidos (expresion corporea) para desarrollar ideas intuitivas de forma natural, donde se
relacionan las representaciones graficas y algebraicas, para después formalizar. En sus
conclusiones menciona que la dificultad de dar sentido a la definicion formal de limite se
puede disminuir con un Célculo basico (elemental) que surge de forma natural en el mundo
de la encarnacion y simbolismo, utilizando un enfoque visual y practico.

En la tesis de Azcarate (1990) se observa el uso de contextos extramatematicos para el
aprendizaje de la derivada, tratando de darle un enfoque menos tedrico. En el libro de
Azcarate et al. (1996) proponen cambiar la perspectiva rigurosa de la derivada a partir del
concepto de limite, utilizando la tasa de variacion. Ellos parten de situaciones problema fuera
del ambito matematico y las resuelven mediante el uso de la tasa promedio de cambio, la cual
se convierte en tasa instantanea de cambio a medida que las magnitudes se acercan cada vez
mas.
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Estas investigaciones proporcionan valiosas pautas a seguir en el disefio de la
propuesta didactica. Dicha propuesta, se enfocaré en la comprension de la tasa de variacion
promedio como un elemento fundamental para comprender el concepto de derivada. Ademas,
se reconoce la importancia de integrar la tecnologia como una herramienta que facilita la
interaccion entre diversas representaciones semidticas. Al aprovechar los resultados de estas
investigaciones como base, se busca desarrollar un enfoque pedagdgico que fomente una
comprension mas practica y significativa de la derivada, al tiempo que se identifique como
una herramienta para resolver problemas de variacion y cambio, como los de optimizacion.

Otro libro revisado cuyos resultados se retoman para el disefio de la propuesta didactica
es el de Artigue, Douady y Moreno (1995), sobre la Ingenieria Didactica. En el capitulo 6,
Artigue aborda la ensefianza del calculo y sus problemas epistemoldgicos, cognitivos y
didacticos. En la introduccién de este capitulo se menciona que, de acuerdo a numerosas
investigaciones, se puede ensefar calculo de forma méas o menos mecénica, pero esto acarrea
muchas limitantes a la hora de resolver problemas, de manera que los estudiantes no pueden
utilizar los conocimientos adquiridos en su formacidn universitaria para resolver problemas
de su campo laboral. Por lo que, propone como punto de partida, las intuiciones y
concepciones previas de los estudiantes, las cuales pueden evolucionar por medio de
situaciones adaptadas, asi los estudiantes pueden entender el concepto de derivada, aunque
no se formalice mediante el limite, porque esta implicito.

Este resultado encaja perfectamente con las ideas propuestas desde el marco tedrico
utilizado para el desarrollo de este trabajo. La Educacion Matematica Realista propone la
construccion de los conceptos matematicos a partir de las intuiciones y producciones
informales de los estudiantes, las cuales van evolucionando de forma secuenciada a traves de
niveles (ver Seccion 5).

Cantoral et al. (2000) realizaron un andlisis didactico de los contenidos matematicos,
encontrando que el movimiento de la Matematica Moderna que se establecid en los afios
setenta en Latinoamérica, aun permanece en muchos cursos de Célculo, donde la ensefianza
se reduce a una reproduccion fiel de contenidos, y el aprendizaje a una repeticion carente de
significado de lo que hace el docente. En este libro, los autores proponen otra vision, donde
el aprendizaje sea el resultado de “construcciones sucesivas” mediante el uso de secuencias
de actividades, dentro del marco de la teoria de las situaciones didacticas. Ademas, los
autores hacen uso de contextos de variacion para propiciar el surgimiento del concepto de
derivada.

Como se puede apreciar, el uso de situaciones en contextos de variacion y el disefio de
secuencias didacticas, donde la construccion del conocimiento se lleve de forma progresiva,
han sido elementos didacticos que demostraron, segun los autores, su utilidad para mejorar
la comprension del concepto de derivada. Por lo tanto, seran incluidos dentro de la propuesta
didactica que se platea en este proyecto.

En un segundo libro, sobre el desarrollo conceptual del calculo, Cantoral y Farfan
(2004) resaltan la necesidad de hacer una revision historica y epistemoldgica de la derivada,
para contextualizar su desarrollo y asi proponer actividades adecuadas, sefialando que la
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matematica a ensefiar debe ser cualitativamente diferente de la matematica formal. Si bien,
en este documento no se incluye el analisis historico epistemologico de la derivada por el
espacio establecido, si se incluye en el documento doctoral.

En otro trabajo revisado, Clark y colaboradores (1997) realizaron una investigacion
alrededor de la derivada, particularmente con la regla de la cadena, donde sefialan que para
comprender un concepto matematico se necesita construir un esquema, el cual debe incluir
al menos un proceso que relacione aquellos elementos que forman el concepto; es decir al
desarrollar una actividad se deben poner en juego las distintas representaciones que tiene la
derivada. En el estudio de Baker et al. (2000) se ha documentado ampliamente que a los
estudiantes les va bien en problemas rutinarios de célculo, pero presentan serias dificultades
al abordar los no rutinarios, debido principalmente a dificultades conceptuales; en su
investigacién muestran que los estudiantes retienen y usan ciertos conceptos sin tener en
cuenta otros, por ejemplo, se sintieron confundidos para aceptar que una grafica puede ser
creciente y concava hacia abajo, por lo que proponen, al igual que Clark y sus colaboradores,
trabajar de forma simultanea con la representacion grafica, analitica y tabular.

Otros trabajos revisados relacionados con las distintas representaciones de la derivada
son el de Asiala et al. (2001), quienes llevaron a cabo un estudio sobre la naturaleza de la
comprension grafica de la derivada por parte de los estudiantes de calculo, donde sugieren
que hay al menos dos caminos relacionados que pueden recorrerse al construir un esquema
mental del concepto de derivativa: el camino gréafico y el camino analitico, los cuales deben
trabajarse simultaneamente. También, Ariza y Llinares (2009) concluyen en su investigacion
que el uso de los registros gréafico y algebraico sirve para apoyar la comprension de la
derivada en temas de economia.

Font (1999) en su tesis de doctorado analiza las distintas formas de calcular f”(x), las
que agrupa en forma directa, utilizando limites, graficas y aproximaciones y forma indirecta,
donde se utilizan las reglas de derivacion. En su trabajo, que incluye actividades didacticas,
reporta que a partir de la representacion graficade f(x) y f"(x) se puede calcular la expresion
algebraica (simbolica) de funciones derivadas. En su trabajo ademas de funciones
polindmicas incluye funciones trigonomeétricas.

Finalmente, Vrancken et al. (2009) y Vrancken y Engler (2014) parten de situaciones
planteadas en fendmenos de cambio y utilizan secuencias didacticas con alumnos de
ingenieria para introducir el estudio de la derivada mediante la razon promedio de cambio,
donde estuvieron presentes tanto el registro grafico como el analitico, tabular y verbal. En
sus conclusiones mencionan que la definicion de la derivada surgio de manera natural al final
de la secuencia.

Estas investigaciones evidencian la necesidad de trabajar con al menos dos registros de
representacion de forma simultanea en cualquier propuesta didactica para lograr un
aprendizaje integral del concepto de funcién derivada.

Por otro lado, Gongalves y da Silva (2013) identificaron en varias investigaciones
revisadas, dificultades en los estudiantes para idear estrategias en la resolucion de situaciones
problema donde es necesario utilizar el concepto de derivada. Ellos proponen que se
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comience el aprendizaje de la derivada a partir de problemas de aplicacion de la derivada
(como tasa de cambio y calculo de maximos y minimos) donde los estudiantes tengan que
resolverlos. Los autores enfatizan la ventaja del uso de software grafico ya que proporciona
relevancia a la exploracién de los diversos registros representacion (algebraico, gréafico y
geométrico); en sus conclusiones sefialan que los estudiantes tuvieron la oportunidad de
repensar y reflexionar sobre los conceptos involucrados en el estudio de la derivada, lo que
contribuyé a la construccion y resignificacion de este concepto. Ademas, sefialan que el uso
de la tecnologia para modelar los problemas y realizar simulaciones, permitio desarrollar
habilidades de visualizacidn que no hubieran sido posibles sin esta herramienta.

La propuesta de Bonilla y Diaz (2014), también consiste en el disefio de una secuencia
didactica utilizando geometria dindmica (software Geogebra); segun estos autores, el uso de
este tipo de software es un facilitador en la comprension y estudio de la funcién derivada.
Para Villarreal, “algunos conceptos de Célculo llevan dentro de si una dindmica que muchas
veces no es posible observar utilizando tinicamente una pizarra y tiza y/o pincel.” (citados en
Gongcalves y da Silva, 2013, p. 426).

También Davila (2010) aborda la resolucion de problemas de optimizacion en
ingenieria usando Geogebra, donde expone las ventajas de trabajar con este tipo de software
dindmico para lograr una adecuada visualizacion, en sus conclusiones reporta que, “tras la
observacion de la simulacion dindmica del fendmeno, los estudiantes percibieron una
dependencia entre las magnitudes involucradas” (p. 176).

Estos resultados sugieren que la utilizacion de software dindmico puede ser una
herramienta que facilite la visualizacién y el transito entre diferentes registros de
representacion, por lo que sera un elemento a incluir en el disefio de la propuesta.

Dentro de la revision bibliogréafica, también se abordaron aquellas investigaciones que
reportan dificultades, errores de concepcion, conflictos con las representaciones, etc., en el
aprendizaje de la derivada, elementos que deben estar presentes tanto en la construccion de
las actividades como en la puesta en préactica.

Badillo (2003) en su tesis doctoral reporta que los participantes en su estudio
confundieron el concepto de derivada f“(x) con la ecuacién de la recta tangente en un punto
dado, f’(a). Ademas, menciona que “los estudiantes tenian concepciones débiles de las
razones de cambio ya que no podian conceptualizar a la derivada como una funcién que
denota una razon de cambio” (p. 14). A partir de estos hallazgos, Badillo et al. (2011)
destacan la importancia de hacer una clara distincién, al abordar el estudio de la derivada,
entre la nocion de derivada en un punto (f“(a)) y la funcion derivada (f"(x)), con el fin de
ayudar a los estudiantes a distinguir estos dos conceptos.

D'Avoglio también identificé que algunos estudiantes confunden el concepto derivada
con la recta tangente, la derivada en un punto con la funcién derivada en toda la curva, las
reglas de derivacion como el resultado de encontrar una derivada y la recta tangente con la
pendiente de la recta tangente (citado en Gongalves y da Silva, 2013).

Sanchez et al. (2008) identificaron que, para poder desarrollar en el estudiante el
concepto de derivada, se deben considerar diversos aspectos:
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Su perspectiva grafica, como pendiente de la tangente a la curva; su perspectiva
analitica, como limite del cociente incremental [razon de cambio]; su caracter puntual
0 global —es decir, en intervalos—... en conjunto, las caracteristicas de los problemas
planteados pueden mostrar a la derivada desde la integracion de una perspectiva
analitica y grafica (apoyandose en la presentacion de la idea de derivada en un punto
y de la funcion derivada). (p. 269)

También Gongalves y da Silva (2013) identificaron que “la derivada es un concepto
que puede explorarse desde diferentes puntos de vista: derivada como limite, como pendiente
de la recta tangente a una curva en un punto determinado, ademdas de situaciones que
involucran tasas de cambio, maximos y minimos” (p. 420). Asi mismo Sanchez et al. (2013)
mencionan que:

[Varias] investigaciones aportan informacion sobre las caracteristicas de la
comprension del concepto de derivada y han empezado a proporcionar indicadores de
cémo se desarrolla dicha comprension en tres ambitos. El primero, relativo a la
relacion entre los conceptos de razon de cambio y cociente incremental. EIl segundo,
el papel desempefiado por los sistemas de representacion cuya integracion es
necesaria para el desarrollo del esquema. Finalmente, la relacion entre la derivada de
una funcién en un punto, la funcion derivada y el operador derivada. (p. 283)

Segln mencionan Barreto y Caro (2012) hay un interés cada vez mayor en la
investigacién en educacion matematica, por dar mayor importancia al analisis de la variacion
y la covariacion como puerta de entrada a conceptos basicos del célculo, ya que este enfoque
facilita una comprension mas clara y significativa de los conceptos fundamentales del
calculo.

Esta afirmacién se puede encontrar en algunas investigaciones como la de Sanchez et
al. (2008) quienes mencionan que los sistemas de representacion tienen un papel relevante
para dotar de significado a este concepto, asi mismo, sefialan que “la informacioén de
[muchas] investigaciones destaca la importancia de la relacion entre la razén de cambio y el
cociente incremental en la comprensién de la derivada, entendida como una cuantificacion
del cambio” (p. 273).

También en los trabajos de Tall (2012) y de Sfard (1992) se pueden encontrar
aproximaciones de la derivada desde la razdn promedio de cambio. Sin embargo, una de las
primeras investigaciones sobre el uso de la razon promedio de cambio para abordar la
derivada la encontramos en Orton (citado en Ortega y Sierra, 1998), quién investigd las
concepciones de un grupo de 110 estudiantes para profesor de matematicas, realizando
entrevistas individuales con cada uno. Encontré errores como los siguientes: los estudiantes
creen que la férmula de la derivada de una funcion en un punto mide la tasa de variacion
entre dos puntos, confunden tasa de variacion media con tasa de variacion en un punto y
ademas no saben como calcularla, tampoco asocian la variacion negativa con una funcion
decreciente, la variacion cero con el valor médximo (o minimo) y confunden los simbolos

dx,dy,z—z,Ax,Ayyi—z.
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Ortega y Sierra (1998) mencionan que “la tasa de variacion es una manera general de
indicar lo que de una manera especifica se llama velocidad media, tasa de crecimiento anual,
ritmo de respiracion, pendiente de la recta secante, etc.” (p. 93). En su andlisis de dos
propuestas para introducir el concepto de derivada desde la tasa de variacion, mencionan el
libro de texto realizado por el Grupo Cero de Valencia, en donde se comienza con la tasa de
variacion a través de dos situaciones problemas, y se van desarrollando simultaneamente los
conceptos de variacion y velocidad instantdnea, considerando intervalos cada vez mas
pequefios que se acercan a un valor, ahi introducen la palabra limite sin ninguna formalidad.

Los autores comentan que al final del libro aparece un anexo con la formalizacién de
los conceptos de limite y continuidad. Otro proyecto analizado por Ortega y Sierra es el
Proyecto Escolar de Matemaéticas (School Mathematics Project) el cual esta centrado en el
alumno, quien “aprende matematicas haciendo matematicas y donde se utilizan calculadoras
graficas y programas de computadora” (p. 94). Segun los autores, la secuencia didactica
inicia con la tasa de variacion de una funcion en distintas situaciones, pasando a las
pendientes de las curvas y sus gréaficas, para obtener después la forma numérica de la
pendiente, pasando a la formalizacidn de la funcion pendiente y se finaliza con la notacion
de Leibniz (g).

dt

En el libro “Calculo diferencial e integral” de los autores Azcarate et al. (1996), en el
prélogo se menciona que:

La mayoria de los alumnos no comprenden la definicion rigurosa de derivada a partir
del concepto de limite y, por tanto, teniamos que apartarnos del programa oficial.
Entre los libros de texto y materiales que consultamos, destacan unos fasciculos de
Janvier (1975) para los profesores en ejercicio y los textos SMP (1973) de
matematicas de bachillerato, que nos dieron la idea de introducir el concepto de
derivada de una funcion en un punto, como la tasa instantanea de variacion de la
funcidn, a partir de la tasa media de variacion de la funcion entre dos puntos.

En afios recientes, algunas investigaciones han retomado la discusion de la necesidad
de entender que los cursos de célculo, estructurados desde lo formal, se alejan de su origen
variacional y se transforman en cursos de analisis, con el rigor y la formalidad de este, donde
se presenta como algo abstracto y dificil de aprender (Gongalves y da Silva, 2013 y Jiménez
et al. 2022). Por lo que el estudio de la derivada desde el enfoque variacional (Vrancken y
Engler, 2009, 2014 y Dolores, 1999, 2000, 2007b, 2009) esta tomando fuerza pues permite
entender de manera natural la razén de cambio entre las magnitudes de un fendmeno, deducir
sus propiedades y llegar a la definicion de derivada de manera natural, sin el uso de series y
sucesiones, de hiperreales o incluso de limites.

El enfoque variacional para el estudio de la derivada, se asemeja al proceso historico
que le dio su origen (Cantoral y Farfan, 2004), donde se estudiaban las relaciones
cuantitativas entre las magnitudes presentes en los procesos fisicos.

La revision de estas investigaciones proporciona elementos esenciales a retomar en la
propuesta de intervencion. En este sentido, advierte de las dificultades que han sido
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observadas y documentadas por muchos investigadores con respecto al uso del concepto de
limite para definir e introducir el estudio de la derivada. Por lo que, se ha reorientado su
abordaje desde la perspectiva de la razon promedio (0 razén media) de cambio. Segun los
resultados reportados, este enfoque permite desarrollar de manera natural el concepto de
derivada y ayuda a su comprension.

En otro sentido, esta revision recomienda el desarrollo de actividades secuenciadas
utilizando situaciones problemas extramatematicas, apoyadas con software dinamico que
permita abordar los distintos registros de representacion. Esto ha probado ser efectivo para
dotar de sentido y significado al concepto de derivada.

Por lo tanto, el enfoque de este proyecto doctoral se ubicara en esta area de la
matematica educativa, aportando resultados al abordar el estudio de la derivada usando
situaciones problemas de optimizacion, mediante la razon de cambio y el uso de tecnologia.
Con ello se pretende que los estudiantes de ingenieria de la Universidad de Sonora puedan
desarrollar de forma natural, integral y significativa el concepto de derivada.
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4 PROBLEMATICA Y OBJETIVOS DEL PROYECTO

En el afo 2019, el Departamento de Matematicas de la Universidad de Sonora, cuyos
docentes imparten la asignatura de Célculo Diferencial e Integral | en todos los programas
de ingenieria, organizo y llevé a cabo un Examen Departamental® (examen estandarizado),
que consistio en aplicar el mismo examen a distintos estudiantes para medir su aprendizaje,
esperando un resultado homogéneo, que no dependiera del profesor que impartié la
asignatura. EI 5 de diciembre del afio 2019 se aplicd este examen a un total de 472
estudiantes. El examen consistié de 73 reactivos de respuesta maltiple, es decir, los posibles
resultados en cada reactivo fueron: correcto (si eligio la respuesta correcta), incorrecto (si
eligio alguna de las otras respuestas) o vacio (si no se eligi6 alguna).

Cada estudiante dispuso de 150 minutos para responder la evaluacion la cual se llevo
a cabo en un centro de computo. De los 73 reactivos, 24 corresponden al tema de funciones
y 49 al tema de derivacion. Esta evaluacion se aplicd en el mes de diciembre, de manera que
los estudiantes ya habian agotado el temario del curso. En la Tabla 1 se resumen algunos de
los resultados obtenidos en el tema de derivacion.

Figura 2.
Porcentaje de estudiantes que respondid correctamente el tema de derivacion en el Examen
Departamental de Calculo Diferencial e Integral | del afio 2019.

Porcentaje de estudiantes

Tema evaluado que respondio

correctamente
La funcion derivada 58.21%
Velocidad media/Velocidad instantanea 50.21%
La recta tangente como mejor aproximacion lineal 50.05%
La segunda derivada como razon de cambio 43.22%
Formulas de derivacion de funciones 38.39%
Problemas de optimizacion 35.66%
La derivada en un punto 33.63%
Concepto intuitivo de derivada 2147%
Interpretacion geométria del signo de la derivada 20.87%
Razones de cambio instantaneas 19.92%

En los resultados que se muestran en la Figura 2, el porcentaje mas alto corresponde al
tema de funcion derivada. Las preguntas que se plantearon en esta seccién son de bajo grado
cognitivo (observar-recordar), ejemplo: 1) identifica la expresion que define a la funcién

1 Examen Departamental de Célculo Diferencial e Integral |, clave 6881. Registrado en el Acta 474 del 1 de julio del 2019
en la Division de Ciencias Exactas y Naturales ahora Facultad Interdisciplinaria de Ciencias Exactas y Naturales, de la
Universidad de Sonora, bajo la direccion del Dr. Martin Gildardo Garcia Alvarado y la Dra. Milka del Carmen Acosta
Enriquez.
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derivada, 2) identifica la equivalencia de la expresion: (f(x) + g(x))” (propiedad de
linealidad), etc. Conforme avanza el nivel cognitivo (interpreta), los porcentajes van
disminuyendo. El porcentaje de alumnos que mostré capacidad para entender y resolver
problemas donde la derivada es la herramienta necesaria no llegé al 36%. En general, se
puede observar que no se esta cumpliendo el objetivo por el cual la asignatura de Calculo
Diferencial e Integral | forma parte del plan de estudios de los programas de ingenieria y que
estd implicito en el perfil de egreso (ver Figura 1).

Si evaluamos la puntuacion en la escala de 0 a 100 en el tema de derivacion, basandonos
en los aciertos obtenidos (ver Figura 3), podemos observar que solo 35 de los 472 estudiantes
obtuvieron una calificacidn aprobatoria de 60 para la Universidad de Sonora. Esto representa
unicamente el 7% de todos los participantes evaluados. Aunque en muchas instituciones, 60
puntos en una escala de 0 a 100 no se considerarian una calificacion aprobatoria, en la
Universidad de Sonora, un estudiante con esta puntuacién indica que ha cumplido con los
objetivos de aprendizaje del tema en particular o de la asignatura en general y, por lo tanto,
puede considerarse competente. Basados en los resultados de este examen el 93% de los
estudiantes no es competente en el tema de la derivada, incluyendo su interpretacion
geomeétrica, sus distintas representaciones, su uso para resolver problemas de optimizacion,
etc.

Figura 3.
Rango de calificaciones obtenidas para el tema de Derivacion en el Examen Departamental
de Calculo Diferencial e Integral | del afio 2019, de acuerdo al nimero de aciertos obtenidos.

Rango de calificaciones

11
B
I E

(61, 62 (64, 65] (67, 68] [70, 78] [80, 94]

Ademas, de los 35 alumnos aprobados, ninguno supero la calificacion de 94 en el tema
de derivacién. ElI 60% (21 de 35) obtuvo una calificacion entre 61 y 68, lo que indica que
menos del 3% de los todos los participantes super6 la calificacion de 70 en el tema de
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derivacion®. Para muchas instituciones educativas, donde 70 es la calificacion minima
aprobatoria, solo este 3% habria demostrado tener competencia para acreditar la asignatura
de Calculo Diferencial. En este examen no se incluyé la evaluacion del tema de integracion,
el cual estd incluido en los objetivos de la asignatura. Las razones para no incluir el tema en
la evaluacion, de momento no son conocidas, sin embargo, en platicas con algunos docentes
que imparten la asignatura, comentaron que no alcanzan a cubrir el tema de forma exhaustiva
para poder ser evaluado.

Los resultados obtenidos en el examen departamental son consistentes con los
reportados por Artigue et al. (1995), Clark et al. (1997), Cantoral (2000), Baker et al. (2000),
Tall (2010), Asiala et al. (2001), Ariza y Llinares (2009), Vrancken et al. (2009), Davila
(2010), Gongalves y da Silva (2013) y Vrancken y Engler (2014), entre otros, quienes
mencionan que los estudiantes suelen desempefiarse adecuadamente en ejercicios rutinarios,
como el uso de formulas, célculos y la identificacion de expresiones matematicas. Pero no
comprenden al concepto de derivada en términos de la razon de cambio y su capacidad para
identificar la relacion entre las variables, determinar si una funcion es creciente o decreciente,
evaluar su rapidez de cambio y, en consecuencia, su forma (por ejemplo, si experimenta un
decrecimiento acelerado, crecimiento constante o crecimiento desacelerado). Asimismo, los
estudiantes suelen presentar problemas al identificar la derivada en general o en un punto
especifico, y en sus diversas representaciones, ya sea tabular, grafica o algebraica.

Estos resultados abren un espacio de oportunidad para llevar a cabo una intervencién
didactica destinada a mejorar, al menos en cierta medida, la comprension del concepto de
derivada por parte de los estudiantes. Una comprension que vaya mas alla de lo
procedimental (manipulacion algebraica, memoristica, mecanicista), les permitira
comprender y trabajar con las diversas representaciones de la derivada. Esto, a su vez,
mejorara su capacidad de aplicarla de manera efectiva en situaciones de variacion y cambio.

Cuando los estudiantes sean capaces de identificar a la derivada en problemas
relacionados con variacién y cambio, les resultard& mas sencillo utilizarla como una
herramienta para resolver cuestiones que puedan surgir en su entorno laboral, como por
ejemplo, problemas de optimizacién. De esta forma, contribuiremos al cumplimiento de los
objetivos establecidos en el plan de estudios de los programas de ingenieria de la Universidad
de Sonora y al logro del perfil de egreso correspondiente.

A partir de la revision bibliografica y de los resultados obtenidos en el Examen
Departamental de la asignatura Calculo Diferencial e Integral I, del 2019, aplicado a los
programas de ingenieria en la Universidad de Sonora, identificamos una problemaética. Esta
se refiere a la forma en como se introduce y aborda el estudio de la funcién derivada en este
curso. La utilizacion de la definicion formal de limite tiende a alejar el enfoque variacional
del concepto, lo que conlleva a dificultades en su comprension. Ademas, la clase tradicional
(discursiva o magistral) del docente fomenta un aprendizaje memoristico que a menudo

2 En el examen general, donde se incluye el tema de funciones, el 12% obtuvo una calificacion de 60 puntos 0 mas y solo
el 7% superd los 70 puntos del examen.
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resulta en una comprension deficiente de este concepto y de su posible aplicabilidad en
problemas de diversas disciplinas cientificas. A partir de esto, se plantea el Objetivo General
y los Objetivos Especificos.

4.1 Objetivo General

Crear un repositorio en linea con secuencias didacticas enfocadas al estudio de la
derivada desde la perspectiva variacional de la razon de cambio, utilizando el enfoque de la
Educacién Matematica Realista y con apoyo de recursos tecnoldgicos, para favorecer un
aprendizaje integral de la derivada que permita identificar, modelar y resolver problemas de
variacion en la Ingenieria.

4.2 Objetivos Especificos
= Disefiar situaciones problema que:

e Incluyan al concepto de derivada para su solucion, enfocadas en
programas de Ingenieria de la Universidad de Sonora.

e Aborden el concepto derivada desde la perspectiva de la variacion de
las magnitudes y la razén de cambio, en correspondencia con los
niveles de la Educacion Matematica Realista.

Disefiar Applets dindmicos en Geogebra y Excel

e Que faciliten la comprension visual de las relaciones entre las
magnitudes, permitiendo la percepcion de su razon de cambio.

e Que faciliten la comprension de las distintas representaciones y
propiedades de la razon promedio y la razon instantanea de cambio.

e Que contribuyan a la comprension de las propiedades numéricas de la
razon promedio de cambio y su aproximacién a la razén instantanea
de cambio mediante acercamientos cada vez mas pequefos.

= Crear un repositorio de secuencias didacticas en una plataforma en linea para el
aprendizaje de la derivada, disponible para su uso de forma gratuita y a través de
cualquier dispositivo mavil o fijo conectado a internet.

= Realizar pruebas piloto para ajustar y/o modificar el disefio de las secuencias
didacticas y los Applets.

= Evaluar el disefio de las actividades didacticas.
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5 ASPECTOS TEORICOS

La Teoria de la Educacion Matematica Realista (EMR), fundada por Hans Freudenthal “nace
en Holanda como reaccién al movimiento de la Matematica Moderna de los afios 70's y al
enfoque mecanicista de la ensefianza de la matematica” (Bressan et al., 2004, p. 1). Sostiene
como idea principal que la matematica debe ser una actividad accesible para todas las
personas (Freudenthal, 1991), y que el proceso de aprendizaje debe iniciar con las
producciones intuitivas e informales de los estudiantes las cuales van evolucionando a través
de las actividades que se desarrollan, la interaccion con sus compafieros y la intervencion
docente.

Alsina (2009) indica que “los fundamentos teoricos del aprendizaje realista se
establecieron en el marco del Proyecto Comenius 2003-2005 denominado «Aprender en y a
través de la practica» ...” (p. 120). Sin embargo, antes de surgir como una teoria dentro de
la Investigacion en Matematica Educativa, se enfoco en establecer ideas basicas centradas en
el como y el qué de la ensefianza matematica (Heuvel _Panhuizen, 2002) y fue a través de la
acumulacion y la revisién repetida de estas ideas que se transformd en teoria.
Heuvel _Panhuizen menciona que “la lucha contra el enfoque mecanicista de la educacion
matematica no ha sido conquistada por completo, especialmente en la practica en el aula”
(idem, p. 2).

La Teoria de la Educacion Matematica Realista (EMR) trabajo en sus inicios (1980)
con nifios de escuelas primarias en Holanda, donde el 95% de los libros que se utilizaban en
la educacion contenia el enfoque mecanicista y procedimental. Para el afio 2004 los libros de
texto basados en la EMR alcanzaron el 100%, desapareciendo los libros de texto tradicionales
para educacion basica (Heuvel_Panhuizen y Drijver, 2020). Segun estos autores “se puede
observar una evolucion similar en la educacion secundaria, donde el enfoque de EMR
también influyd en gran medida en las series de libros de texto [en Holanda]” (idem, p. 716).

A nivel mundial, se puede observar la influencia de la Teoria de la Educacion
Matematica Realista en los libros de texto Mathematics in Context (Matematicas en
Contexto) del Wisconsin Center for Education Research, realizados en colaboracion con el
Instituto Freudenthal en Holanda. En Indonesia, se creo el Instituto Indonesio de Educacion
Matematica Realista (Pendidikan Matematika Realistik Indonesia), y en América Latina
surgid a principios del afio 2000 el Grupo Patagonico de Didactica de la Matematica
(GPDM), en Argentina.

Esta teoria, que tiene aproximadamente 40 afios desde que inicid, no se considera una
teoria terminada con un enfoque unificado en lo que se refiere a como usarse en la educacion,
“a lo largo del tiempo los investigadores le han puesto distintos acentos en alguno de los
muchos aspectos que considera esta teoria, lo que ha contribuido a la solidez metodologica”
(Heuvel_Panhuizen y Drijver, 2020, p. 716).

La Educacion Matematica Realista tiene dos caracteristicas principales en las que se
fundamenta:
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1) La matematica es una actividad practica, es decir se aprende haciéndola. Desde la
perspectiva de la EMR, el énfasis del aprendizaje no esta en aprender algoritmos, sino en el
proceso de la algoritmizacion, no se trata de aprender &lgebra por si misma, sino en algebrizar
las situaciones que se plantean, no debe ensefiar abstracciones sino permitir que los
estudiantes abstraigan los conceptos matematicos que surgen cuando se resuelve un problema
(Bressan et al., 2016).

2) La ensefianza de la matematica debe estar conectada con el mundo real. Se parte
de una situacion contextual realista que sirve como base para iniciar el proceso matematico,
que abarca el desarrollo de conceptos, herramientas y procedimientos. La palabra “realista”,
que da el nombre a esta teoria, esta relacionada a situaciones en contexto que aparezcan como
imaginables, razonables o reales en la mente del estudiante, para que pueda iniciar el proceso
de matematizacion, “un contexto es ese dominio de la realidad el cual, en algun proceso de
aprendizaje particular, se revela al alumno para ser matematizado” (Freudenthal, 1991, p.
73).

Freudenthal define el proceso de matematizar, como la organizacion de la realidad
con elementos matematicos, reconociendo aquellos que son esenciales para representar y
resolver las Situaciones Problema (situaciones problema en adelante), descubriendo
caracteristicas comunes, ejemplificando ideas generales, buscando atajos, descubriendo
estrategias y simbolizaciones y reflexionando acerca de todos estos procesos.

Al reflexionar sobre su propia actividad, el hombre descubre paradigmas, que se

abstraen en patrones de accion mental y se vuelven conscientes como esquemas

mediante los cuales el pensamiento los organiza como nuevos progresos: esquemas
adaptables, es decir, que permiten variedades de uso, asi como, en el mismo derecho,
rigidas o de un solo propdsito. Estas formas, a su vez, pueden convertirse en materia,

en un ndcleo, por asi decirlo, de contenidos de orden superior. (Freudenthal, 1991, p.

10)

Una diferencia notable entre EMR y el enfoque tradicional de la educacién
matematica, es la connotaciéon de “lo pragmatico”, en esta teoria se rechaza el enfoque
mecanicista, donde los estudiantes son los receptores del conocimiento del docente y la
técnica didactica se centra en la practica de procedimientos de resolucién de listas de
ejercicios, donde los estudiantes repiten de forma “fiel” lo que realizé el docente, aunque no
tenga ningun significado para ellos, en palabras de Freudenthal (1991), “la imagen familiar
de las matematicas: un conjunto de algoritmos, tan indtiles como estrictos donde no se
comprende como y por qué funcionan” (p. 11).

La EMR, en cambio, se centra en la conceptualizacion significativa del aprendizaje,
donde los estudiantes son participes activos de su propio proceso de aprendizaje mediante
oportunidades para compartir sus experiencias y conocimientos con otros comparieros
(Heuvel_Panhuizen, 2002).

Los inicios de la Teoria de la Educacion Matematica Realista se remontan a 1968 con
el proyecto Wiskobas dirigido por Edu Wijdeveld y Fred Goffree al que posteriormente se
unié Adri Treffers. En el afio 1971 este proyecto pas6é a formar parte del recién creado
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Instituto IOWO (Instituut voor Ontwikkeling van het Wiskunde Onderwijs/ Instituto para el
Desarrollo de la Educacion Matematica) donde Freudenthal era director; ahi se involucra en
esta perspectiva didactica defendiendo que la ensefianza de las matematicas debe ser
relevante para el estudiante. Introduce el término fenomenologia didéctica para referirse a
los conceptos matematicos, las estructuras e ideas que surgieron y se desarrollaron
histéricamente con relacion al fendbmeno extra matematico que le dio origen, y que deben
estar presentes durante la matematizacion (Heuvel Panhuizen, 2002). Hans Freudenthal
contribuyd al desarrollo y consolidacion de esta Teoria y por eso se le considera su fundador.
En 1991 el Instituto IOWO cambid su nombre por el Instituto Freudenthal (Freudenthal
Instituut).

Segln comentan Bressan et al. (2016), la investigacion de Freudenthal y sus
colaboradores se orient6 a la investigacion sobre “cOmo pasa el alumno del conocimiento
informal, al preformal y de alli al formal, y como ayudarlo en ese [transito]” (p. 6). Para dar
respuesta a estas interrogantes, Freudenthal y sus colaboradores, se enfocaron en formular
secuencias didacticas que probaron durante muchos afios en varias aulas, y en donde
identificaron que “en este proceso de matematizacion progresiva... los alumnos pasan por
distintos niveles de comprension, caracterizados por distintos tipos de actividades mentales
y lingisticas. Estos niveles son: situacional, referencial, general y formal” (idem, p. 6).

En el nivel situacional, el estudiante interpreta mediante sus experiencias previas e
intuiciones, la situacion problema, apoyandose de sus conocimientos anteriores, su sentido
comun o su experiencia. Se espera que comience planteando o esbozando ideas intuitivas e
informales que le permitan matematizar el problema al descubrir relaciones, regularidades o
analogias con otros conceptos o problemas que haya visto en el pasado.

En el nivel referencial, el estudiante propone modelos graficos, notaciones y/o
procedimientos ligados estrechamente a la situacion problema, centrandose en tratar de
obtener un modelo que establezca una relacion entre las magnitudes involucradas, de esta
manera surgen los modelos de (Figura 4). En este nivel se prueban aproximaciones, se
verifican supuestos y se modifican los razonamientos que surgieron en el nivel anterior,
mediante las interacciones con pares y el docente.

Al nivel general se llega a través de la exploracién, la reflexién, el lenguaje y la
generalizacion de los saberes planteados en el nivel anterior, donde surge el modelo para
(Figura 4), es decir, se logran generalizar los saberes, procedimientos, estrategias,
formulaciones matematicas, etc. a situaciones parecidas, lo que provoca que se vayan
desligando los aprendizajes del problema original.

En el nivel formal, se trabaja con procedimientos, simbologia y notaciones generales
y convencionales desligadas completamente de la situacion problema inicial (contexto), y se
da la formalizacion matematica (institucionalizacion).

Con respecto al uso de modelos en el nivel referencial, Freudenthal (1991) menciona
que “el modelo es simplemente un intermediario, a menudo indispensable, a través del cual
una realidad o teoria compleja es idealizada o simplificada con el fin de volverla susceptible
a un tratamiento matematico formal” (p. 34). Es decir, se refiere a los modelos que surgen en
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la mente del estudiante y que le dan la pauta (o estrategia) a seguir para entender, representar
matematicamente y resolver el problema, lo que Freudenthal define como matematizacion.
Segun Treffers (1987), durante el transito a traves de los niveles, desde el nivel
situacional en la matematizacion horizontal (que implica el desplazamiento de la situacion
real al modelo matematico mediante ideas intuitivas e informales), se progresa hacia el nivel
referencial. La matematizacion vertical se manifiesta en los niveles referencial, general y
formal, y consiste en avanzar dentro de la realidad matematica mediante la utilizacion de
esquematizacion, simbolizacion, prueba, generalizacion y rigor matematico (ver Figura 4).
Segun Bressan et al. (2016) estos niveles no son rigidos, por el contrario:
Son dindmicos y un alumno puede funcionar en diferentes niveles de comprension
para contenidos distintos o aspectos de un mismo contenido. Mas que describir en
forma exacta qué puede hacer el alumno en cada uno, sirven para seguir Sus procesos
globales de aprendizaje. (p. 8)

Figura 4.
Niveles de Comprension segun la Educacion Matematica Realista.
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Nota. Imagen tomada de Zolkower y Bressan, 2016.

El proceso de ensefianza y aprendizaje que surge y se desarrolla en estos niveles, esta
regido por las ideas principales que sostiene la Teoria de la Educacion Matematica Realista,
como son:

1) La matematica es una actividad presente en todas las etapas del desarrollo humano,
entonces deberia ser accesible para todas y cada una de las personas, de acuerdo al
nivel académico correspondiente.

2) Las actividades de ensefianza que el estudiante llevara a cabo deben inducir a la
reinvencion de sus ideas intuitivas e informales, asi como de las herramientas
matematicas con las que inicia. A medida que se matematizan las situaciones
problematicas contextualizadas propuestas, emergen modelos cognitivos propios
(modelos emergentes), los cuales, al ser matematizados, experimentan una
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reestructuracion de manera secuencial y progresiva por niveles. Este proceso requiere
el respaldo de ayudas o guias, interacciones con compafieros y una direccion en el
proceso de reinvencidn proporcionada por el docente, que permita orientar el proceso
cognitivo de los estudiantes hacia el logro de los objetivos establecidos.

3) La actividad de matematizacién, en forma de reinvencidon guiada, requiere la
aplicacion de la fenomenologia didactica. Esta metodologia de investigacion se
enfoca en la identificacion de aquellos fendmenos de la vida real (contextos y
situaciones) en los cuales un tema u objeto matematico se presenta o se aplica de
manera natural, e incluye su desarrollo histérico-epistemologico. A través del analisis
fenomenoldgico didactico, surgen los conceptos matematicos que deben ensefiarse y
en qué orden, y se identifican puntos de anclaje que facilitan el proceso de
matematizacién. Ademas, esta metodologia también ayuda en el disefio de las
actividades organizadas en trayectorias o secuencias.

Estas ideas (de Freudenthal) se han estructurado en seis principios, abarcando aspectos
tanto del aprendizaje como de ensefianza de la matematica, y constituyen la filosofia de la
Educacién Matematica Realista (Treffers, 1987). Estos principios son:

> El principio de actividad, implica un cambio en el enfoque de ensefianza: en lugar
de presentar el producto terminado, se debe ensefiar la actividad misma para que
el estudiante la descubra y comprenda. Este enfoque implica facilitar el acceso a
conocimientos, destrezas y habilidades a través de situaciones problematicas que
generen en los estudiantes la necesidad de ser matematizadas. Es decir, se busca
que surjan las herramientas matematicas adecuadas para organizar, representar y
resolver dichas situaciones

> El principio de realidad, sugiere que la educacion matematica no solo debe estar
vinculada al mundo real o existente, sino que también debe situarse en el nivel de
desarrollo potencial de los estudiantes. Esto significa que debe ser realizable,
imaginable o razonable para los estudiantes.

> El principio de reinvencion, establece que la educacion matematica debe
proporcionar a los estudiantes la oportunidad guiada de reinventar la matematica.
Los estudiantes no simplemente crean o descubren la matematica; en cambio,
llevan a cabo un proceso de reestructuracion de conceptos, operaciones y
estrategias matematicas. Este proceso es “similar” al utilizado por los matematicos
en el pasado durante el desarrollo de estos conceptos.

> EIl principio de niveles, indica que durante el proceso de matematizacion, los
estudiantes atraviesan diversas etapas de comprension, que incluyen lo situacional,
referencial, general y formal. A lo largo de estos niveles, los propios estudiantes
deben analiza su actividad matematica mediante la aplicacion de estrategias,
modelos, esquemas y lenguajes pertenecientes a diferentes categorias cognitivas.

> EIl principio de interaccion, sefiala que el aprendizaje de la matematica es una
actividad social, por lo tanto, el trabajo colaborativo en grupos heterogéneos es
muy importante, debido a que las interacciones con sus pares permiten reflexionar
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la ideas, modificar concepciones, generalizar conceptos, encontrar patrones,
modificar estrategias, etc.

» El principio de interconexion, indica que la resolucion de situaciones
problematicas realistas no solo se basa en una comprension limitada de la
matematica, sino que el proceso de aprendizaje implica establecer conexiones
significativas con un amplio espectro de herramientas y conceptos matematicos.
Este principio subraya la importancia de la interrelacion y la versatilidad de las
habilidades matematicas que se deben promover con las actividades, para proveer
una comprension integral y aplicada de las matematicas.

Los cambios en la educacion matematica a nivel mundial, reflejados en las actuales
reformas educativas globales son innegables (Da, 2022). En paises como México, se impulsa
un Nuevo Modelo Educativo como parte de este panorama de transformaciones. En este
contexto de cambio, la Teoria de la Educacion Matematica Realista (EMR) encuentra
convergencias con los enfoques educativos contemporaneos adoptados en distintos paises,
destacando, por ejemplo, el uso de situaciones contextualizadas para la ensefianza de las
matematicas, en la reforma educativa en México.

La EMR se sustenta en principios fundamentales para la ensefianza matematica,
inicialmente delineados de manera explicita por Treffers en 1978. Estos principios han sido
revisados y adecuados a lo largo del tiempo, incluso por el propio Treffers (Da, 2022). Esta
revision constante permite adaptarlos a nuevos horizontes educativos, sin perder su esencia.

5.1 Implementacion de los Principios de la Educacion

Matematica Realista en un ambiente en linea.

Un aspecto fundamental en la Teoria de la Educacion Matematica Realista (EMR) es el hecho
de que identifica que el aprendizaje no se produce de manera homogénea entre los individuos,
“no se piensa en una clase homogénea en sus trayectos de aprendizaje, sino en individuos
que siguen senderos propios” (Bressan, 2005, p. 11). Segun Alsina (2009), “el aprendizaje
empieza cuando un grupo de personas con diversas expectativas, experiencias, habilidades y
ritmos de aprendizaje entran en contacto” (p. 123).

Cada estudiante parte de un conjunto desigual de conocimientos, avanza y comprende
de manera diferente. A través del intercambio de ideas durante sus interacciones, de acuerdo
con el principio de interaccion, reflexionan, modifican conceptos, generalizan, etc., dando
lugar al proceso de aprendizaje. De manera similar, Ruiz (2008) menciona que:

No todos [los estudiantes] tienen iguales intereses, motivaciones, aspiraciones ni
caracteristicas y posibilidades, incluso las condiciones personales y el medio familiar
o laboral de los estudiantes de un mismo grupo, no tienen por qué ser las mismas,
todo lo cual se sabe influye en los resultados que del proceso ensefianza aprendizaje
se obtenga. (p. 3)

También Molina (2007) identificé que “el alumnado es diferente, aprende a ritmos
diferentes y de formas diferentes” (pp. 19-20). Esta diversidad en los ritmos de aprendizaje,
identificada en diversos estudios, puede impactar el desarrollo efectivo de las actividades
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dentro de una secuencia didactica, por lo tanto, este aspecto se vuelve crucial en el disefio e
implementacién de dichas secuencias. Otro elemento que puede afectar el desarrollo 6ptimo
de una secuencia didactica es la limitacion de tiempo en el aula. La resolucion de actividades
esta sujeta a un tiempo determinado, el cual a veces resulta insuficiente para completarlas,
agotar discusiones o resolver todas las dudas. Juéarez et al. (2020) destacan que "las
interacciones en el aula estan limitadas por el tiempo, el espacio y el nimero de estudiantes,
buscando una respuesta rapida [para resolver sus dudas y avanzar]” (p. 165).

Esta realidad es especialmente evidente para aquellos estudiantes que aprenden con
mayor lentitud, subrayando la necesidad de buscar estrategias que les permitan desarrollar
las actividades contempladas en la secuencia didactica a su propio ritmo. De esta manera,
podran alcanzar efectivamente el aprendizaje esperado.

El uso de plataformas con fines educativos, como Moodle, puede ser una alternativa
para solventar estas limitaciones. Al alojar las secuencias didacticas en una plataforma en
linea, las actividades ya no se encuentran restringidas a un horario en el salén de clases. Por
el contrario, se pueden utilizar en cualquier momento y desde cualquier lugar, mediante
cualquier dispositivo conectado a internet, ya sea fijo o movil (Azevedo, 2005, Cabero, 2006;
Kramarsky y Gutman, 2006; Alemany, 2007 y Boneu, 2007;).

La plataforma Moodle cuenta, ademas, con foros cuyo objetivo es ayudar a resolver
dudas en cualquier momento a través de los comentarios vertidos alli. Cuando un usuario
tiene dudas, no sabe qué camino seguir en la resolucion del problema, quiere verificar un
procedimiento o una idea, puede entrar a los foros y revisar si hay alguna respuesta que
coincida con su pregunta. Quiza otro compafiero ya resolvio algo y explico los pasos que
realizd o si hay una respuesta del docente a una pregunta similar, los foros resultan ser
recursos valiosos.

Ademas, “los foros virtuales... permiten construir una pausa en la comunicacion,
importante para la asimilacion e integracion de materiales, [promover la] creatividad y [la]
conexion profunda entre [los] estudiantes” (Juérez et al., 2020, p. 165). Los comentarios
dejados en los foros, tanto por parte de los usuarios como del docente, permanecen ahi para
poder consultarse posteriormente las veces que se necesite. Esto contrasta con los
comentarios en clase, que pueden no ser asimilados en el momento o incluso olvidarse con
el tiempo.

Segun algunos investigadores como Henn (2007), Brown (2015) y Stillman (2019), el
uso de la tecnologia puede contribuir positivamente para que los estudiantes comprendan los
fendmenos del mundo real que les rodean, favoreciendo el Principio de realidad, ya que,
para los estudiantes es muy dificil por si mismos relacionar el contenido matematico con
situaciones de la vida real (Henn, 2007; Olveira y Barbosa, 2013 y Ortega et al., 2019).

Moodle (Modular Object Oriented Dynamic Learning Environment) fue desarrollada
por un pedagogo e informatico australiano con fines educativos (Cortés et al., 2020) y esta
disefia para favorecer la gestion del aprendizaje, ya que ofrece una amplia variedad de
herramientas para la ensefianza y el aprendizaje a distancia. En Moodle, es posible crear
actividades, evaluaciones, foros para la interaccion en linea, entre otras funciones. Ademas,
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se pueden insertar videos o Applets, e incluso permite el seguimiento del progreso del
estudiante. “El uso de plataformas virtuales permiten a los alumnos acceder una diversidad
de materiales de aprendizaje, los cuales se adecuan a las habilidades, necesidades y
disponibilidades de cada estudiante” (Romero et al., 2021, p. 116).

Segun Dado y Bodemer (2017) el aprendizaje colaborativo asistido por computadora
“puede describirse como actividades en las que dos o mas estudiantes interactlan y se
comprometen mutuamente con el logro de un objetivo de aprendizaje comun, con el apoyo
de las tecnologias de la informacién y la comunicacion” (p. 160). Cuando se disefian
actividades con el proposito de fomentar interacciones productivas entre los estudiantes, se
promueve una comprension compartida del aprendizaje (Principio de interaccion). Ademas,
el proceso de aprendizaje se puede manifiesta cuando los participantes en los foros realizan
intercambios de ideas que provocan transformaciones en las percepciones originales de otros
usuarios.

Otra ventaja del uso de la plataforma Moodle para desarrollar secuencias didacticas es
que permite insertar herramientas de apoyo para el aprendizaje del usuario como videos,
Applets, guias, Wikis, etc. (Biasutti, 2017). Al tener todos los recursos necesarios en un solo
espacio de trabajo, los estudiantes pueden ir desarrollando las actividades de forma
secuenciada reduciendo la posibilidad de que se disperse o distraiga (Kristanto, 2021).

Freudenthal (1991) mencionaba que “la innovacion [como] proceso de aprendizaje, es
bastante singular, mas que uno de reinvencion guiada. En la medida en que puede ser guiado
[mediante] un alto grado de flexibilidad” (p. 170). En este sentido, las actividades en linea
podrian representar una innovacién en el aprendizaje de los estudiantes si estan bien
disefiadas y cuentan con los recursos necesarios, tanto tecnolégicos como de apoyo docente,
para guiarlos en la construccion de su propio conocimiento, a partir de la transformacion de
sus concepciones e ideas preliminares sin la presion del tiempo, permitiéndoles avanzar a su
propio ritmo.

Hay desventajas que pueden presentarse al desarrollar una secuencia didactica en linea.
Las que se consideran mas relevantes para el desarrollo de este trabajo, son: 1) dificultad en
el uso de la plataforma, 2) dificultad en el uso de alguna herramienta tecnoldgica, 3) falta de
aportes Utiles por parte de los usuarios en los foros, o la ausencia total de respuestas, y 4) la
posibilidad de que algunos usuarios no logren identificar el punto central en el cual deben
prestar atencion (reinvencién guiada) mientras realizan una actividad o manipulan un Applet.

Para mitigar algunas de estas desventajas, se pueden implementar estrategias como el
desarrollo de tutoriales especificos, la participacion activa del docente en los foros
proporcionando orientacion, y la utilizacién de mensajes privados dentro de la plataforma
para brindar una guia personalizada al usuario. Sin embargo, es importante reconocer que
estas medidas pueden no ser suficientes o aplicables en todos los casos, debido, entre otras
cosas, a la diversidad de habilidades, destrezas y necesidades, pero sobre todo al interés
genuino del usuario por realizar la secuencia didactica para aprender.

Los principios de la Educacion Matematica Realista, establecidos por Treffers (1987),
han sido adaptados en varias ocasiones, por ejemplo, Alsina (2009), Heuvel-Panhuizen y
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Drijvers (2014) y Da (2022). En este trabajo, se usara la version de Da (2022) para adecuarla

al desarrollo de las secuencias didacticas insertadas en una plataforma en linea tipo Moodle.

1. Exploracion fenomenoldgica o uso de contextos (Principio de realidad). Se trata del

uso de contextos y no de la aplicacion de las matematicas. El plan de estudios de la

Educacion Matemaética Realista (EMR) se construye alrededor de contextos que

tengan el potencial de generar conocimientos robustos y flexibles. Esto permite que

los estudiantes desarrollen la capacidad de imaginar y participar en estas situaciones

especificas. Ademas, el contexto debe impulsar al estudiante a explorar la situacion,

identificar contenido matematico relevante, descubrir reglas, realizar operaciones y

crear un modelo que conduzca a una solucion matematica. Al reflexionar y

generalizar, los estudiantes desarrollan un concepto mas completo que puede
facilitar su aplicacion en areas extramatematicas.

Segln Gravina y Santarosa (1998), un entorno educativo mediado por la tecnologia
permite al estudiante construir su conocimiento. Con la ayuda de un dispositivo conectado a
internet, el estudiante puede modelar problemas, realizar simulaciones, visualizar
situaciones, entre otras acciones, que no serian posibles sin tecnologia. Estas tecnologias
“brindan condiciones 6ptimas para transformar una ensefianza tradicional y centrada en la
transmision del contenido en otro tipo de educacion mas personalizada y centrada en alcanzar
aprendizajes diversos” (Cortés et al., 2020, p. 241).

Plataformas como Moodle permiten integrar varios recursos didacticos (imagenes,
videos, Applets, etc.) en una misma tarea, lo cual no solo ayuda al desarrollo de ideas
intuitivas, sino que también contribuye a verificar supuestos y fomentar el autoaprendizaje.
La disponibilidad de diversas herramientas para el alumno puede mejorar la percepcién y
facilitar la identificacion de relaciones entre diferentes representaciones, ya que “se pueden
tener todas las funcionalidades integradas en un mismo entorno, pudiendo disponer de todos
los instrumentos y contenidos con una gran accesibilidad” (Cabanillas et al., 2020, p. 34).

2. El uso de modelos o puentes mediante instrumentos verticales (El principio de
niveles). ElI término modelo se refiere a modelos situacionales y modelos
matematicos desarrollados por los propios estudiantes. Esto significa que los
estudiantes desarrollan patrones en la resolucion de problemas. Al principio, el
modelo es un modelo situacional familiar para los estudiantes y a través de un
proceso de generalizacién y formalizacion, el modelo eventualmente se convierte
en un objeto matematico en si mismo.

Segun menciona Schoenfeld (citado en Barrantes, 2006), los estudiantes pueden
utilizar distintas estrategias para resolver un determinado problema, las cuales pueden ser
utiles o no, incluso “si alguna sirve puede presentar mayores obstaculos que otras...por esto
se destaca la importancia de que el estudiante o la persona que esté resolviendo el problema
[pueda] monitorear y evaluar [su propio] proceso” (p. 3).

La utilizacion de Moodle permite proporcionar retroalimentacion inmediata sobre las
actividades realizadas por los estudiantes, lo que les permite no solo conocer la correccion
de sus respuestas, sino redirigir y orientar su enfoque. Ademas, los recursos como los foros,
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salas de chat y mensajes privados en Moodle permiten aclarar dudas y compartir
conocimientos, lo que facilita la modificacion, ampliacion o mejora de las concepciones.
Cortés et al. (2020) sefialan que “la ensefianza de las matemaéticas exige para su comprension
la realizacion de muchas actividades practicas de forma sistematica y el escenario de trabajo
virtual que favorece la plataforma Moodle posibilita esta exigencia” (p. 6).

3. El uso de producciones y construcciones propias o aportes de los estudiantes (El
principio de actividad). El aporte de los estudiantes se puede convertir en una
componente fundamental del proceso de evaluacion. Por ejemplo, se les puede
requerir que desarrollen diversas tareas, tales como la redaccion de un ensayo y se
puede solicitar a otro compafiero que lo evalte o que ellos mismos disefien ejercicios
0 tareas para otros compafieros.

La plataforma Moodle permite que los estudiantes incorporen diversos materiales
elaborados por ellos mismos, que los otros usuarios pueden ver o utilizar. Ademas,
considerando que cada estudiante avanza a su propio ritmo y que las habilidades cognitivas
con las que cuenta cada sujeto son distintas (Barrantes, 2006), Moodle proporciona espacio
y tiempo para que cada estudiante avance a su ritmo, sin que esto afecte el desarrollo de otro
compafiero, ya que no se esta restringido a recibir o enviar sus aportaciones en un tiempo
determinado.

Segn comentan Romero et al. (2021), el ambiente de Moodle es compatible con
computadoras y smartphone (iOS y android), de manera que los usuarios pueden acceder en
cualquier momento y desde cualquier lugar. De esta manera, si tiene alguna duda, puede
consultar foros, manipular un Applet, ver un video, repetir el ejercicio, enviar un mensaje
privado, etc., Este aspecto puede ser motivador para que ellos aporten sus propias
producciones, tal y como mencionan Artal et al. (2017), “una de las ventajas de los
dispositivos digitales es que facilitan... la participacion interactiva y el desarrollo de
estrategias motivadoras para los estudiantes” (p. 2).

También Gamboa (2007) menciona que uno de los objetivos fundamentales en la
ensefianza es motivar al estudiante a que analice, critique y extraiga conclusiones a partir de
informacion que se le da y la que él mismo proporciona, y es ahi donde “el uso de
herramientas tecnolégicas se transforma en un medio ideal” (p. 16), porque le permite
modificar sus esquemas cognitivos a través de los distintos recursos que tiene disponible en
la plataforma. Seglin mencionan Soto y Del Castillo (2016), “si los estudiantes pueden
matematizar su propia actividad, entonces pueden reinventar sus resultados matematicos bajo
la guia del profesor o del material instruccional disefiado para ello” (p. 1416).

4. El caracter interactivo del proceso de ensefianza o interactividad (El principio de
interaccion). La interactividad en el proceso de ensefianza es un componente
fundamental de la Educacion Matematica Realista (EMR). Esta interaccion se
manifiesta a través de la discusion, la cooperacion y la evaluacion, elementos
esenciales en un proceso de aprendizaje constructivo. En este enfoque, los métodos
informales de los estudiantes se utilizan como plataforma para alcanzar los formales.
Bajo este principio, los estudiantes comparten sus ideas y participan activamente en
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explicar, debatir, llegar a acuerdos o desacuerdos, promoviendo asi un ambiente
dindmico y participativo.

Segln mencionan Juarez et al. (2020):

Algunas investigaciones han mostrado que la interaccién a través de foros virtuales
crea oportunidades para el dialogo, fomenta la reflexion, permite la formacion y
reafirmacion de significados, apoya la estructuracion y organizacion de pensamientos
y tiene un efecto positivo, tanto en el aprendizaje de los estudiantes como en la
calidad de sus trabajos (p. 162).

De la misma manera, Barrantes (2006) encontr6 que, dentro del proceso de
aprendizaje, es muy importante que el estudiante pueda “monitorear [su] proceso y decidir
cuéndo abandonar un camino no exitoso y tomar uno nuevo” (p. 4). En este sentido, los
foros permiten leer los caminos que han tomado otros comparieros y las soluciones que han
encontrado, facilitando la deteccion de errores, omisiones o fallas.

También Biasutti (2017) sostiene que los foros ““se consideran herramientas Utiles para
desarrollar la dimension cognitiva y el razonamiento de los participantes” (p. 159), ya que
“asocian las actividades del foro con pensar, tener opiniones y tener que escribir material,
que luego seria leido por sus compafieros” (p. 160). Otra ventaja de los foros es que las
respuestas esperadas, pueden (o no) tener un tiempo limite, y este tiempo puede establecerse
en horas, dias, semanas, incluso meses, permitiendo pausas en la comunicacion, las cuales
sirven para asimilar e integrar de ideas y conocimientos entre los estudiantes (Silva y Gros,
2007).

Ademas, el rol del profesor en un ambiente virtual se transforma en un tutor en linea
(Romero et al. ,2021), quien, ademas de guiar el trabajo de los estudiantes a través de foros
0 mensajes privados, incorpora actividades adecuadas, Applets, video tutoriales, etc., que
sirven de apoyo para que el estudiante pueda reflexionar sobre sus concepciones. Moodle
cuenta con distintos tipos de foros (una discusion Unica global, preguntas-respuestas, de
evaluacidn, etc.), donde los usuarios pueden comparar y contrastar sus respuestas y debatir
opiniones que les permitan modificar, reacomodar o generalizar sus concepciones e ideas.

Al respecto, Biasutti (2017) menciona que “en cuanto a la cognicidn, la orientacion de
los foros [debe ser] hacia ... compartir informacion y contrastar ideas, ... sobre la
interdisciplinariedad, la internalizacion, la elaboracion y sintesis de los conceptos que
surgieron durante las discusiones” (p. 170).

5. El entrelazamiento de varias lineas de aprendizaje (El principio de interconexion).

La integracion de eslabones o unidades matematicas es esencial en la cadena de
aprendizaje. Estos eslabones de aprendizaje no pueden tratarse como entidades
separadas; por el contrario, el entrelazamiento de estos aprendizajes en la cadena del
conocimiento es lo que permite la resolucion del problema. La formulacion de este
principio se basa en la idea de que la aplicacion de la matematica se vuelve méas
dificil si se ensefia solo de manera "vertical”, es decir, si diferentes asignaturas,
temas o conceptos se ensefian por separado, sin tener en cuenta las relaciones
cruzadas.
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La versatilidad de la plataforma Moodle permite que el estudiante tenga disponible
diversos recursos didacticos que facilitan el entrelazado de conocimientos, temas o
asignaturas. Goncalves y da Silva (2013) mencionan que “el uso de software permite explorar
conceptos matematicos a traves de construcciones no estaticas, que pueden ser manipuladas
y brindar una percepcion diferente de las Matemaéticas” (p. 244). Asi, por ejemplo, los
estudiantes pueden manipular distintos tipos de representacion a la vez, lo que amplia su
percepcion y aprendizaje.

Couy menciona que “cuando se manipulan imagenes visuales, la Matematica adquiere
un caracter exploratorio, posibilitando analizar, interpretar, descubrir variantes y comprender
el contenido matematico, sus caracteristicas y propiedades, estimulando el descubrimiento”
(citado en Gongalves y da Silva, 2013, p. 425). También Gamboa (2007) menciona que “el
uso de la tecnologia ha generado cambios sustanciales en la forma como los estudiantes
aprenden matematicas. Cada uno de los ambientes computacionales que pueden emplear,
proporciona condiciones para que los estudiantes identifiquen, examinen y comuniquen
distintas ideas matematicas” (p. 9).

El uso de distintas herramientas, como Applets de Geogebra y Hojas de Calculo, que
se pueden manipular dentro de la misma actividad, como un foro, por ejemplo, ayuda que no
sea “el procedimiento algebraico... la Gnica forma de resolver el problema, sino que [pueda]
explorar otras formas de representacion del mismo concepto” (idem, p. 13), permitiendo un
aprendizaje transversal dentro de la misma matematica. Ademas, como todos los recursos
estan siempre "a la mano", el estudiante puede regresar a las primeras actividades para
contrastar resultados y observar como este proceso que esté realizando le permite modelar,
entender y resolver las situaciones problema propuestas en otras ciencias.

6. Principios y ensefianza en la RME (Principio de reinvencion guiada). Un principio
fundamental de la RME, segln la idea de Freudenthal (1991), es la "reinvencion
guiada" de las matematicas, donde se destaca la necesidad de que los profesores
desempefien un papel activo en el aprendizaje de los estudiantes, y los programas
educativos incorporen situaciones que actiien como palanca para provocar cambios
en la comprension de los estudiantes. Para lograr esto, la ensefianza y los programas
deben basarse en una trayectoria educativa extensa y coherente.

Las plataformas como Moodle ofrecen un entorno interactivo y flexible que permite la
integracion de diversos recursos multimedia, como videos, simulaciones y aplicaciones
interactivas. Esto crea experiencias de aprendizaje mas dindmicas y participativas,
enriqueciendo la experiencia educativa y ofreciendo a los estudiantes diferentes formas de
abordar y comprender conceptos.

El uso de foros, chats o mensajes fortalece la comprension de los contenidos y
proporciona oportunidades para que los estudiantes expresen sus ideas y resuelvan problemas
juntos. Dado que la plataforma esta disponible en cualquier momento, permite avanzar a su
propio ritmo, facilitando un aprendizaje mas efectivo. La retroalimentacion inmediata que
ofrecen las plataformas permite comprender rapidamente errores, corregir conceptos
erroneos y avanzar en una comprension mas eficiente. La inclusion de simulaciones en
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Geogebra o Excel actia como palanca para comprender temas abstractos al proporcionar
experiencias tangibles.

Ademas, las plataformas permiten su actualizacion continua, posibilitando el desarrollo
de nuevas actividades, la incorporacion de otros recursos didécticos o interactivos, la
presentacion de nuevos contextos o situaciones problema, entre otras posibilidades. Esto
proporciona un entorno educativo enriquecido y permanente que puede ampliar la trayectoria
educativa.

5.2 Ambientes Virtuales de Aprendizaje (AVA)
En relacion a los ambientes virtuales de aprendizaje, segun Rubio y Montiel (2021), nos
podemos referir a todas aquellas interacciones entre los usuarios y los recursos tecnoldgicos
con el fin de cumplir una funcion formativa o educativa, a través de internet. Para
Mikropoulos y Natsis (2011):
Un Ambiente Virtual de Aprendizaje (AVA) o Entorno Virtual de Aprendizaje (EVA)
se puede definir como un entorno virtual que se basa sobre un determinado modelo
pedagogico, que incorpora o retine uno 0 mas objetivos didacticos, proporciona a los
usuarios experiencias que de lo contrario no seria capaz de experimentar en el mundo
fisico y provoca resultados de aprendizaje especificos. (p. 770)

El interés por el uso de ambientes virtuales de aprendizaje (AVA) dentro de la
comunidad educativa, segun Rubio y Montiel (2021), se debe, entre otras cosas, al avance de
la tecnologia, al desarrollo de plataformas tipo e-learning y al aumento de la apertura de
programas de licenciatura y posgrado en modalidad en linea (a distancia), lo que permite
ampliar la oferta educativa y la matricula en instituciones educativas con limitaciones fisicas.
Segln mencionan estos autores, los AVA son propios de la educacion a distancia o en linea,
los cuales se construyen a través de sistemas de gestion del aprendizaje (learning
management systems), donde Moodle, Docebo, Geogebra o Canvas, pueden ser ejemplos de
estos sistemas de gestion educativa. Los autores mencionan ademas que:

La concepcion de los AVA... [implicd] una amplia gama de estudios sobre los
diversos fendmenos alrededor de esta modalidad educativa [como los estudios de]
(Alvarez y Alvarez, 2012; Clark y Rosa, 2018; Farias y Montoya, 2009; Lameras,
Levy, Paraskakis y Webber, 2012; Pesare, Roselli, Rossano y Di Bitonto,
2015; Urquidi, Calabor y Tamarit, 2019; entre muchos otros); sin embargo, en la
practica se comenzaron a crear y usar diversos recursos y ambientes de aprendizaje
sin las estructuras (sistemas de gestién del aprendizaje), las normas y los modelos
pedagodgicos preestablecidos de una institucion.... Todas las formas de caracterizar
esta diversidad de AVA se aceptan en la comunidad académica, en tanto cumplen una
funcién formativa y socializadora en un entorno digital (internet). (Rubio y Montiel,
2021, p. 215)

Las plataformas virtuales, como Moodle, han provocado cambios significativos en la
educacion (Cortés et al., 2020), generando nuevas formas de transferencia del conocimiento
docente-dicente, favoreciendo:
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[El] proceso de formacidn para una sociedad marcada por el cambio y por la velocidad
a la que se renuevan los conocimientos... [Ademas], las nuevas generaciones de
jovenes que ingresan y egresan de las universidades prefieren la utilizacion de los
celulares, tabletas, portétiles, etc. (p. 241)

En la ensefianza actual de las matematicas, muchos docentes promueven el uso de
medios tecnoldgicos para apoyar o potenciar el aprendizaje de los estudiantes mediante el
uso de calculadora graficadora, calculadora tipo CAS, uso de Geogebra, Excel, entre otros.
En estos medios tecnoldgicos se incluyen las plataformas como otra herramienta importante
dentro de la gestion académica. Segun menciona Del Toro (citado en Cortés et al., 2020) “las
asignaturas [que] se encuentran montadas en plataformas virtuales de aprendizaje y en
laboratorios virtuales facilitan mayores niveles de interactividad y trabajo colectivo” (p.
242). Las plataformas tipo Moodle, segun estos autores, estan siendo utilizadas por més de
130 millones de personas en el mundo ya que es gratuita y de libre acceso. Ademas, comentan
que al haber sido creada por pedagogos y psicologos:

Su curva de aprendizaje es menor [con respecto a] los otros Sistemas Gestores
Contenidos (SGC). Permite a los estudiantes, recibir los contenidos por parte de los
profesores como si estuviesen en una clase, cambiando la tiza por el teclado y el
mouse, y el aula por un monitor. (Cortés et al., 2020, p. 243)

De acuerdo con Alvarez y Alvarez (2012), en un medio informatico se pueden integrar
diferentes notaciones simbdlicas que se pueden mostrar en la pantalla al mismo tiempo.
Ademas, se pueden insertar videos o Applets para presentar fendmenos de variacion y
cambio, los cuales tienen una fuerte influencia en la cognicion del estudiante. Segun las
autoras, “la pagina web constituye una interfaz dinamica e interactiva entre el usuario y las
posibilidades de la pagina como un todo” (p. 76).

Asimismo, mencionan que las plataformas permiten modificar la clase tradicional,
donde el docente tiene la palabra y el estudiante es un receptor de esos mensajes, hacia un
verdadero intercambio comunicativo donde el conocimiento es socialmente construido. “Son
estas caracteristicas de la pagina web las que le otorgan una nueva vigencia a la reflexion
sobre las formas en que se construyen los sentidos y los significados de lo que se aprende”
(idem, p. 76).

Cortés et al. (2020) comentan que, a través de la plataforma, el docente puede saber
por los mensajes en los foros, las respuestas de las evaluaciones o la manipulacion de los
recursos tecnoldgicos queé errores se presentan en cada etapa de la actividad. No solo la
cantidad de estudiantes que presentaron dicho error, sino cuél es el error (obstaculo
cognitivo) que esta presente. Asimismo, Turégano identificé que la tecnologia:

Favorece el establecimiento de conexiones... [y] juega un papel importante debido a
su potencia visual, que ayuda a la formacion y transformacion de intuiciones y a la
creacion de imagenes del concepto, y debido también a la facilidad para realizar
calculos, eximiendo al estudiante de esta tediosa labor. De esta forma el estudiante
puede centrarse en la exploracién y discusion de los conceptos. Los errores cometidos
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por los estudiantes sirven para acrecentar su aprendizaje y completar asi sus imagenes
del concepto. (citado en Jacome et al., 2022, p. 245)

Por su parte Cortés et al. (2020) mencionan que “la ensefianza de las matematicas exige
para su comprension la realizacion de muchas actividades practicas de forma sistematica y
el escenario de trabajo virtual que favorece la plataforma Moodle posibilita esta exigencia”
(p. 245). También Alvarez y Alvarez (2012) encontraron que al combinar varias
representaciones semioticas como lo escrito y lo grafico (a través de imagenes, videos o
Applets) hay mas posibilidades de que los estudiantes recuerden esta informacién en el
futuro. Sin embargo, las autoras enfatizan que:

No se trata de usar herramientas, documentos, videos, imagenes porque exista
la posibilidad técnica de hacerlo, el asunto pasa méas por la comprension del
potencial... que cada una de ellas representa y posibilita dentro de los procesos de
enseflanza y aprendizaje. (p. 86)

Es decir, no se trata de introducir o utilizar tecnologia sin un sustento tedrico-didactico;
su uso debe estar sustentado en la investigacion, la teoria, el analisis histdrico, la experiencia
docente, los objetivos que se quieren alcanzar y el pilotaje realizado. Drijvers et al. (2010) lo
describen de la siguiente manera:

La forma en que el docente decide explotar una configuracion didactica en beneficio
de sus intenciones ...[requiere] decisiones sobre la forma en que se presenta y trabaja
una tarea, sobre los posibles roles de los artefactos [tecnoldgicos] que se jugaran y
sobre los esquemas y técnicas que los estudiantes desarrollaran y estableceran. (p.
215)

Alvarez y Alvarez (2012) también sefialan que “el aspecto organizacional... constituye
una parte basica en los... cursos virtuales” (p. 85). Esto implica entonces seleccionar de
manera adecuada aquellas herramientas tecnoldgicas que permitan, a través de su
manipulacion, observar la variacion del fenémeno e identificar sus magnitudes, comprender
la raz6n de cambio (media e instantanea), tanto de forma algebraica como de forma grafica
y tabular. Esto facilita que los estudiantes puedan transitar entre distintos registros de
representacion (verbal, grafico, tabular y algebraico), ya que, como lo indican Roorda et al.
(2009), es mediante la representacion grafica y simbdlica y las conexiones y relaciones entre
éstas, lo que permite saber si un alumno comprende o no el concepto de funcion derivada.
Las herramientas tecnoldgicas deben ubicarse estratégicamente dentro de la secuencia
didactica para facilitar de forma efectiva el aprendizaje.

Por otro lado, las secuencias didacticas también han demostrado ser Utiles en el
aprendizaje de los conceptos matematicos al facilitar la construccién ordenada de
conocimientos de orden superior basados en los conocimientos previos, mediante la
organizacion del proceso cognitivo del estudiante. Varios trabajos respaldan esta afirmacion,
como el desarrollado por Jacome et al. (2022), quienes, utilizando tecnologia en su secuencia
didactica, identificaron que los estudiantes “logran representar retdrica y algebraicamente la
situacion problemay, a partir de la reflexion, logran identificar y representar la relacién entre
las magnitudes variables” (p. 302).
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Otra secuencia didactica desarrollada por Sulasmi et al. (2022), donde proponen varias
situaciones problema para abordar el aprendizaje de la funcién derivada, encontraron que “el
modelo que proponemos puede mejorar la eficiencia de la ensefianza y aprendizaje de [la
derivada como] tema del calculo” (p. 1). En la secuencia didactica de Pineda (2013),
utilizando Geogebra, se menciona que la tecnologia usada dentro de la secuencia, “permite
que el estudiante pueda aprender los conceptos matematicos rapidamente, especialmente
aquellos que estan relacionados con la derivada de una funcién... haciendo que el estudiante
pueda comprender el concepto de derivada de manera rapida y efectiva” (pp. 90-91).

Dentro de la secuencia didactica que se propone en este proyecto doctoral, se van a
incorporar a la secuencia didactica herramientas tecnolégicas como Geogebra y Hojas
Electronicas de Google.

El uso Geogebra esté respaldado por varios trabajos, como por ejemplo el de Pierce y
Stacey (2011) quienes comentan que “la geometria dinamica [como Geogebra] ofrece
oportunidades para llevar el mundo real al aula de matematicas, para agregar visualizacion,
color y animacion que no es posible en un aula tradicional y para profundizar el pensamiento
matematico” (p. 41). Ademas, los softwares de geometria dindmica permiten desarrollar
Applets para modelar situaciones problema de manera muy cercana a la realidad, lo que
permite que los estudiantes las perciben como realizables o razonables en términos de la
EMR.

También Geogebra permite restringir las herramientas que el estudiante puede
manipular para evitar “la exploracion libre de los estudiantes [que] a menudo puede
degenerar en un comportamiento asistematico sin contenido matematico” (Henningsen y
Stein, citados en Pierce y Stayce, 2011, p. 53). También Gutiérrez (2016) encontré que
Geogebra:

Reune de forma dindmica, aritmética, geometria, algebra y calculo e incluso recursos
de probabilidad y estadistica, en un Gnico conjunto tan sencillo a nivel operativo como
potente. Ofrece representaciones diversas de los objetos desde cada una de sus
posibles perspectivas: vistas graficas, algebraica general y simbdlica, estadisticas y
de organizacion en tablas, planillas y hojas de datos dindmicamente vinculadas. (p.
12)

Por su parte, la Hoja Electronica, en particular la de Google, se puede insertar en la
plataforma utilizando un hipervinculo publico y se puede, al igual que Geogebra, restringir
su manipulacién para gue el estudiante centre su atencion en ciertos aspectos de la actividad.

Segin mencionan Vargas y Guzman (2012), el uso “de herramientas [hojas
electronicas] para resolver tareas puede apoyar el desarrollo de conocimiento en los
estudiantes, tomando como base sus conocimientos previos.” (p. 89). En las conclusiones de
su investigacion, los autores mencionan como los resultados obtenidos sugieren que los
estudiantes fueron capaces de interactuar con “objetos simbolicos™ al abordar problemas en
el entorno de una hoja electronica. Tambien mencionan que esto forma parte de las
capacidades potenciales que se han identificado en la investigacion sobre el uso de hojas
electronicas.
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En la seccion 7, se presenta un primer acercamiento al disefio de una secuencia
didactica, la cual estard alojada en la pagina Moodle AVAUS (Ambientes Virtuales de
Aprendizaje) de la Universidad de Sonora. Esta secuencia didactica estd conformada de seis
Applets de Geogebra, tres actividades usando la hoja electronica de Google, 14 foros y 8
evaluaciones.

La organizacion de la secuencia didactica sigue los niveles establecidos por la Teoria
de la Educacion Matematica Realista y las Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje (que se
detallan en la siguiente seccion) previstas para cada nivel. Todas las actividades estan abiertas
y disponibles para el estudiante sin limite de tiempo. Ademas, los foros estan abiertos,
permitiendo que todos los participantes comenten y lean los comentarios de los demas
usuarios; de igual manera, tienen la posibilidad de editar sus comentarios en los foros en
cualquier momento.
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6 ASPECTOS METODOLOGICOS

Las Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje (THA) fueron desarrolladas por primera vez en
1995 por Martin Simon. Su intencion fue “reconstruir la pedagogia de las matematicas desde
una perspectiva constructivista” (Gomez y Lupiafiez, p. 79), donde el constructivismo se
apega a las propuestas epistemoldgicas opuestas al conductismo, la memorizacién, la
ensefianza tradicional basada en el discurso, etc. Simon (1995) establece que en toda THA
existen tres componentes principales: 1) objetivos de aprendizaje, 2) actividades de
aprendizaje y 3) un proceso de aprendizaje hipotético.

En el afio 2004, Martin Simon y Ron Tzur llevaron a cabo una redefinicion del punto
2 de las THA, con el objetivo de conferirle un sentido mas especifico a la palabra "actividad™.
En este proceso, los autores sustituyen la palabra “actividad” por "tarea". Seglin su
concepcion, “tarea” implica un propdsito cognitivo especifico, a diferencia de "actividad”,
que simplemente se refiere a la realizacién de algo. Ademas, la tarea, al tener un propdsito,
abarca todas las actividades que los estudiantes llevaran a cabo para alcanzar el objetivo de
aprendizaje. De esta manera, segln los autores, la tarea se refiere a todas las actividades
inmersas en el proceso de aprendizaje.

Tomando en cuenta estos elementos, las tres componentes principales en una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje son: 1) los objetivos que se tienen establecidos para
el aprendizaje de los estudiantes, 2) las tareas matematicas que se usaran para promover el
aprendizaje de los estudiantes y 3) las hipdtesis acerca de como se va a desarrollar el proceso
de aprendizaje de los estudiantes. Estas componentes estdn enmarcadas por el objetivo de
ensefianza determinado por el docente.

Segln Simon y Tzur (2004), estas componentes se fundamentan en los siguientes
Supuestos:

1. La construccion de una trayectoria hipotética de aprendizaje se basa en (o0 parte
de) la comprension del conocimiento actual de los estudiantes que recibiran la
instruccion; es decir, en los conocimientos que ya poseen y que serviran de
soporte y apalancamiento para desarrollar nuevo conocimiento.

2. Una trayectoria hipotética de aprendizaje es el vehiculo para planificar el
aprendizaje de conceptos matematicos concretos. Permite definir cada etapa de
manera sistematizada, desde el punto de partida y a través de las actividades
planificadas, especificando lo que se espera lograr en cada fase, hasta completar
la tarea. Asimismo, la trayectoria permite determinar cuando se puede avanzar a
concepto de orden superior, es decir, "medir" si se ha logrado el objetivo
planteado. De esta manera, el docente puede evaluar si se cumplio el objetivo
establecido o debe realizar ajustes en la actividad.

3. Las tareas matematicas abarcan las actividades, el uso de herramientas o
manipulables, la logistica de las actividades, la instruccion, la organizacion del
trabajo y el tiempo establecido para cada actividad, entre otros aspectos. Estos
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elementos son fundamentales para organizar el aprendizaje y fomentar el
desarrollo de conceptos matemaéticos concretos. Por lo tanto, constituyen un
componente clave en el proceso de aprendizaje.

4. Dada la naturaleza hipotética e inherentemente incierta del proceso de
aprendizaje, el docente se verd obligado a modificar sistematicamente algun
aspecto de la trayectoria hipotética. Esto se debe a que, en el aprendizaje, pueden
surgir situaciones no consideradas, derivadas de diversas causas. Por ejemplo,
errores en los aprendizajes previos, falta de claridad en las instrucciones, escaso
o nulo manejo de las herramientas, falta de empatia para comentar en los foros o
retroalimentar comentarios de otros usuarios, no completar las actividades, entre
otras causas.

Al respecto Ponte (2014) indica que:

Una tarea puede o no tener potencial en términos de conceptos y procesos
matematicos que pueden ayudar a movilizar. Pueden dar lugar a diferentes
actividades, dependiendo de la forma en que se planteen, de la forma en que se
organice el trabajo de los estudiantes, el ambiente de aprendizaje y de la propia
capacidad y experiencia previa. (p. 16)

La THA se centra en anticipar los resultados que se derivan de ensefiar a los alumnos
de una manera especifica. Esto implica realizar actividades particulares, utilizar herramientas
especificas, llevar a cabo ciertas acciones, todo ello de acuerdo con la trayectoria de
aprendizaje disefiada dentro de la secuencia didactica. Un aspecto fundamental para el
progreso exitoso de la secuencia didactica es la definicion clara de las habilidades
matematicas que los estudiantes deben desarrollar en cada etapa de la tarea para alcanzar los
objetivos establecidos.

Estas habilidades son el componente central, y deben estar estrechamente alineadas
no solo con la trayectoria prevista para el estudiante, sino también con el desarrollo historico-
epistemoldgico del concepto y con los errores y obstaculos sefialados en la literatura. A su
vez, la trayectoria, que indica el camino que se espera que el estudiante recorra para cumplir
con el objetivo, debe manifestarse de manera palpable en la tarea asignada. De esta manera,
la coherencia entre la planificacion de la instruccion, las metas establecidas y las tareas
propuestas se convierten en un factor esencial para el éxito del proceso educativo. En palabras
de Simon y Tzur, “las tareas se seleccionan con base en hipoétesis acerca del proceso de
aprendizaje [y] las hipdtesis sobre el proceso de aprendizaje se basan en las tareas
propuestas” (2004, p. 93).

Para Stein y Smith (1998), “una tarea [estd] dedicada al desarrollo de una idea
matematica particular” (p. 105). Para Watson y Ohtani (2015) las [tareas] que generan en el
estudiante actividad manual y cognitiva, brindan la oportunidad de descubrir conceptos,
ideas, estrategias, reestructurar conceptos anteriores, modificar creencias, etc., [y] todo esto
permite desarrollar pensamiento matematico.

Al pensar en las tareas que formaran parte de las secuencias didacticas, Simon (1995)
sugiere anticipar tanto las formas en que se pueden abordar las actividades dentro de la tarea
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como los objetivos especificos que se pretende que el estudiante alcance. El disefio de tareas
debe tener en cuenta el desarrollo histérico del concepto y los obstaculos identificados en su
aprendizaje, obtenidos de la literatura consultada. De esta manera, se puede establecer un
enfoque integral al desarrollar una tarea, la cual tiene mas posibilidades de provocar
aprendizaje en el estudiante.

La secuencia didactica en este proyecto doctoral se enmarca en la Teoria de la
Educacién Matematica Realista (EMR), que establece niveles (situacional, referencial,
general y formal) para la comprension de conceptos matematicos, en este caso, la derivada.
Por tanto, es importante establecer primero los objetivos asociados con cada nivel, ya que
esto proporciona la base para el disefio de las tareas. A su vez, esto indica la pauta para el
desarrollo de actividades, tales como foros de discusion, aplicaciones interactivas (Applets)
y evaluaciones, que permitan alcanzar el aprendizaje esperado en cada nivel, de acuerdo con
la EMR. Esta estructuracion cuidadosa y alineada con los niveles de la EMR facilitara un
progreso secuencial, asegurando que los estudiantes adquieran las habilidades vy
conocimientos necesarios en cada etapa antes de avanzar al siguiente nivel.

Dado que se espera que el concepto de derivada surja a partir de la razon promedio
de cambio, es crucial seguir un proceso de comprension progresiva. Inicialmente, el
estudiante debe identificar las magnitudes presentes en el fendmeno y reconocer la relacion
de cambio entre ellas, dentro de la situacién problema (nivel situacional). Posteriormente,
debe entender como una magnitud cambia al modificar la otra, utilizando la raz6n promedio
de cambio (calculada como la pendiente de la recta secante). Al identificar esta relacion, el
estudiante debe establecer conexiones tanto con la situacion problema como con sus
representaciones algebraica, grafica y tabular (nivel referencial). La revision bibliogréafica
realizada indica que los registros de representacion, ya sean algebraicos, graficos, tabulares
0 verbales, deben estar presentes en las tareas.

En el nivel general, es necesario que se comprenda el concepto de Ax como un
incremento infinitesimal entre dos cantidades (desvinculado de la situacion problema), y
entre las cuales se desea medir la razén de cambio en intervalos muy pequefios (tangente
practica). Finalmente, en el nivel formal, el estudiante debe llegar al concepto de razon
instantanea de cambio, deduciendo que esta razon se alcanza cuando Ax tiende a cero, y de
ahi su representacion mediante el limite. Ademas, debe establecer conexiones de la razén
instantanea de cambio con su representacion grafica y tabular, distinguiendo claramente entre
f@y f ).

Para el desarrollo de cada tarea, de acuerdo a los niveles de la EMR, en cada etapa de
la secuencia didactica, el estudiante dispondra de actividades, Applets o herramientas creadas
en una hoja electronica, foros y evaluaciones. Donde se espera que estas actividades tengan
un efecto en la cognicion del estudiante. Esta relacion se le conoce como la relacion
actividad-efecto dentro de las Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje.
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6.1 Relacion actividad-efecto
La relacion actividad-efecto, fundamenta en el constructivismo de Piaget, constituye, segin
los autores Simon et al. (2004) una particularizacion de la abstraccion reflexiva que se cree
realizara el estudiante, para identificar los factores que configurardn la Trayectoria de
Aprendizaje.

Especificamente, se basa en el constructo de asimilacion, que, segun Piaget (citado en
Simon et al., 2004), se refiere a los esquemas mentales que los alumnos crean al estructurar
mentalmente sus experiencias y al discriminar entre lo importante y lo no importante. Segun
los autores, cuando Piaget introdujo la nocion de asimilacion, no se referia simplemente a
absorber un concepto nuevo desde el exterior, sino a construir nuevas concepciones a traves
de la percepcion de conceptos nuevos Yy la reestructuracion mediante la acomodacion de
conceptos ya existentes.

Los conceptos nuevos deben ajustarse o encajar con ciertos conocimientos anteriores
para formar conocimiento matematico de orden superior. Mientras tanto, la acomodacién o
reestructuracion de conocimientos anteriores implica encontrar nuevas conexiones 0
interpretaciones, asi como relacionarlos con un registro de representacion que antes no se
consideraba, por ejemplo.

En este contexto, los autores sefialan que, al basarse en el constructivismo, “evitan la
idea de que los alumnos simplemente asimilan conceptos nuevos y poderosos, y en cambio,
adoptan la idea de que el aprendizaje es un proceso interno de construccion” (idem, p. 310).
Esto se alinea con los niveles y la nocién de matematizacion en la Educacion Matemaética
Realista (EMR). Asi, cuando los alumnos observan el efecto de su actividad van clasificando,
comparando, relacionando, discriminando, etc., lo que les lleva a identificar la relacion entre
lo que observan, lo que manipulan, lo que obtienen en un célculo, lo que leen en un foro, es
decir, la actividad que estan realizando y el efecto que produce.

Este efecto no solo se limita a una percepcion sensorial a través de los sentidos, sino
que también influye en la psique del estudiante. Segun los autores, “a través de la reflexién
sobre su actividad y los efectos de su actividad, [el estudiante] llega a desarrollar la
comprension (quizés implicita) [de un concepto matematico]” (idem, p. 318).

El mecanismo de reflexion sobre la relacion actividad-efecto involucra tres términos:

1. Lapsique-actividad se refiere a los procesos mentales generados por una accion,
que pueden ser observables o0 no. Generalmente, consiste en una secuencia de
acciones mentales coordinadas. La actividad mental del estudiante solo puede ser
inferida por un observador a través de las producciones elaboradas, tales como
las producciones de los estudiantes subidas a la plataforma, los resultados
obtenidos en las evaluaciones y el lenguaje escrito en un foro.

2. La meta se refiere al motivo por el cual los estudiantes inician y desarrollan una
actividad. Las metas de cada actividad deben servir como una referencia
anticipada sobre cudl serd el foco de atencion de los alumnos. Por ejemplo,
conseguir una calificacion mas alta en una evaluacion, comprender un gréafico,

48



calcular correctamente un valor, aprobar una materia, etc. Cualquiera que sea la
meta para el estudiante, debe motivarlo a leer la retroalimentacion con detalle, a
utilizar una estrategia planteada en un foro, a preguntar sus dudas o a manipular
nuevamente los Applets para detectar algin detalle que se obvio en la
manipulacion previa.

3. Los efectos que observan sirven para que el estudiante juzgue hasta qué punto
una actividad, como la manipulacion de un Applet, la calificacion obtenida en
una evaluacion, el resultado obtenido en un calculo que realizaron, etc., tuvo el
éxito esperado o les dejo un aprendizaje. Esto lo pueden notar en los aciertos
obtenidos en una evaluacion o en las coincidencias que comparten con las
respuestas de sus comparieros en los foros.

El proceso de actividad-efecto es una espiral creciente (Simon y Tzur, 2004). Para
resolver una situacion problema, los alumnos seleccionan de entre sus saberes anteriores
aquellos que les permitan entender el problema, creando modelos emergentes, e implementan
una actividad, ya sea dibujar, manipular, calcular o comentar. Al llevar a cabo una o varias
de estas actividades, sus sistemas mentales (reflexion del estudiante, no necesariamente
consciente) identifican los efectos de la actividad, en los cuales pueden detectar patrones,
relaciones y similitudes (con aprendizajes previos, comentarios de otros compafieros o
resultados de la evaluacion).

Estas actividades les permitiran discriminar si lograron el objetivo o no. Si se alcanza
el objetivo, esta reflexion resulta en la abstraccion de una nueva relacion de actividad-efecto,
que constituye la base de una concepcidon mas avanzada (que puede ser percibir la relacion
entre sistemas de representacion, por ejemplo). Si no logra el objetivo, el estudiante modifica
las estrategias e implementa una actividad diferente (puede ser volver a manipular un Applet
para observar elementos que antes no observo, repetir un calculo poniendo atencion a los
valores negativos, al uso de paréntesis, etc.), que tendra un nuevo efecto, y asi sucesivamente.

La teoria de la Educacion Matemaética Realista (EMR) a menudo se asocia con tres
heuristicas o principios heuristicos que guian el disefio instruccional (Gravemeijer, 2020):

» Heuristica del disefio instruccional de los modelos emergentes: Se centra en el
uso de modelos que surgen naturalmente a medida que los estudiantes interacttan
con las situaciones matematicas.

> Heuristica del disefio instruccional de la actividad-efecto: Enfatiza la conexion
entre la actividad que realiza un estudiante y los efectos resultantes, promoviendo
la reflexion y la construccidn activa del conocimiento.

» Heuristica del disefio instruccional de las metas: Se refiere a establecer metas
claras para los estudiantes, proporcionando un proposito y direccion para sus
esfuerzos de aprendizaje.

Segun Carcamo et al. (2023) tanto la relacion actividad-efecto como la heuristica del
disefio instruccional que permite surgir los modelos emergentes, son enfoques “cognitivos
gue se interesan por reconstruir el pensamiento del estudiante cuando construye un cierto
contenido matematico” (p. 78). Segun estos autores:
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La heuristica del disefio instruccional de los modelos emergentes es una de las tres
heuristicas del disefio instruccional con las que se puede caracterizar la teoria de la
Educacion Matematica Realista. Esta busca crear trayectorias hipotéticas de
aprendizaje (THA) que permitan a los estudiantes desarrollar modelos-de actividad
matematica informal que luego se conviertan en modelos-para su razonamiento
matematico mas sofisticado. Para la progresion de un modelo-de actividad
matematica informal a un modelo-para el razonamiento matematico formal,
Gravemeijer establece cuatro niveles de actividad: situacional (interpretacion y
solucion del problema contextual en un escenario particular), referencial (involucra
modelos, descripciones, conceptos y procedimientos que abordan el problema de la
actividad situacional), general (involucra exploracion, reflexion y generalizacion de
lo que se vio en el nivel anterior, pero con un enfoque matematico en la estrategia y
sin hacer referencia al problema inicial), y formal (involucra trabajar con métodos y
notaciones convencionales). (p. 79)

En este sentido, el desarrollo del concepto de derivada a partir de la razén promedio de

cambio tendré la siguiente trayectoria hipotética de aprendizaje:

e En el nivel situacional. Se inicia con la situacion problema contextualizada
que permita a los estudiantes identificar las magnitudes involucradas en el
fendmeno, cuales son constantes y cuales varian. Se busca que el estudiante
interprete la situacion problema apoyandose en sus conocimientos previos y
pueda identificar como se relacionan dos magnitudes. Se encausara a que
obtenga (de manera informal o formal) el modelo de esta relacion (modelo-de)
y que restrinja el dominio a valores practicos relacionados con la situacion
problema.

e En el nivel referencial. Se busca que el estudiante se acerque al modelo
algebraico que relaciona las variables y que obtenga la representacion tabular y
grafica del modelo, distinguiendo cada componente de un punto (x,y) en
relacién con el fendmeno que se esta modelando. Ademas, se espera que emplee
la razon promedio de cambio como una proporcién o tasa de cambio entre dos
magnitudes, midiendo como cambia una magnitud cuando se modifica la otra.
El estudiante relacionara este concepto con la pendiente de la recta secante, que
ya posee tanto algebraica como gréficamente. También establecera una
conexidn entre una pendiente positiva, negativa o nula y la forma del gréafico
que modela el fenomeno. Asimismo, observara que el valor de la pendiente de
la recta secante disminuye conforme dos puntos consecutivos se acercan al
valor maximo (o minimo) del modelo grafico.

e En el nivel general. Identificara la razén promedio de cambio obtenida

i .. A Ax)—
mediante la expresion =X = [&HA0-T®)
Ax Ax

como un incremento infinitesimal entre dos cantidades dependientes,
desvinculadas de la situacion problema. Se calculara la razon promedio de

y comprendera el concepto de Ax
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cambio en intervalos muy pequefios, lo que permitira deducir la variacion
instantanea de cambio.
e En el nivel formal. Entendera el concepto de razon instantanea de cambio
como una funcion que se obtiene cuando Ax tiende a cero, relacionandola con
su representacion mediante el concepto de limite. Ademas, comprendera que el
valor 6ptimo se obtiene cuando esta funcion se iguala a cero. Finalmente,
relacionaré el concepto de derivada con la pendiente de la recta tangente, la
forma de un gréfico y distinguira entre f'(a) y f'(x).

Figura 5.

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para la derivada de acuerdo con los niveles de la

EMR.

—>

Nivel Situacional

+ldentificacion de magnitudes
variablesy contantes

+ Obtencian del modelo algebraico informal

Nivel general

+ldentificacion de |3 expresion
algebrzica de |a razén de cambio

*ldentificacidn del valor 4% como
un incremento infinitesimal

promedio
Ay _ [lx+dx)=f(x)
Ax Ax

—>

Referencial

= Obtencién del modelo algebraico formal
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= Relacién promedio de cambic entre dos magnitudes
=Relacion con la pendiente de |3 recta secante

= Reprasentacion grafica y tabular

=Cambios en |s razén promedic cerca y lejos de los puntos

maximo o minime

Nivel Formal

= Deducira el concepto de razén
instantanea de cambic observando que
pasacuando AX tiende s cero

+Relacionari el concepto de derivads
con la pendiente de |13 rects tangente y
|aforma de un grafico

* Distinguirs fx) de fa)
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mediante el limite

—> ()
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7 LA PROPUESTA Y SUS CARACTERISTICAS

La aproximacion a la derivada mediante la tasa de variacion promedio esta relacionada con
diversos contextos: el fisico, como la velocidad promedio de cambio; el gréafico, como la
pendiente de la recta secante; y el numeérico, donde el valor de la pendiente disminuye al
acercarse al éptimo (maximo o minimo). Por lo tanto, es crucial incorporar en la secuencia
didactica al menos un Applet de Geogebra que permita visualizar la relacion entre las
magnitudes variantes del fendmeno de estudio.

Con este Applet, se espera que el estudiante pueda percibir como cambia la magnitud
dependiente al variar la magnitud independiente y con esto pueda representar esta relacion
mediante una expresion algebraica, que puede ser en un principio errénea. Esta aproximacion
deberd modificarse en una expresion correcta, mediante las interacciones con sus comparfieros
y con el docente. Se propone un segundo Applet, ya sea construido con Geogebra o Excel,
para calcular valores tabulares de las magnitudes dependiente e independiente utilizando la
expresion algebraica que modela la situacién problema. Ademas, este Applet debe posibilitar
la obtencion de su representacion grafica. Un tercer Applet de Geogebra deberia permitir

. . , . . . ., A
visualizar la razon promedio entre las magnitudes variantes como la proporcion ﬁ , con la

capacidad de manipular tanto el valor de Ay como el de Ax para observar como cambia la
pendiente.

Asimismo, se sugiere un cuarto Applet de Geogebra que relacione la razon promedio
(obtenida anteriormente) con la pendiente de la recta secante, brindando la posibilidad de
ubicar a la secante en cualquier seccion de la representacion grafica para observar como
decrece el valor de la pendiente al aproximarse al 6ptimo (maximo o minimo). Un quinto
Applet debera permitir observar como la recta secante se convierte en recta tangente al
acercar dos puntos. Finalmente, se propone un sexto Applet que permita observar la recta
tangente y su valor a lo largo de la representacion gréfica.

Como también se quiere incluir la representacion numérica de la razén de cambio se
sugiere trabajar con Geogebra (vista tabular) o Excel con al menos dos recursos: el primero
que permita calcular la razon de cambio en puntos consecutivos para observar como los
valores decrecen al acercarse al valor dptimo y, ademas, observar que si su valor cambia de
positivo a negativo se tiene un maximo y si cambia de negativo a positivo se tiene un minimo
como valor 6ptimo.

El segundo recurso dindmico que se puede elaborar en Geogebra (vista tabular) o
Excel, debe permitir calcular la razén promedio para dos valores que puedan aproximarse
tanto como se quiera, para introducir la nocion de Ax como una aproximacion infinitamente
pequefia.

Para ejemplificar la propuesta de una secuencia didactica, utilizaremos como situacion
problema la construccién de un canal de agua con volumen éptimo. Esta propuesta consta de
seis tareas o fases: una para contextualizar la situacion problema, otra para el nivel
situacional, dos para el nivel referencial, una quinta para el nivel general y la sexta en relacion
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con el nivel formal de acuerdo a la Teoria de la Educacion Matematica Realista. Las fases
incluyen foros, manipulacion de Applets y evaluacion de los aprendizajes. Algunas fases
también incorporan trabajo con lapiz y papel que los estudiantes realizan en sus cuadernos y
luego suben a la plataforma.

Cada fase tiene una intencionalidad de acuerdo al nivel correspondiente en la Teoria
de la Educacion Matematica Realista y a la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje del
concepto de derivada. Ademas, las fases cuentan con actividades de inicio, generalmente en
forma de foros, que permiten ubicar a los alumnos en los conceptos que se requiere hayan
quedado interiorizados para avanzar. Actividades de desarrollo, que incluyen la
manipulacion de Applets y respuestas en foros, asi como las actividades de cierre,
conformadas por evaluaciones.

La secuencia didactica estara alojada en una plataforma Moodle de creacion ad hoc.
Sin embargo, mientras se desarrolla, se estara utilizando la plataforma AVAUS (Ambientes
Virtuales de Aprendizaje de la Universidad de Sonora | https://ntic.uson.mx/avaus2/) para
alojar, construir, probar y modificar las secuencias didacticas que se vayan disefiado (ver
Figura 6).

Figura 6.
Impresién de pantalla de la Plataforma AVAUS.
@ “Amﬁmxnlﬁsdelgpraﬁaj i gmﬁ% ‘ .’j

Administracién

CANAL DEL VADO DEL RIO

Objetivo: prender el concepto de derivada a través de la res e tue Problema

Nivel Situacional

Contexto

La cabecera de la plataforma incluye, para este ejemplo, una fotografia del Canal del
Vado del Rio en Hermosillo, Sonora (ver Figuras 6 y 7). Este canal, de forma trapezoidal,
estd ubicado en el Centro del Gobierno de la localidad, y se ha seleccionado con la intencion
de presentarles a los estudiantes un contexto familiar.

Las seis actividades de la secuencia didactica se describen a detalle a continuacion.
Iniciando con los objetivos de acuerdo a lo que marca la EMR. Al final de cada actividad se
incluye un cuadro que lista la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje de la derivada,
contextualizada para el problema de optimizacion del canal de agua y relacionada al nivel
correspondiente.

En la Actividad 1 se plantea el contexto del cual surge la problemaética de optimizacién,
con el objetivo de que los estudiantes puedan imaginar la situacion problema. También se
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incluye una imagen de las distintas formas de los canales (ver Figura 8), para que puedan
responder el Foro 1.

Figura 7.
Canal del Vado del Rio en Hermosillo, Sonora.

NOTA: Imagen tomada del sitio www.construplan.com.mx

Actividad 1. Contexto

Los canales se han disefiado a lo largo de la historia para transportar liquido,
principalmente agua. Derivado de los asentamientos humanos se han construido edificios y
casas en sitios donde corren rios o riachuelos, y en época de lluvias fuertes el agua tomara
ese camino, inundando los bienes inmuebles que se ubican en su trayecto, esta es una razén
por la que se construyen canales. Un ejemplo de esto, es el canal del VVado del Rio, el cual
tiene el objetivo de conducir el agua en épocas de Iluvia para que no inunde los edificios del
centro de gobierno, en Hermosillo, Sonora.

Figura 8.
Tipos de canales.

Rectangular Trapezoidal Triangular Circular

e Foro 1. Formas de los canales. ;Cual de las formas anteriores utilizarias para
construir un canal, tomando en cuenta que se desea maximizar el volumen de agua
transportado? Argumenta tu respuesta.
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Actividad 2. Nivel situacional
Objetivos

i) Se busca que el estudiante interprete la situacién problema apoyandose en sus
conocimientos previos (calculo de areas y volumen, ideas intuitivas de los canales
hidraulicos, reconocimiento de magnitudes variables y magnitudes constantes).

ii) Se espera que plantee ideas intuitivas e informales sobre la variacion del area con
relacion a la variacion del angulo, a través de la observacion, la exploracion y la
manipulacion en Geogebra.

Se plantea la situacion problema de forma escrita: Se requiere construir un canal
hidraulico de forma trapezoidal, de manera que cada uno de sus lados (paredes y fondo)
midan 3 metros. Determinar el valor del angulo 6 de manera que el area sea maxima, para
que se pueda maximizar el transporte de volumen de agua (ver Figura 9).

Para identificar las variables se plantea el Foro 2. Magnitudes del canal, donde se
incluyen dos actividades: 1) Realiza un bosquejo del canal en tu cuaderno y sefiala en el
dibujo las magnitudes que varian y las magnitudes constantes (que no varian) y subelo a la
plataforma. Y 2) En el problema presentado se quiere maximizar el volumen de agua que
puede contener un canal de forma trapezoidal, ;cual seria la explicacion por la que,
maximizar el &rea permite maximizar el volumen?

Figura 9.
Impresion de pantalla de la Actividad 2.
Actividad 2
Situacién problema
B QR i, ]
WEL L
-
Canal del vado del rio
Se requiere construir un canal hidraulico de forma trapezoidal, de manera que cada uno de sus lados (paredes y fondo)
midan 3 metros. Determinar el valor del angulo 8 de manera que el drea sea maxima, para que se pueda maximizar el

transporte de volumen de agua.
Para resolver esta actividad, responde lo siguiente:

Foro 2: Magnitudes del canal

de magnitudes

& Comprensién de la situacién problema

es trigonomeétricas

Después se plantea el Foro 3. Andlisis del angulo, donde cada estudiante debera
manipular el Applet Geogebra #1 (ver Figura 17) para que visualice como cambia la forma
del canal trapezoidal cuando se modifica el angulo. Una vez que se da tiempo para manipular
el Applet, debera responder las siguientes preguntas: 1) ;Qué puedes decir respecto a la

56



posibilidad de construccion de un canal con forma trapezoidal, con base en los datos del
problema?, ¢es siempre posible construirlo? Y 2) Identifica los valores minimo y maximo
que puede tomar el &ngulo para formar el canal, argumenta tu respuesta.

En el Foro 4. Célculo de magnitudes, se solicitara responder lo siguiente: 1) La
variacion en el angulo ¢tiene alguna implicacion en la medida del area? De ser asi, describe
esta relacion de manera detallada. Y 2) Calcula el area que tendria el canal de agua si el
angulo toma los valores de 45° y 60°. Finalmente se sugiere evaluar los conocimientos
desarrollados con un cuestionario mostrado en la tabla 1.

Tabla 1.
Cuestionario final de la Actividad 2.
Cuestionario. Comprension de la situacion problema
1. Con base en tu dibujo, los datos que proporciona el problema y la
manipulacion del Applet Geogebra #1 responde: ;Qué datos se necesitan
para poder calcular el area del canal de agua (area del trapecio)?
2. ¢Entre que valores del angulo te parece logico construir el canal?
3. Al mover el angulo del Applet Geogebra #1 su valor aumenta y
disminuye. Observa el valor del area (coloreada en azul) y responde:
Siempre que aumento el valor del angulo el valor del area...

Como en el Nivel Situacional, el estudiante debe interpretar la situacion problema
apoyandose en sus conocimientos previos, se plantea el Foro 1. En este nivel, ademas, se
espera que, en este nivel, el estudiante plantee producciones intuitivas e informales que le
permitan matematizar la situacion problema, esto se propone en el Foro 2. Para la
aproximacion informal de la expresion que modela el problema del canal, se plantea el Foro
3. Los foros tienen la intension de que las producciones de todos los usuarios estén
disponibles para su consulta en cualquier momento.

Si la plataforma se utilizard como auxiliar didactico en un curso presencial de Calculo
Diferencial e Integral, se propone que, se realice una discusion grupal, cada vez que se
termine el tiempo destinado a responder el foro, para rescatar los elementos y conceptos
necesarios para el transitar al siguiente nivel.

Si la secuencia se trabaja en linea, de manera personal, el administrador de la pagina,
estara revisando constantemente los comentarios en los foros para retroalimentar de forma
individual las producciones de los alumnos que utilicen la plataforma.

La Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para el nivel situacional, se detalla a
continuacion en la Tabla 2.
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Tabla 2.
THA para el Nivel situacional.

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje de la Derivada: Nivel situacional

a. El estudiante identifica las magnitudes variables y constantes en el
problema.

b. Observa que distintos valores de &ngulos modifican el area de la figura
trapezoidal y que esta figura tiene un intervalo que la acota.

c. Proporciona de manera informal la expresion algebraica que modela el
problema.

Actividad 3. Nivel Referencial
Objetivos

Iii) Se busca que el estudiante se aproxime al modelo del canal trapezoidal probando

sus aproximaciones y verificando lo que supone.

iv) Se espera que modifique sus razonamientos mediante las interacciones con otros

comparieros y con la ayuda del docente.

Para ayudar al estudiante a entender la modelacion de una situacion problema, en la

introduccién de la Actividad 3 se expresa lo siguiente: Para modelar la relacion que existe
entre el angulo y el area del canal trapezoidal se pueden seguir diferentes rutas como, por

ejemplo, obtener la expresion algebraica, elaborar una tabla de valores o un gréfico.

Una vez que tengamos alguno de estos modelos que nos permiten observar que pasa
con el valor del area conforme variamos el valor del angulo, sera necesario realizar un analisis

para identificar el valor que maximiza el area (valor 6ptimo) (ver Figura 10).

Figura 10.
Impresion de pantalla de la Actividad 3.
Actividad 3

Modelacion de la Situacion Problema

Para modelar la relacién que existe entre el angulo y el area del canal trapezoidal se pueden seguir diferentes rutas
como por ejemplo, obtener la expresién algebraica, elaborar una tabla de valores o un gréfico.

Una vez que tengamos alguno de estos modelos que nos permiten observar que pasa con el valor del drea conforme
variamos el valor del angulo, serd necesario realizar un analisis para identificar el valor que maximiza el area (valor
6ptimo).

Fore 5: Calculo del drea

o/ Comprensién de la representacion grafica

58



En el Foro 5. Calculo del area, se pregunta: ; Cémo se puede calcular el area del trapecio
que modela el canal si el &ngulo es una magnitud variable? También se cree conveniente que
se les proporcionen las identidades trigonométricas plasmadas en el dibujo del canal de agua
para guiarlos en la solucion (ver Figura 9, parte final). Una vez que tengan su modelo, que
puede ser una aproximacion, se les pedira que calculen, en el Foro 6. Tabla de valores, los
valores de 23°, 38°, 63° y 78°, utilizando su expresion algebraica. Asi ellos pueden probar
su aproximacion.

Ademas, como los resultados obtenidos, van a estar en un foro, los estudiantes podran
visualizar lo que compartieron otros compafieros (0 usuarios) para verificar si su expresion
algebraica es correcta 0 no. Las respuestas de sus compafieros (0 usuarios) podran ser vistas
una vez que se han subido la respuesta al foro (condicion que permite establecer el foro). Asi
no pueden basarse en las respuestas de sus compafieros para dar la suya.

Posteriormente, los alumnos deberan manipular el Applet Geogebra #2, que incluye la
vista tabular y grafica (ver Figura 17).

Para focalizar la visualizacion de las representaciones tabular y grafica se propone
introducir el Foro 7. Representaciones tabular y grafica, donde se proponen las siguientes
preguntas: 1) Si seleccionamos un punto (x, y) de la gréfica, ¢qué representa el valor x y qué
representa el valor y con relacion al problema que estamos modelando? Y 2) La relacion que
identificaste entre el angulo y el area en la evaluacion anterior (punto nimero tres de la Tabla
1), ¢se corresponde con lo observado en el Applet Geogebra #2? Explica ampliamente.

Se recomienda que las discusiones grupales de estos foros, en clase presencial, se
focalicen hacia la obtencion de la expresion algebraica que modela el problema [(6 +
6*cos0)*(1.5*sen0)], asi como a su representacion grafica y tabular y la relacion entre estas,
observando un valor méaximo entre todos los valores tabulares del dominio. Finalmente, se
propone cerrar la seccion con dos evaluaciones, una para la comprension tabular y otra para
la comprension grafica (ver Tabla 3).

Tabla 3.
Cuestionarios finales de la Actividad 3.
Cuestionario. Comprension de la representacion tabular
1. Como observaste en la tabla de datos, cuando el angulo vale 0° el area
vale cero. ¢Qué interpretacion le podemos dar a esto en el problema del
canal de agua?
2. Toma un valor de angulo al inicio de la tabla y comienza a aumentarlo
¢El valor del area siempre aumenta?
3. ¢Cual "parece” que es el valor del angulo que nos da un area maxima?
4. ¢Como podemos estar seguros que el valor del angulo que "suponemos™
que produce el area maxima es el correcto?
Cuestionario. Comprension de la representacion grafica
1. La grafica que vemos es de puntos ¢Significa que entre un punto y otro
no hay valores?
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2. En este ejemplo del canal del agua, el valor de angulo éptimo es el que
produce el area maxima. ¢Por qué el gréfico da informacion respecto a
que este problema tiene un valor maximo y no un valor minimo?
Argumenta tu respuesta.

Actividad 4. Nivel Referencial (continuacion)

Para introducir la razén promedio de cambio, se propone que al inicio de la Actividad
4 se comience con la siguiente informacion escrita (ver Figura 11): Hasta este momento,
hemos identificado o determinado la funcién que modela el area del canal. Ademas, hemos
analizado valores que podrian ser el valor optimo. Mediante la razon promedio de cambio,
realizaremos un analisis mas profundo de la grafica de la funcion para verificar si la hipdtesis
del valor maximo es correcta.

Figura 11.
Impresion de pantalla de la Actividad 4.

Actividad 4

Razon promedio de cambio

Para comenzar esta seccion, se propone que el estudiante visualice la razon promedio
. ., A . ,
de cambio como la proporcién é con el Applet Geogebra #3 (ver Figura 17). Ademas, se

sugiere que el estudiante pueda visualizar que esta proporcién es la pendiente de la recta
secante con el Applet Geogebra #4 (ver Figura 17).
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Se sugiere utilizar un foro, el Foro 8. Comportamiento grafico de la razén promedio de
cambio, para que el estudiante pueda evaluar sus conjeturas, al leer los comentarios de sus
comparfieros (0 usuarios).

Las preguntas que se proponen en este foro son: 1) Al seleccionar pares de puntos antes
del "posible méximo" ¢ Observaste algiin cambio en la razon promedio? De ser asi describelo
ampliamente. 2) ; Observaste algun cambio en la razén promedio de pares de puntos despues
del "posible maximo"? De ser asi describelo ampliamente. 3) Realiza un bosquejo de la
gréfica en tu cuaderno, donde se refleje como cambia la razon promedio a lo largo de la curva
y compartelo en el foro. 4) ¢ Encuentras una relacion entre la razon promedio de cambio y la
forma de la curva? De ser asi describe lo mejor posible. Y 5) ¢ Qué relacion hay entre la razon
media de cambio y la recta secante?

Con estas preguntas, se busca dirigir la atencion hacia el comportamiento de la
pendiente: Observando que comienza con un valor positivo que disminuye a medida que se
acerca al valor maximo. Posteriormente, al pasar este valor maximo, la pendiente se vuelve
cada vez mas negativa. Este patron indica que la curva experimenta un crecimiento inicial
seguido de un decrecimiento, lo que implica que tiene un valor maximo.

Como también se debe trabajar con la representacion numérica, se sugiere introducir
un Foro 9: Comportamiento numeérico de la razon promedio de cambio. Aqui se puede utilizar
la Hoja Electronica #1 (ver Figura 17), para que cada estudiante calcule la raz6n promedio
de cambio entre dos valores consecutivos con Ax = 1.

Una vez que haya realizado el calculo, se sugiere que responda las siguientes preguntas:
1) En el contexto del problema ¢qué interpretacion le puedes dar a la razon promedio de
cambio? 2) Analiza los valores obtenidos de la razén promedio de cambio en la Hoja
Electrénica #1, anteriores al "posible maximo" y describe cual es su comportamiento. 3)
Analiza los valores de la razén promedio de cambio, posteriores al "posible maximo" y
describe como es su comportamiento. Y 4) ;Se corresponden las descripciones de las
preguntas anteriores con lo observado en la grafica?

En el Foro 10. Identificacion del valor maximo. Se propone el trabajo con una Hoja
Electrénica #2 (ver Figura 17), donde los estudiantes coloquen un valor de angulo arbitrario,
dentro del dominio ya establecido, en una celda. Luego determinan un valor de Ax que puede
ser 0.0.1, 0.001, 0.0001, 0.00001,.... Para obtener el valor de la pendiente en ese angulo.

Las preguntas pensadas para un Foro 10, son: A partir del analisis realizado sobre la
grafica y la hoja electronica anteriores, responde lo siguiente: 1) ;Cémo la razén promedio
de cambio permitiria encontrar el &rea maxima del canal? Y 2) Apdyate en la Hoja electronica
#2, realizando varias pruebas segun las instrucciones que vienen ahi y responde. 2.1) ;Para
qué valor del angulo la razén promedio se aproxima a cero? 2.2) En la grafica ¢dénde se
ubica ese valor? Y 2.3) ¢ Este valor es el que resuelve el problema? Argumenta ampliamente
tu respuesta.

Para finalizar la Actividad 4 se propone incluir dos evaluaciones como se describen en
la Tabla 4.
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Tabla 4.

Cuestionarios finales de la Actividad 4.

Cuestionario. Evalla tus conocimientos sobre la razon promedio de cambio

1.
2.
3.

4.
S.

Si tomamos dos puntos que estén cerca de la cima del gréfico ¢ CoOmo es su
razon promedio de cambio?

Si tomamos dos puntos que estén alejados de la cima del gréafico ¢ Como es
su razén promedio de cambio?

¢Cuando la razon promedio de cambio es negativa?

¢Cuando la razon promedio de cambio es positiva?

¢ Cuéndo la razon promedio de cambio es casi cero?

Cuestionario. Comprension de la representacion grafica

1.

2.

Ubica el signo de la razén promedio segin la parte de la curva que
corresponda (ver Figura 12)

Relaciona la forma de las siguientes curvas con su representacion textual
(ver Figura 13)

Como en el Nivel Referencial aparecen los modelos gréficos, las notaciones y
procedimientos generados por los estudiantes y se esquematiza la situacion problema
agregamos el Foro 5. Ademas, en este nivel debe surgir el modelo del canal trapezoidal que
se cubre con el Foro 6.

Por otro lado, en este nivel, se busca introducir la razon promedio de cambio para
encontrar el valor del angulo que maximiza el area, por lo que se elaboraron los Applet de
Geogebra #3 y #4 y las Hojas de Célculo #1 y #2. Con esto se puede cubrir el trabajo con las
representaciones graficas y numéricas. Los Foros #9 y #10, permitirian probar las
aproximaciones y verificar los supuestos que ayuden a modifican los razonamientos de los
usuarios de la plataforma. Se recomienda que, si el trabajo es en clase, el docente conduzca
el foco de atencién hacia los cambios de valor en la pendiente de la recta secante y su relacion
con la forma del gréfico.

Figura 12.
Cuestionario. Comprension de la representacion gréafica. Pregunta No.1

pendiente positiva | ‘ pendiente nula | | pendiente negativa
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Figura 13.

Grifico A

Cuestionario. Comprension de la representacion gréafica. Pegunta No. 2

cionia la formia de las siguientes curvas con su representadon ext

Grifico E

Grifico €

La Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para el nivel referencial, se detalla en la

Tabla 5.

Tabla 5.

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para el Nivel Referencial.

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje de la Derivada: Nivel referencial

a.

El estudiante debe llegar a una expresion algebraica que permita
obtener el area del trapecio, dado el valor de un angulo.

Observara y contrastara las representaciones: algebraica, grafica y
tabular del modelo que representa la situacion problema.
Proporcionara argumentos sobre como determinar el valor del angulo
que produce un area maxima.

Relacionara la razon promedio de cambio con un valor que indica
cuanto aumenta o disminuye el valor del area por unidad de cambio
en el valor del angulo.

Relacionara la razon promedio de cambio con la pendiente de la recta
secante.

Relacionara la razon promedio de cambio con su representacion
tabular y verbal “valores que se hacen cada vez méas pequefios al
acercarse al valor maximo”.

Relacionara la pendiente de la recta secante con la forma del gréfico.
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Actividad 5. Nivel General

Objetivos
v)

vi)

Se busca que el estudiante mediante la exploracion y la reflexion llegue a
generalizar el concepto de razon promedio de cambio para cualquier funcion
continua que modela problemas de optimizacion, especificamente de valores
mAaximos.

Se espera que surja el modelo cognitivo que permite obtener la razon instantanea

de cambio a partir de la razon promedio de cambio.

vii) Se espera que el estudiante tenga un primer acercamiento al criterio de la primera

derivada para encontrar maximos.

Para poder generalizar la razén promedio de cambio, se propone que la Actividad 5
comience con la siguiente informacion escrita (ver Figura 14): Hasta ahora, hemos utilizado
la razén promedio de cambio como una herramienta de aproximacion al maximo. En las
actividades que siguen, buscaremos desarrollar una estrategia mas precisa que nos permita
obtener informacion mas detallada sobre el comportamiento de una funcién que representa

un problema.

Esto nos facilitard determinar el valor maximo con mayor precision y describir el
comportamiento de cualquier funcién en general. Asi, podremos realizar predicciones o
implementar mejoras con el objetivo de optimizar o eficientar algiin fendmeno en estudio.

Figura 14.
Impresion de pantalla de la Actividad 5.

Actividad 5

Generalizando los aprendizajes a cualquier funcién que modela un
problema

Hasta ahora, hemos utilizado la razén promedio de cambio como una herramienta de aproximacion al maximo. En las
actividades que siguen, buscaremos desarrollar una estrategia mas precisa que nos permita obtener informacién mas
detallada sobre el comportamiento de una funcién que representa un problema.

Esto nos facilitard determinar el valor maximo con mayor precision y describir el comportamiento de cualquier funcién
en general. Asi, podremos realizar predicciones o implementar mejoras con el objetivo de optimizar o eficientar algun

fenémeno en estudio.

Foro 11. Secante que deviene en Tangente
Foro 12. Razén instantinea de cambio
Foro 13. Pendiente de la recta secante en su forma general

Razdn instantanea de cambio

& Comprension de la razdn instantdnea de cambio

En este nivel, de acuerdo a la EMR, se busca que el estudiante se desprenda de la

situacion problema y generalice los conceptos a cualquier funcién f(x).
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Por lo que se propone un Foro 11. Secante que deviene en Tangente. En este foro se
sugiere la manipulacion del Applet de Geogebra #5 (ver Figura 17), donde la recta secante
se aproxime a la recta tangente al acercar el punto A al punto B (o0 el punto B al punto A).
Una vez que el estudiante haya manipulado el Applet se proponen las siguientes preguntas:
1) Argumenta: ;Qué ocurre con la recta secante cuando el punto A se aproxima al punto B?
2) Argumenta: ¢En qué momento las dos pendientes tendrian el mismo valor? Y 3) En ese
punto (donde las dos pendientes tienen el mismo valor ¢estariamos refiriéndonos a la razén
promedio de cambio? si la respuesta es no ¢De qué razon de cambio estariamos hablando?

La discusion del docente, si la plataforma se utiliza como auxiliar didactico, debe
enfocarse hacia la derivacion de la secante en la tangente cuando la distancia entre los puntos
Ay B, simbolizada como Ax, se haga cada vez mas pequefia.

Para complementar la representacion grafica con la representacion numeérica, se sugiere
un Foro 12. Razon instantanea de cambio. Donde se trabaje con una Hoja Electrénica #3 (ver
Figura 17) donde los estudiantes, a partir de una funcion dada, coloquen un valor de x, dentro
del dominio establecido, en una celda. Luego determinen un valor de Ax que puede ser 0.1,
0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001,.... Para obtener el valor de la pendiente en ese punto.

Las preguntas sugeridas en este foro son: 1). Si se selecciona un valor de x que este
dentro del dominio de la funcion f(x). Y ademas se selecciona un Ax suficientemente
pequefio, el valor de la pendiente en ese punto ¢es la pendiente de la recta secante o tangente?
2) Cambia el valor de Ax por otro méas pequefio, obtén el valor de la pendiente en ese punto
y responde ¢Este valor es la pendiente de la recta secante o tangente? 3) ¢Para qué valor
de Ax la pendiente en el valor de x corresponde a la pendiente de la recta tangente? 4) ¢En
qué valor de x la razon instantdnea de cambio vale cero? Y 5) ¢Este valor es un minimo o un
maximo? Argumenta tu respuesta.

Una vez que han trabajado con la representacion grafica y numérica, se sugiere el
trabajo con la representacion algebraica. Por lo que, se propone un Foro 13. Pendiente de la
recta secante en su forma genera. En este foro se espera que el estudiante pueda calcular la

. A . .,
razon ﬁ para cualquier funcion dada. Las preguntas que se proponen son: 1) Calcula la

pendiente de la recta secante para la funcion: f(x) = —x? + 4x + 4, usando los valores de
x; = 3y x, =5. Calcula los valores de y = f(x), es decir f(3) y f(5) para obtener los
puntos (x;,y1) Y (x2, ¥,) Yy poder calcular la pendiente de la recta secante. 2) Calcula
pendiente de la pendiente de la recta secante para la misma funcién f(x) = —x? + 4x + 4,
pero ahora usa puntos arbitrarios muy cerca. Punto 1: (x, f(x)) y punto 2: (x + Ax, f(x +
Ax). Simplifica la expresion. Y 3) ¢Qué expresion obtienes cuando Ax — 07?

Para verificar que los estudiantes hayan comprendido como la recta tangente se obtiene
a partir de la recta secante cuando Ax — 0, se sugiere incluir al final de esta seccion un
cuestionario de evaluacion que se describe en la Tabla 6.
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Tabla 6.

Cuestionario final de la Actividad 5.

Cuestionario. Evalla tus conocimientos sobre la razon promedio de cambio

1. Explica ampliamente: ;Cudl es la diferencia entre la razén promedio de
cambio y la razon instantanea de cambio?

2. Explica ampliamente: ;Como la razdn instantanea de cambio permite
encontrar valores maximos (0 minimos)?

La Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para el nivel general, se detalla en la Tabla

Tabla 7.

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para el Nivel General.

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje de la Derivada: Nivel referencial

a.

Identificara la expresion algebraica de la razén promedio para

cualquier funcién como f(x) = i—i’ = %}w

con la pendiente de la recta secante.

Identificara que la expresion anterior deriva en tangente cuando el
incremento se hace cada vez menor (infinitesimal). Cuando Ax — 0.
Comprendera que la razon instantanea de cambio permite obtener el
valor 6ptimo cuédndo la pendiente de la recta tangente vale cero.
Identificara los valores de la pendiente de la recta tangente en relacion
con la forma de la curva. Observando que en el maximo la pendiente
es horizontal.

y la relacionara

Actividad 6. Nivel Formal

Obijetivos

viii)Se busca que el estudiante interprete mediante notaciones general

convencionales a la derivada (usando el limite).

iX) Se busca que el estudiante comprenda el procedimiento de igualar a cero a la
funcion derivada para obtener un valor maximo.

Para formalizar la razon instantdnea de cambio mediante el limite, se sugiere
comenzar la Actividad 6 con la definicion de derivada, como usualmente se encuentra en los

libros de texto, a partir del limite (ver Figura 15). Consideramos que, en este punto de la
secuencia didactica, el estudiante desarrollo bases cognitivas para identificar cada uno de los

elementos de la expresion

fx+Ax)—f(x)
Ax

y podria comprenderla con menos dificultad.

y

66



Figura 15.
Impresion de pantalla de la Actividad 6.

Actividad 6

Formalizacion de la definicion de funcion derivada

La derivada se define formalmente como:

£ (@) = lima, o(1EHED 1)

Fore 14. Razdn instantanea de cambio y su expresion formal
of| Comprensién de la Derivada

o| Comprensién de la Secuencia Didactica

Un Foro 14. Razén instantanea de cambio y su expresiéon formal. Podria dirigirse a
probar este supuesto, indicando: La razdn instantdnea de cambio o derivada se define
formalmente como:

G - )
m
Ax—0 Ax

1) Explica cada uno de los elementos que estan en esa expresion. Es decir, como se llega a
esa expresion a partir de la razon promedio de cambio. 2) Manipula el Applet Geogebra #6
(ver Figura 17) y responde. ¢Cual es la relacion de la pendiente de la recta tangente con la
forma de la curva? 3) ¢(Cudl es la pendiente de la recta tangente en el punto maximo? Y 4)
Utiliza la definicion anterior y determina el valor maximo de esta funcién f(x) = —x% +
4x + 4.

Para finalizar la seccion y la secuencia didactica, se propone incluir un cuestionario
con las preguntas que se describe en la Tabla 8.

Tabla 8.
Cuestionario final de la Actividad 6.
Cuestionario. Evalta tus conocimientos sobre la razon promedio y la razon
instantnea de cambio
1. Relaciona cada columna con su respuesta correcta (ver Figura 16).
2. Explica ampliamente: ;Qué es una razén promedio de cambio?
3. Explica ampliamente: ;Como a partir de la razon promedio se llega a la
razén instantanea de cambio?
4. Explica ampliamente: ;Como la razon instantanea de cambio permite
resolver problemas de optimizacién?
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Figura 16.
Cuestionario. Comprension de la Derivada

Pregunta 1 Sinresponder ain  Puntaje de 1.00

¥ Sefalar con bandera la pregunta

Relaciona cada columna con su respuesta correcta.

La Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para el nivel general, se detalla en la Tabla

Tabla 9.
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para el Nivel Formal.
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje de la Derivada: Nivel referencial
a. Generalizara la expresion de la razon promedio de cambio a la razén

fx+Ax)—f(x)
Ax

b. Identificaré a la derivada como una herramienta para obtener valores
maximos y minimos.

c. ldentificara a la derivada como una herramienta para resolver
problemas de optimizacion.

instantanea de cambio mediante el limite. f(x) = AlimO
X —

En la Figura 17 se muestran los Applets de Geogebra elaborados para esta propuesta
de secuencia didactica, sobre la optimizacién de un canal de agua de forma trapezoidal.
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Figura 17.

Tabla de resumen de los Applets de Geogebra y de la Hoja de Calculo.

Realista y las Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje

Tabla: Resumen de la secuencia didactica en relaciéon a la Teoria de la Educacién Mateméatica

Applet de Geogebra 1

Nivel Situacional

THA

1. Identificara las magnitudes
variables y constantes en el
problema.

2. Observara que distintos
valores de angulos modifican
el area de la figura trapezoidal
y que esta figura tiene un
intervalo que la acota.

3. Proporcionard de manera
informal la expresion
algebraica que modela el
problema.

Applet de Geogebra 2

LA -

.‘:.':'_-'E'EE'.EH-CIJ'JH'.:E!-'.'.-'.'.-'. G ae

. Nivel Referencial

THA
1. Obtendra una expresion
algebraica que permita
calcular el area del trapecio,
dado el valor de un &ngulo.
2. Observara y contrastara las
representaciones: algebraica,
grafica y tabular del modelo
que representa la situacion
problema.
3. Proporcionara argumentos
sobre como determinar el
valor del angulo que produce
un area maxima.
4. Relacionara la razén
promedio de cambio con un
valor gue indica cuanto
aumenta o disminuye el valor
del area por unidad de cambio
en el valor del angulo.
5. Relacionard la razén
promedio de cambio con la
pendiente de la recta secante.
6. Relacionard la razén
promedio de cambio con su
representacion tabular y
verbal.
7. Relacionara la pendiente de
la recta secante con la forma
del gréfico.
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Hoja electronica 1

- a =
| DATOS DEL MODEL O
Angulo Area Razéan de cambio

o o.0514 o.354a8
1 o.aoe= o.sa52
= O.7554a o.34a36
= 1099 .33
4 1437 ©.332a
= 17694 o.3z265
= 2.0962 ©.3213
7 2.417a 0.3156
= =.733 .31

= 3.0a3 o.3044
10 3.3a7a C.oo8s
11 s 6a62 o.zo32
1z 3.9394 o.z876
1= azz7 EELE
14 a.so9 o.z764a
1= a.7ssa o.z7os
1 S.0562 o.2652
17 s.3214 o.2596
is S.581 O.254
19 5.835 O.2a84a

Applet de Geogebra 5

Hoja electronica 2

Coloque el valor que eligio en |a celda azul (C8)

Si utiliza el signo pasitivo (en la aproximacion) significa que se esta aproximando con valores super

Siusa el signo negative significa que se aproxima por valores inferiores

Aingulo Aproximacién | Angulo cercana | Razén de cambio
20 00001 18088 243600276

Observe a que valor se aproxima, es decir si pudieramos aproximarnos muchisimo jcuanto vale la
Esta pendiente ya no puede ser la pendiente de la recta secante porque los puntos ya estan fan cerca ur

;Lapendiente de que recta es?

Nivel General

THA
1. Identificara la expresion
algebraica de la razén

promedio para cualquier

., A
funcién como f(x) = = =

Ax
Ax)— . ,
W y la relacionara

con la pendiente de la recta
secante.

2. ldentificara que la
expresién anterior deriva en
tangente cuando el incremento
Ax se hace cada vez menor.

3. Comprendera que la razén
instantanea de cambio permite
obtener el valor 6ptimo
cuando la pendiente de la recta
tangente vale cero.

Applet de Geogebra 6

Nivel formal

THA
1. Generalizar la expresion
de la raz6n promedio de
cambio a la razén instantanea

de cambio mediante el limite.
e fetAx)—f(x)
£ = Jim [
2. Identificaré a la derivada
como una herramienta para
obtener valores maximos y
minimos.
3. Identificara a la derivada
como una herramienta para
resolver problemas de
optimizacion.
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8 CRONOGRAMA

La siguiente tabla presenta las acciones que se proponen llevar a cabo en los dos afios

siguientes.

Semestre Curso Actividades

2024-1 Tesis | (disefio) v

v" Visitar docentes de Ingenieria para
identificar reas donde se utiliza el
concepto de derivada.

Disefio de una secuencia didactica
en el area de Ciencias Bioldgicas

v' Estancia
v" Revisar con el profesor receptor el
disefio de la secuencia didactica

2024-2 Tesis Il (implementacion) del &rea de Ciencias Bioldgicas

v Redisefio de Applets y elaboracion
de nuevas herramientas.
v" Implementar el disefio a distancia.

2025-1 Tesis Il (analisis)

Anadlisis de la implementacidn.
Revision y reestructuracion de la
secuencia didactica y los Applets.
v" Disefio de una secuencia didactica
en el é&rea de Ingenieria en
materiales.

ANERN

2025-2 Tesis IV (reporte)

v Prueba de las secuencias en linea.

v’ Disefio de tutoriales para la
version en linea.

v’ Escritura de la tesis.

La prueba de cada una de las secuencias didacticas se contempla de tres formas:

1.

Prueba presencial. En un aula de clase, con el uso del celular, o en un centro de
computo donde los estudiantes realicen las actividades en la plataforma cada dia,
con el docente presente.

Semipresencial. Utilizando la plataforma como auxiliar didactico en un curso,
de modo que los estudiantes realicen las actividades de la plataforma fuera del
horario de clase. El docente que imparte la materia les brindara seguimiento y
resolvera sus dudas en clase, a través de los foros o con mensajes privados dentro
de la plataforma.

En linea. Seleccionando aleatoriamente a algunos alumnos que estén cursando
la asignatura de Calculo Diferencial e Integral, sin la participacion del docente
que imparte la clase. EI administrador de la plataforma les brindara seguimiento
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y resolvera sus dudas, evaluando si el uso de la plataforma beneficio a los
estudiantes a través de su calificacion final del curso.
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