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1 INTRODUCCION

En este reporte, se presentan los avances que se han logrado hasta el momento en el proyecto
de tesis, consistentes en la presentacion de los antecedentes sobre la nocion de ecuacion
diferencial ordinaria, la problematicaalrededor de ésta y la justificacion del enfoque que se
busca promover, los que a su vez llevan al planteamiento de los objetivos. A partir de esto,
se presentan los elementos tedricos que sustentan al proyecto y la metodologia que se sigue
para el disefio, puesta en escena y analisis de la propuesta.

En el apartado de antecedentes se profundiza sobre los elementos que dieron origen a las
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), resaltando la nocién de diferencial y la
modelacion de fendmenos de la realidad como elementos clave para su desarrollo. Lo anterior
se complementa con una revision bibliografica sobre estudios desarrollados bajo la
perspectiva del enfoque infinitesimal (Dray y Manogue, 2010; Imaz y Moreno, 2010; Ely,
2020; Ely y Samuels, 2021; Verén et al., 2022; Jiménez et al, 2023) y sobre las EDO, en un
ambiente donde se promueve la modelacion y el uso de la tecnologia (Dullius, 2009;
Perdomo, 2010; Rodriguez y Quiroz, 2016; Carranza, 2019; Napoles y Rojas, 2020).

A partir del andlisis histérico-epistemologico que se presenta, se esclarece la problematica
detectada, la cual esencialmente estd centrada en la pérdida de las nociones intuitivas
establecidas bajo el enfoque infinitesimal por Newton y Leibniz, en los enfoques que se
promueven hoy en dia en los cursos de Calculo para las Ingenierias. Se profundiza sobre este
problema, prestando atencion a la débil relacion existentelos cursos de Célculo Diferencial
y Ecuaciones Diferenciales, detectando que la falta de tratamiento que se tiene sobre la
nocion de diferencial repercute en esa relacion y que, por tanto, es necesario considerarla
como un elemento esencial en la formacidén de un puente conceptual entre los cursos.
Ademas, otro elemento que es necesario para atender el problema esté asociado con la
solucion de las EDO, y que con las herramientas que brinda el Célculo Integral se puede
construir un puente procedimental entre este curso y el de Ecuaciones Diferenciales.

Algunos de los elementos que se rescatan en los antecedentes, sobre todo en lo que concieme
al analisis de fenémenos de la realidad, estan enfocados en el proceso de modelacion
matematica y el uso de recursos tecnologicos, por lo tanto, es importante tenerlos en
consideracion como elementos que requieren una justificacion sobre su aportacion en el
proyecto. En el caso de la modelacidn, se tiene considerado seguir el ciclo de modelacion
desarrollado por Rodriguezy Quiroz (2016), en el cual partiendo de un fenomeno de la
realidad se centran en el desarrollo de un modelo pseudo-concreto, uno fisico y uno
matematico, cada uno con su respectiva solucion e interpretacion y la relacion que guarda
con el otro. Para el uso de la tecnologia, se considera lo hecho por Alexopoulos (1999) para
desarrollar una funciéon de usuario en la calculadora CAS Voyage200 y un applet de
GeoGebra, los cuales seran de utilidad para el calculo de diferenciales.



A partir de la problematica detectada y los elementos de justificacion planteados, se presentan
los objetivos del proyecto, partiendo de un objetivo general que engloba todos los elementos
a considerar. De ese objetivo se desprenden algunos objetivos especificos que permitiran el
logro del que se ha planteado como general.

Con todo lo anterior en mente, se realizo la busqueda de un marco teodrico que sustentara y
proveyera elementos que estuvieran orientados hacia las intenciones que se tienen en el
proyecto. Primeramente, que se consideraran importante los aspectos historicos-
epistemologicos que estuvieran involucrados alrededor del objeto matematico de estudio, en
este caso, las EDO. Otro aspecto importante, era que consideraran el factor social como un
elemento clave para el desarrollo del aprendizaje. Finalmente, como un aspecto que surgio
mas del interés propio para ser considerado en el proyecto, era el aspecto cultural y como
esto estd involucrado en lo que se enmarca en la Matematica Educativa. Todo esto se pudo
encontrar en lo que enmarca la Teoria de la Objetivacion (TO) desarrollada por Luis Radford.

Para el desarrollo de la propuesta, se presenta la metodologia que se tiene contemplado
seguir, la cual incluye los elementos a considerar para el disefio de las actividades, las
consideraciones para la primera puesta en escena y una breve descripcion del analisis. En
este apartado, se ha considerado solo cubrir una primera parte de las actividades, debido a
que los tiempos estaban limitados. Aun asi, para los fines del proyecto era importante
implementar esa parte, para poner a prueba si las actividades son pertinentes para el trabajo
con el enfoque infinitesimal y la Teoria de la Objetivacion.

Finalmente, en el cronograma se agrega lo que se ha desarrollado hasta el momento del
proyecto y las intenciones que se tienen a futuro sobre el mismo. También, se menciona el
grado de avance que se tiene, respecto al disefio y la implementacion de las actividades, lo
cual se complementard con un anexo que incluya las actividades desarrolladas.



2 ANTECEDENTES

Como profesor participante en la formacion de ingenieros, unade las inquietudes que se ha
tenido en el proceso de aprendizaje de las Ecuaciones Diferenciales es la forma en como son
presentadas a los estudiantes, en los cursos en las cuales se introducen y los conocimientos
previos que les son exigidos para ello. Entre esas exigencias se les pide a los estudiantes que
tengan conocimientos asociados al Calculo, pero se encuentran con un gran problema, el
enfoque que se promueve en la introduccion al curso de Ecuaciones Diferenciales no es el
mismo enfoque con el que fueron ensefiados en sus cursos previos. Particularmente, en el
planteamiento de una ecuacion diferencial, la cual se representa como un cociente de
diferenciales, se les exige que conciban al diferencial como una cantidad que puede ser
manipuladay que permite modelar fendmenos asociados con la realidad, y que, esa misma
manipulacién permite darles solucion. Esto rompe totalmente con la concepcion que
pudieron haberse formado sobre el diferencial, cuando en un cursode Calculo Diferencial se
les ha presentado como un cociente que esta restringidoa ser un limite, y que, por tanto, no
puede ser manipulado como se les exige.

Lo anterior, permite suponer que existe una problematica en la concepcion del diferencial.
Con la intencion de tener un panorama mas amplio respecto a esta nocion, se presenta un
analisis histdrico-epistemologico de las Ecuaciones Diferenciales, de manera particular de
las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), poniendo el foco de atencion en su origen,
con el fin de determinar la importancia que tuvo la nocion de diferencial en su desarrollo y
como fue perdiendo relevancia conforme se construian cuestiones tedricas alrededor del
Calculo.

Para complementar lo hecho en el analisis historico-epistemologico, se presenta un estado
del arte, en el que se analizan diversos articulos asociados con la nocién de EDO y sus
diversas problematicas. Otro enfoque de busqueda de informacion se centra en la nocion de
diferencial, ya que por lo mencionado previamente es una nocion fundamental para los fines
de este proyecto. Ademas, en cada uno de los trabajos considerados se presta atencion a los
recursos tecnologicos en los que se apoyan y los procesos de modelacion que siguen, con el
proposito de mostrar lo que se ha desarrollado desde esta perspectiva entorno al diferencial
y las EDO, y cudl es el aporte que brindan para el proyecto.



2.1 ANALISIS HISTORICO-EPISTEMOLOGICO DE LAS EDO

Al considerar que el enfoque que se promueveen los cursos actuales de Calculo no permite
establecer una conexion con el curso de Ecuaciones Diferenciales, es importante visualizar
el desarrollo historico-epistemoldgico quetuvolanocion de EDO, ya que este permitira tener
elementos especificos que habra que tomar en cuentaa lo largo del proyecto. Para ello, se
consideraron algunos de los planteamientos hechos por diversos matematicos en los siglos
XVIly XVIII, tales como Sir Isaac Newton (1643—1727), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716), Johann Bernoulli (1667-1748), Jakob Bernoulli (1655-1705), Leonhard Euler (1707-
1783) y Augustin Louis Cauchy (1789-1857), con el fin de esclarecer y diferenciar esos
momentos en los cuales, por un lado permitieron el desarrollo de la nociéon de EDO y por
otro lado se fue dirigiendo al enfoque que se promueve hoy en dia.

En el libro de Jiménez et al. (2022) se pueden encontrar con detalle y profundidad los
planteamientos histdricos sobre la nocién de infinitesimal, donde sefialan inicia con los
griegos de los afios 300 a. C., la cual se retom6 dos mil afios después en Italia e Inglaterra en
el siglo XVI, lo que provoco una disputaentre los jesuitas y los galileanos en la primera,
mientras que en la segunda hubo una confrontacion entre el fildsofo Thomas Hobbes (1588—
1679) y el matematico John Wallis (1616—1703). Ademas, los autores mencionan que la
disputa sefalada gener6 que los infinitesimales fueran un tema controvertido y a la par de
interés para muchos, en particular para Newton, uno de los desarrolladores del calculo, el
cual formul6 basado en las ideas de Wallis, a las que incorpord un formalismo para los
indivisibles ! desarrollados por Bonaventura Cavalieri (1598-1647), lo cual lo llevo a
transformar el problema geométrico de encontrar cuadraturas, en un problema analitico de
calcular areas bajo una curva.

Se puede decir que el surgimiento de las ecuaciones diferenciales se dio a la par que el calculo
(Napoles, 1998), de tal forma que podemos encontrar en los planteamientos realizados por
Newton y Leibniz, razonamientos en los cuales estaba implicita una ecuacion diferencial,
particularmente en aquellos problemas en los cuales era necesario determinar ciertas
cuadraturas. Esto se hace evidente en diversos problemas, los cuales en su mayoria se
asociaban a la fisica, cuyos resultados fueron presentados en las Acta Eroditorum que se
publicaron a finales del siglo XVII y principios del siglo XVIII. Particularmente, los
razonamientos de Newton y Leibniz, que se acercaban al planteamiento de ecuaciones
diferenciales, estaban asociados con los diferenciales, Napoles (1998) menciona que el
“término aequatio differentialis fue primero usado por Leibniz (en un sentido bastante
restringido) en 1676 (p. 56). Ademas, agrega que fue Newton el primero que clasifico las
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, estableciendo la relacion entre el
cociente de diferenciales con una de las variables, que convencionalmente en la actualidad

I Jiménez etal (2022) sefialanque “indivisible es un término especialmente acufiado por los gedmetras del siglo
XVII para designar, suponiendo que tal cosa existe, a un objeto geométrico infinitamente pequefio en algun
sentido, que se precisa a partir del contexto en que se le aplica” (p. 131)
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dy .y
representamos como i f (x), relacion que en su momento fue planteada por Newton en

términos de fluentes (cantidades acumuladas) y fluxiones (tasas a las que se acumulan), de
la forma x = x(t).

Aun y cuando se podria decir que Newton y Leibniz desarrollaron los primeros
razonamientos asociados a las ecuaciones diferenciales, en la tesis de Henao (2016) se afirma
que los principios del surgimiento de las ecuaciones diferenciales, los podemos relacionar
con las ideas formuladas por Christiaan Huygens (1629-1695) en 1673, en su obra
Horologium oscillatorium sive motu pendulorum ad horologia aptato demostrationes
geometricae?, en la que presenta una demostracion geométrica del problema de la curva
isdcrona asociado con la construccion de un reloj isocrono. En esta obra se puede ver que las
estrategias empleadas por Huygens no estaban demasiado alejadas de como se conciben hoy
en dia las ecuaciones diferenciales, de tal forma que podriamos asociarlo a un planteamiento
y solucion fortuita de una ecuacion diferencial en una representacion geométrica. Huygens
buscaba la forma de una curva que permitiera la construccion de un reloj cuyo péndulo
tuviera un periodo de oscilacion independiente de la amplitud, encontrando en la cicloide su
respuesta, la cual era una curva muy estudiada en esos momentos. Mas adelante se desarrolld
y presento una version analitica, la cual fue establecida por Jakob Bernoulli.

Con la intencion de establecer estrategias para el anadlisis, planteamientoy resolucion de
diversos problemas de la fisica, podemos encontrar los primeros acercamientos entre los
infinitesimales y las ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ejemplo, Recalde y Henao
(2018) analizan las primeras estrategias en las cuales se emplearon los infinitesimales como
herramienta para plantear ecuaciones diferenciales en problemas asociados a la fisica, tales
como la curva isdcrona, la tractriz, la catenaria y la braquistocrona. Particularmente, es el
problemade la curvaisdcronaen el que se obtiene por primera vez una solucion con el uso
de los infinitesimales en términos de como los plantearon Newton y Leibniz. Esta solucion
fue desarrollada por Jakob Bernoulli, quien fue estudiante de Leibniz, y sus estrategias se
basaban en los desarrollos de su mentor, de tal forma que podemos ver en el Acta Eroditorum
de 1690 una prueba analitica del planteamiento y solucion de una ecuacion diferencial
ordinaria para el caso de la isdcrona. Sabiendo que existia una demostracion geométrica para
este problema, establecida por Huygens, de manera analitica y con el sustento del célculo
recién desarrollado (en particular, las ideas de Leibniz), Jakob Bernoulli formul6 un
planteamiento geométrico del problema, como se puede observar en la Figura 1, pero

desarrollando un analisis algebraico, proponiendo la ecuacion diferencial dy./b?y — a3 =

dxva3, en donde a y b son consideradas como constantes.

Fue en esa ecuacion diferencial en la cual Bernoulli desarroll6 la estrategia que hoy en dia
conocemos como el método de separacion de variables (Bernoulli, 1690), el cual se puede

2 Traduccion al espanol: El reloj de péndulo: o demostraciones geométricas relativas al movimiento de los
péndulos aplicadas a los relojes



visualizar en la segunda imagen de la Figura 1. Ademas, se sefiala que fue en ese proceso
donde por primera vez se utilizo el término integrar en una publicacion (Napoles, 1998). La

solucion coincide con lo planteado por Huygens, es decir, es efectivamente una cicloide, en
2

.y . 2b%*y-2a®
este caso, representada por la ecuacion algebrawaT a®,/b2y — a3 = x+/a3. Respecto

a ello, Kline (1992) senala que Leibniz realizé una prueba para este problema, aunque no
reporta la estrategia que éste empled en algin documento.

Figura 1.

Representacion geométrica del planteamiento para la curva isocrona y prueba algebraica
desarrolladas por Jakob Bernoulli.
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Nota: estas representaciones fueron extraidas del documento de Bernoulli (1690).

Para el problema de la tractriz que se aborda con mas detalle en Henao (2016), Leibniz
plantea una solucion utilizando las estrategias geométricas empleadas previamente y
apoyandose en semejanza de tridngulos, la cual involucra el uso de infinitesimales. En este
problema se buscaba determinar la curva que recorria cierto objeto al ser arrastrado por
encima de un plano horizontal mediante una cuerda con longitud constante, de tal manera
que el extremo libre de la cuerda se mueve sobre una linearecta sobre el plano. A partir de
una curvadada, la cual serd denotada por C, y unarectatangente r a estacurva en un punto
especifico P, y trazando paralelas a los ejes, Leibniz consideraba un tridngulo rectangulo
generado a partir de la tangente y de la paralela al eje vertical, en el cual se genera en su
interior un triangulo rectangulo semejante que involucraba a los diferenciales dx y dy como
sus catetos, considerados a su vez como cantidades infinitamente pequefias. En la Figura 2
se muestra un bosquejo de este planteamiento.

Utilizando semejanza de triangulos es como se llega al planteamiento de una ecuacion
diferencial, dado que el tridngulo ABP es semejante al tridangulo DEP, por lo tanto, si
contemplamos la semejanza de los catetos, tendriamos que

dy _ y

dx /az — yz
lo cual representa una ecuacion diferencial ordinaria, la cual de igual forma queen el caso de
la curva is6crona, se puede resolver mediante el uso del método variables separables.



Figura 2.

Planteamiento geométrico de Leibniz.

Nota: En este grafico, se ha exagerado la elaboracion del tridangulo con los difrenciales para
hacerlo visible y entender de donde proviene el modelo algebraico propuesto por Leibniz, ya
que corresponde a un triangulo infinitesimal.

Para entender a qué se hacereferencia cuando se habla del método de separacion de variables
se presenta a continuacion el desarrollo para la ecuacion diferencial planteada por Leibniz,
cuya finalidad es poner en contexto el proceso que ayudard a comprender cuando se hace la
aseveracion a la concepcion de los diferenciales como cantidades manipulables.

La separacion de variables consiste en representar en cada lado de la igualdad una variable
distinta. Aprovechando que, en el enfoque infinitesimal el diferencial es una cantidad, se
pueden usar las reglas algebraicas de despeje en ella. En la ecuacion anterior, ésto quedaria
representado de la siguiente forma

J@=5?
y

Para la solucion, se tienen que emplear las herramientas que provee el Calculo Integral.

y = —dx

Otros dos problemas que fueron abordados por Newton, Leibniz y los hermanos Bernoulli,
fueron el de la catenariay el de la braquistocrona, los cuales se detallan en Henao (2016). La
autora sefala que el primero de ellos, también denominado el problema del cable colgante,
fue planteado por Jakob Bernoulli a los otros matematicos, y consistia en encontrar una curva
que modelara el comportamiento de una cuerda flexible e inextensible sujeta rigidamente por
sus dos extremos. Respecto a ello, Kline (1992) menciona que Leibniz, Huygens y Johann
Bernoulli resolvieron este problema, solo que la solucion de Huygens era geométricay
confusa, mientras que la de Bernoulli es la que podemos encontrar hoy en dia en los textos
de mecénica y estaba basada en el calculo infinitesimal, conduciendo a la ecuacion

dy_

S
dx ¢



donde s es la longitud del arco comprendido entre dos puntos de la curva generada por el
cable, y ¢ depende del peso por unidad de longitudde la cuerda. Lo cual lleva a la solucion
conociday = ¢ cosh (g), a la cual Leibniz también lleg6 utilizando una estrategia similar al

problema de la tractriz.

El segundo problema, el de la braquistécrona, fue propuesto por Johann Bernoulli en 1696
en el Acta Eroditorum como un reto, que consistia en determinar la curva por la cual un mévil
a partir de su propio peso se desplace de un punto a otro en el menor tiempo posible. En este
caso, como se menciona en Sanchez y Valdés (2008) fue Leibniz el unico en plantear una
solucion, pero ¢l mismo solicité6 a Bernoulli que ampliara el plazo para dar a otros la
oportunidad de resolver el problema, lo cual permitié que Jaques Bernoulli, L’Hopital y un
autor inglés (el cual Bernoullino dudo6 en sefialar que era Newton), dieran respuesta a este
problema. Respecto a ello, Henao (2016) menciona que “Bernoulli llega a la conclusién que

X

la ecuacion diferencial que rige este tipo de movimiento es dy = dx ” (p. 48), la cual

a—Xx
se puede resolver mediante el método de separacion de variables y llegar a la conclusion que
la curva buscada es la cicloide.

Recalde y Henao (2018) consideran como un obstaculo epistemologico? a esta forma de
trabajar la modelacion sin un sustento tedrico, ya que los resultados obtenidos se justificaban
solamente por el hecho de que funcionaban, pero no tenian un argumento riguroso que
afianzara las ideas planteadas por los diversos matematicos.

En Népoles (1998) se sefiala que Johann Bernoulli en 1692 encontré otro método que en la
actualidad sigue vigente, el del factor integrante, el cual desarroll6 a partir del hecho de que
no podia aplicar por completo el método de separacion de variables para la ecuacion
diferencial axdy — ydx = 0, en la cual se consigue separar las variables, pero no se podia
integrar debido a que ain no se introducian los logaritmos.

Kline (1992), sefiala que para 1740 ya se habian establecido todos los métodos conocidos
para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, pese a lo cual Napoles y Negron
(2002) mencionan que “los métodos eran incompletos y la teoria general de las ecuaciones
diferenciales, a comienzos del siglo XVIII no podia ser propuesta” (p. 37). Lo cual coincide
con lo mencionado previamente por Recalde y Henao (2018), respecto a que esa falta de un
desarrollo tedrico pudiera considerarse como un obstéaculo epistemologico. Respecto a ello,
se menciona que Euler en su obra “Intitutiones Calculi Integralis*”, sistematiza todo lo
desarrollado previamente, de tal forma que se puede encontrar lo que seria la primera teoria
relacionada con las ecuaciones diferenciales ordinarias (Napoles y Negron, 2002). Los
autores argumentan que en esta obra se pueden encontrar los contenidos que hoy en dia se

3 Los autores sefalan que “en este articulo se toma como referencia la nocion de obstaculo epistemoldgico
expuesta por Guy Brousseau en (Brousseau, 1998)” p. (66).
4 Traduccion al espafiol: Fundamentos del calculo integral
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consignan usualmente en un primer curso de Ecuaciones Diferenciales, comenzando con
ecuaciones diferenciales de primer orden y los diferentes métodos para resolverlas, asi como
los métodos de variables separables, exactas, etc., para después pasar a las ecuaciones
diferenciales de orden superior. Ademads, uno de los elementos que destacan Napoles y
Negron (2002) en este texto es la “forma de conceptualizar las Ecuaciones Diferenciales

. . ., dy . . . . .
Ordinarias, la expresion ™ significa para Euler un cociente entre diferenciales y no nuestra

derivada actual” (p. 37); como se puede ver, Euler concibe el cociente de la misma forma en
la que Newton y Leibniz lo hacian.

Con todo el desarrollo formulado previamente, se agrega en Napoles y Negron (2002) que el
concepto de ecuacidn diferencial se mantiene relacionado con el concepto de diferencial
hasta alrededor de 1821, cuando Cauchy le asigna el nombre de derivada. En los libros de
textos actuales se mantiene vigente esta version establecida por Cauchy, “aunque cuando se
exponen los métodos de resolucion de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer
orden se usa la primera concepcion sin explicitarla (es decir, la derivada yano es la derivada,
sino un cociente entre diferenciales)” (p. 47). En ese sentido, podemos notar dificultades
asociadas a la nocion de diferencial en la incorporacion de estas dos versiones en los libros
de texto, y por tanto en como se presenta la idea de diferencial a los estudiantes en distintos
cursos universitarios, tal como lo mencionan Recalde y Henao (2018), quienes sostienen que
es comUn queun curso asociado a matematicas se presenta la version establecida por Cauchy,
pero en cursos que se relacionan con la fisica se suele trabajar con las estrategias
infinitesimales planteadas por Newton y Leibniz.

Por altimo, al referirse a las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, Napoles y
Negron (2002) mencionan que se han dado en tres escenarios, el algebraico, el numérico y el
geométrico, donde cada uno tiene sus propios procedimientos. Para ello, agregan que es
habitual que, de los tres, el que suele aparecer en los libros de texto es el algebraico, mientras
que el numérico solo aparece en los cursos de Anélisis Numérico, y que el caso de las
soluciones geométricas, a pesar de ser uno de los sustentos a los que mas se recurria en sus
iniciosy tener mas de 100 afios de antigiiedad, solo se retoma en el tratamiento de isoclinas
y el campo de pendientes. Respecto a ello, los autores sefialan que, al presentar las soluciones
de forma aislada en diferentes cursos, los estudiantes presenten dificultades para establecer
conexiones entre estos tres escenarios.

Con lo desarrollado aqui, se puede percibir que hay dos elementos fundamentales en el
planteamiento y desarrollo de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

a) El primero de ellos es el surgimiento de la geometria analitica establecida por
Descartes, ya queen los problemas fisicos que se abordaron en los siglos XVIy XVII,
¢ésta era unarepresentacion de suma importancia para poder plantear y dar respuesta
a esos problemas.

b) El otro elemento importante fue el trabajo con los infinitesimales, en particular con
el uso de diferenciales, lo cual permiti6 traducir los problemas fisicos del contexto
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real a un contexto puramente matematico, donde la modelacion algebraica fue
esencial, de tal forma que podemos ver la importancia de comprender la nocion de
diferencial y el planteamiento de problemas en una representacion geométrica, con el
fin de promover el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Con lo anterior, la orientacién de los cursos previos a Ecuaciones Diferenciales, como los de
Célculo, deberian promover la relevancia del planteamiento geométrico para la modelacion
de problemas de la realidad y la comprension de una nocion tan importante como la de
diferencial. En ese sentido, Recalde y Henao (2018) mencionan que “el planteamiento de
problemas de la fisica y su posterior modelacion y solucidn exige que los estudiantes hagan
uso de la intuicién y de estrategias heuristicas en las que se privilegia el razonamiento
inductivo” (p. 68), por lo cual agregan que el surgimiento de las técnicasde solucion de las
ecuaciones diferenciales ordinarias proviene de la modelacion de problemas. Ademas,
agregan que “la ensefianza de las ecuaciones diferenciales deberia incluir la reflexion y
discusion del concepto de diferencial” (p. 68), anadiendo que usualmente en los cursos de
Célculoy de Ecuaciones Diferencialesno se estudia este concepto. Con ésto, se concluyeel
analisis historico-epistemologico asociado con el surgimiento de las ecuaciones diferenciales
ordinarias y su relacion con los infinitesimales.

2.2 ESTADODEL ARTE

Aqui se profundizaré sobre diversos articulos que analizan tematicas similares a las que se
desarrollan en este proyecto, tales como infinitesimales, ecuaciones diferenciales ordinarias,
modelacion, uso de tecnologia y medios semioticos, los cuales en cierta medida fueron
considerados en el andlisis historico-epistemoldgico presentado en el apartado anterior. En
ese sentido, lo primero que se podra observar es que no hay articulos desarrollados sobre las
ecuaciones diferenciales ordinarias a partir de los diferenciales desde la perspectiva de la
Matematica Educativa, por lo cual se considera que este proyecto puede aportar en esa
direccion.

Sabiendo lo anterior, se concentran los esfuerzos de presentar articulos que involucran la
nocion de diferencial desde la perspectiva del calculo y en el caso de las EDO, se centrara en
los diversos trabajos que se han desarrollado, resaltando la importancia de la profundidad de
estanocion matematica desde un punto de vista educativo, sobre todo aquellos realizados en
los Gltimos afios y en los cuales se involucren la importancia de lamodelacion matematica y
del uso de la tecnologia, debido a que al considerar el desarrollo de las EDO se puede
observar que la modelacion matematica de fendmenos de la realidad fue un proceso
fundamental para su desarrollo y relacion el diferencial, y que el uso de tecnologia puede
proveer una herramienta que ayude a establecer esta relacion.
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2.2.1 Sobre las EDO

En esta seccion, se resumen algunas ideas de articulos asociados con la nocion de ecuacion
diferencial ordinaria, para los cuales se han considerado aquellos que tienen una relacion mas
cercana con la intervencion que aqui se desarrollara (Napoles, 2003; Camacho, Perdomo y
Santos-Trigo, 2009; Dullius, 2009; Hernandez, 2009; Imazy Moreno, 2010; Perdomo, 2010;
Barrera, Tellez, Le6n y Amaya, 2012; Rodriguez y Quiroz, 2016; Carranza, 2019; Napoles
y Rojas, 2020), considerando la importancia de la modelaciéon matematica, el uso de la
tecnologiay el trabajo con diferentes medios semioticos, como medios de apoyo paramotivar
la comprension de la nocidén de ecuacion diferencial ordinaria.

Entre los problemas asociados a la comprension de las ecuaciones diferenciales, se pueden
encontrar los que mencionan que, en el trabajo en los cursos de Ecuaciones Diferenciales, se
promueve el desarrollo a partir de lo analitico. Napoles (2003) menciona que los conceptos
que estan alrededor de las EDO se presentan y disfrazan con una formula o algoritmo, lo cual
dificulta la comprension de éstos. Ademas, Rodriguez y Quiroz (2016) sefialan que “la
ensefianza usual de un curso de Ecuaciones Diferenciales (ED) se limita a la presentacion de
una serie de procedimientos analiticos que den respuesta a problemas matematicos sin
contexto” (p. 101). Podria decirse que darle ese protagonismo a lo analitico, incide en los
problemas que pueden tener los estudiantes en el trabajo con otros tipos de representacion,
de tal forma que como sefnala Hernandez (2009), aunque los estudiantes pueden ser
conscientes de lo que realizan algebraicamente, cuando se presenta la representacion
geométrica, en particular en las soluciones de las EDO, no son capaces de comprender el
comportamiento grafico. Incluso, Perdomo (2010) agrega que cuando se les plantea un
problema que requiere un planteamiento grafico, los estudiantes suelen mostrar rechazo,
sobre todo cuando se les introduce un nuevo concepto relacionado con las EDO.

Una relacion que resulta problematica en el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales
ordinarias es la que se éstas tienen con el concepto de derivada, de tal forma que es necesario
que se tenga claridad en este ultimo para poder generar un puente conceptual entre estas
nociones. Camacho, Perdomo y Santos Trigo (2009) hacen una aseveracion a lo anterior,
para lo cual agregan que es importante que se comprenda el concepto de derivada y
aprovechar los distintos tipos de representacion de éstas, para establecer una relacion con las
EDO. Ademas, Perdomo (2010) reporta que los estudiantes tienen dificultades para
relacionar la nocion de EDO con la de derivada, sobre todo si se trabaja con un recurso
tecnologico. De igual forma, en el trabajo realizado en Rubal (2018) se pudo constatar que
los estudiantes presentan dificultades para poder realizar una conexion entre la nocion de
derivada y de las EDO, lo que, a su vez generaba que tuvieran problemas para trabajar con
distintos tipos de representacion. Carranza (2019) amplia ain mas el foco hacia esta
problematica, realizando un anélisis entre el curso de Célculo 1 y el de Ecuaciones
Diferenciales e inclusoel curso de Fisica 1, sefialando que lo que se presenta en Calculo I no
tiene relacion con lo presentado en los otros dos cursos, pues mientrasen este curso la parte
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de derivadas suele presentarse en las lltimas unidades, el de Fisical trabaja en sus primeras
unidades con nociones que estan directamente relacionadas con la derivada, y que incluso la
forma de trabajar en Fisica I podria estar mas relacionada con un curso de Ecuaciones
Diferenciales que de Calculo I.

El protagonismode lo analitico y la desconexion entre lanocion de derivaday de EDO, son
dos problemas que los sefiala Dullius (2009) mencionando que en los cursos de Ecuaciones
Diferenciales se le ha dado una mayor importancia a la representacion algebraica, lo que
provoca que los estudiantes lleguen a dominar los métodos que se les presentan, pero no las
concepciones que hay detras de ellos. En ese sentido, la autora sefiala que los estudiantes
pueden evidenciar que las EDO estan relacionadas con las derivadas e integrales, pero no
logran establecer una relacion conceptual.

Aun con las problematicas seiialadas, un elemento que se destaca en algunos de los trabajos
que se presentan (Dullius, 2009; Perdomo, 2010; Rodriguezy Quiroz, 2016; Napolesy Rojas,
2020), es el uso de tecnologia comoun recurso de apoyo que permite introducir lanocion de
EDO y ayuda a facilitar su aprendizaje. En Rubal (2018) se concluye que el uso de la
tecnologia, en particular de applets de GeoGebra, potencializa el aprendizaje de los
estudiantes, al manipular las herramientas del software y visualizar el comportamiento
grafico de las EDO. Ademas, utilizar herramientas tecnolégicas como GeoGebra, ayuda a
analizar las ecuaciones diferenciales y sus soluciones, lo cual facilita el proceso de
aprendizaje de los estudiantes (Perdomo, 2010). En su trabajo, Dullius (2019) sefiala que el
uso de la tecnologia como recurso, ayudo a los estudiantes a tener una mayor comprension
sobre las ecuaciones diferenciales. Siendo un poco mas generales por el desarrollo de su
trabajo, Rodriguezy Quiroz (2016) afiaden que “la tecnologia proporcionaun apoyo para la
vivencia de experiencias de trabajo en contextos de areas ingenieriles diversos donde se
aplican ecuaciones diferenciales en el mismo salon de clase” (p. 119), lo cual a su vez resulta
de motivacion para los estudiantes.

Aun con lo anterior, Barrera, Tellez, Leon y Amaya, (2012), sefialan que, aunque los
estudiantes reflexionan en lo que realizan con el uso de recursos tecnoldgicos en el
aprendizaje de las ecuaciones diferenciales, muestran dificultades para manipular la misma
herramienta, lamayoria de ellas asociadas a las mismas caracteristicas del recurso. Agregan
que, el uso de la tecnologia permite que los estudiantes puedan conectar dos representaciones,
en este caso, la grafica y tabular, aunque lo hacen de forma inconsciente.

Otro elemento que ha sido importante en varias de las referencias consideradas, es la
modelacion como un proceso importante para la asociacion entre las EDO y los fendmenos
de la realidad. Rodriguez y Quiroz (2016) conciben la modelacion matematica como “un
proceso ciclico que vincula el dominio real con el matematico” (p. 104). En el desarrollo de
su propio ciclo de modelacion, las autoras involucran un modelo pseudo-concreto, uno fisico
y uno matematico, el cual aplican para el disefio de una situacion para el estudio de la carga
y descarga de un capacitor en un circuito RC, enfocada en estudiantes de ingenieria, en ella
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aparece la modelacion de esta situacion a partir de una EDO y su respectiva solucion. En
cambio, Napoles y Rojas (2020) consideran la modelaciéon que promueve la Educacion
Matematica Realista (EMR), la cual se basa en un proceso de matematizacion progresiva
donde encontramos la matematizacion horizontal que estd basada en el analisis del fenémeno
de estudio y la matematizacion vertical en la cual se introduce y trabaja dentro de lo
matematico. Particularmente, los autores plantean una actividad asociada con el COVID-19,
en la cual se considera el modelo establecido para las personas susceptibles a infectarse, los
infectados y los recuperados (SIR). Por su parte, Carranza (2019) utilizala modelacién de un
fendmeno en movimiento, con la cual analiza si este fendmeno es util para identificar la
nocion de variacidon en las ecuaciones diferenciales.

Pero, no siempre se puede promover el trabajo con algin tipo de modelacion matematica, ya
que, en algunos casos el no tener algun contexto asociado a la realidad puede causar
dificultades. Respecto a ello, Hernandez (2009) agrega que los problemas que suelen tener
los estudiantes en el trabajo con diferentes tipos de representacion podrian deberse a la
descontextualizacion que se tiene en el curso de Ecuaciones Diferenciales.

Un proyecto que ha considerado importante abordar todos los elementos que previamente se
han mencionado es el Inquiry-Oriented Differential Equations (IODE), desarrollado por
varios autores y colaboradores, que pueden ser identificados en el articulo de Rasmussen y
Kwon (2007). Hoy en dia cuentan con una pagina especifica (https://iode.sdsu.edu/) a la cual
se puede ingresar para conocer mas de lo que ellos desarrollan. Basados en las ideas
constructivistas de la Educacion Matematica Realista (EMR) desarrollada por Hans
Freudenthal, contemplan los siguientes objetivos:

e Que los estudiantes reinventen muchas de las ideas y métodos matematicos
fundamentales para analizar las soluciones de las ecuaciones diferenciales.

e Buscan tareas desafiantes, que reflejen situaciones reales, que sirvan de punto de
partida para que los estudiantes comiencen a indagar.

e Debe existir un balance entre el tratamiento de los enfoques analitico, numérico y
grafico. Estos enfoques deben surgir de forma méas o menos simultanea en las
realizaciones de los estudiantes. (Perdomo, 2010)

Particularmente, estan enfocados en el desarrollo de un curso de Ecuaciones Diferenciales
que considere estos elementos mencionados como parte fundamental del desarrollo del
aprendizaje que debe promover el curso. Para mas detalles se puede consultar la tesis Rubal
(2018), en la cual se detallan mas elementos importantes sobre este proyecto.

Una coincidencia que podemos encontrar en las conclusiones de la mayoria de los trabajos
revisados, es la importancia que tieneel uso de tecnologia y la modelacién en el trabajo con
las EDO. Napolesy Rojas (2020) concluyen que el proceso de ensefianzay el de aprendizaje
de la “resolucion de problemas intramatematicos o extramatematicos (con modelos basados
en ecuaciones diferenciales ordinarias) se perfeccionay se enriquece con los aportes que
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brinda la integracion de la modelacion, las TIC, la visualizacion matematicay la Educacion
Matematica Realista” (p. 12). Ademas, Rodriguez y Quiroz (2016) concluyen que utilizar
como estrategia didactica la modelacion matematica “permitio el acercamiento de los
alumnos a problemas en contexto donde es posible la utilizacion de las matematicas para dar
respuesta a fendmenos propios de la ingenieria” (p. 119) y que, utilizar diversos recursos
tecnologicos potencializa el proceso de modelacion. Finalmente, Carranza (2019) rescata la
importanciade analizar la relacion entre los distintos cursos alrededor de las ecuaciones
diferenciales, y de como proponer una articulacion, a partir del anélisis de un fendmeno de
movimiento, con el apoyo de la modelaciéon matematica y la experimentacion digital.

Ademas, otro elemento que es sefialado por diversos autores (Perdomo, 2010; Rodriguez y
Quiroz, 2016; Napoles y Rojas, 2020), como un factor importante en el aprendizaje de los
estudiantes de ingenieria, es la situacion real con la que trabajan, ya que la intencion de la
intervencion a desarrollar es llevar situaciones con las cuales se sientan identificados, y que
a su vez estén apegadas a sus campos de estudio, de tal forma que se refuerce la relacion de
la matematica con su entorno mas proximo.

Es importante sefialar que, en todas las revisiones bibliograficas que se presentan en este
apartado se promueve el trabajo con el enfoque de ensefianza tradicional del calculo, que es
el de limites, y por tanto, las problematicas asociadas con la relacion entre el calculo y las
ecuaciones diferenciales, podrian deberse por promover este enfoque. Es decir, en ningin
momento se hace referencia al diferencial como unanocién fundamental para la introduccion
de las EDO y la modelacion de situaciones de la realidad con éstas. En el siguiente apartado,
se profundiza sobre la importancia de la nocion de diferencial, realizando una documentacion
de trabajos que van sobre el enfoque en el que se asentara la propuesta, el enfoque
infinitesimal.

2.2.2 Sobre los infinitesimales

Se han seleccionado varios articulos relacionados con lanocion de diferencial, con el fin de
rescatar la importancia del trabajo con estanocion y lo que permitiria desarrollar si en el aula
se profundizara sobre ella. Algunos trabajos que presentan los infinitesimales con un enfoque
similar al que se utilizard en este proyecto, son los libros desarrollados por Imaz y Moreno
(2010) y Jiménez et al (2022), y los articulos de Dray y Manogue (2010), Ely (2020), Ely y
Samuels (2021) y Ver6n et al. (2022).

Un elemento importante que se llega a mencionar en la mayoria de estos trabajos es que el
enfoque infinitesimal puede considerarse como una ruta alternativa para el desarrollo del
calculo. Particularmente, Imaz y Moreno (2010) desarrollan un libro en el cual se presenta
un analisis exhaustivo sobre el desarrollo del calculo, enfocado principalmente sobre la
nocion de infinitesimales. Los autores se basan mayormente en las ideas establecidas por
Leibniz, que retoma Euler, respecto al uso de los infinitesimales en el tratamiento de la
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derivada y la integral. Ademas, la intencion de la reconceptualizacion de la ensefianza del
calculo es posible si el enfoque que se promueve es uno distinto del tradicional, por ejemplo,
el enfoque infinitesimal, donde el diferencial es considerado como una cantidad manipulable,
y que juega un papel primordial en el desarrollo de ideas de este enfoque (Jiménezet al,
2022).

En Ely (2020) se retoma lo anterior, ya que sefiala que en el calculo diferencial el objeto de
estudio fundamental deberia ser el diferencial, no la derivada. A partir de esto, el autor
presenta algunas ideas de como los diferenciales pudieran ser considerados para el caso de
las derivadas y de las integrales, considerando para las primeras, cambios infinitamente
pequefios sobre una variable especifica. Mientras que, en el caso de las integrales, se les
considera como la suma de todas las diferencias para un intervalo especifico. Con esto, el
autor sefiala que esta vision permitiria establecer una relacion entre las ecuaciones
diferenciales y las ecuaciones acumuladas a partir de los diferenciales y, por otro lado, que
el trabajo con la regla de la cadena y la derivacidon implicita surja de forma natural.

Uno de los problemas que se sefiala en estas publicaciones, es que se confunde lo que se
presenta en un curso de Calculo, con el que se consideraria como uno de Analisis, sobre todo
por la formalidad que se asume en el primero y sobre el que se desarrollan las nociones
involucradas y en el que ademas, el enfoque infinitesimal ya no tiene relevancia. Imaz y
Moreno (2010) sefialan que Cauchy introdujo el rigor al Célculo con el fin de asentar bases
tedricas al desarrollo establecido con el enfoque infinitesimal, todo esto lograndolo mediante
la definicion de limite. Los autores argumentan que a partir de estas ideas establecidas por
Cauchy, se fueron dejando de lado las versiones preliminares asociadas a los infinitesimales,
de tal manera que ellos los asocian con distintos sindromes, en particular el de Klein y el de
Cantor, el primero asociado a “excesos de rigor debido a una confusion contagiosa entre el
Célculo y el Analisis” (p. 59) y el segundo la definen como un rechazo hacia los
infinitesimales, de tal forma que mencionan que Cantor los nombracomo “bacilos coléricos
de la matematica”.

Algunos de estos articulos, retoman la importancia de la formacion de ingenieros y
consideran que, formarse una concepcion adecuada de los diferenciales podria convertirse en
una herramienta util para los estudiantes en los cursos de Calculo y los cursos practicos que
estan asociados a sus campos de estudio. El poder trabajar con los diferenciales de tal forma
que los estudiantes puedan concebirlos como cantidades manipulables, les podria ser de
utilidad para desarrollar habilidades asociadas con la modelacion y que podrian aplicar en
fenomenos de estudio que sean de su interés o el de su ingenieria. En ese sentido, Ely y
Samuels (2021) sefialan que ‘“‘es perfectamente confiable manipular los diferenciales
algebraicamente como si fueran cantidades, un hecho que no es un secreto para los ingenieros
y cientificos, ni para varios siglos de generaciones de practicantes del Calculo diferencial”
(op. cit., p. 2). Por su parte, Dray y Manogue (2010) enfatizan el hecho de que
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“manipulaciones como éstas son tipicas de la forma en que los cientificos e ingenieros usan
el Calculo en la practica, pero rara vez se las ensefia en los cursos...” (p. 2).

Vero6n et al (2022) presentan una investigacion en la cual hacen varios cuestionamientos a
estudiantes de ingenieria, éstos estaban asociados con el diferencial de la masa de un
fenémeno de la realidad, con la intencion de poder analizar a cudl de los conceptos del
diferencial pueden estar relacionados. Particularmente, en el estudio consideran la version de
diferencial establecida por Leibniz, Cauchy, Frechet y la del analisis no estandar. Los autores
sefialan que, las respuestas que obtuvieron, en su mayoria se podian asociar con la concepcion
establecida por Leibniz, en la cual el elemento central es el diferencial como cantidad
infinitesimal; en menor medida sus respuestas se asemejan a la establecida por Cauchy,
donde el diferencial estd restringido a un cociente de diferenciales; mientras que, en un solo
caso a la version de Frechet y ninguna a la del andlisis no estandar. Respecto a lo que
presentan en su articulo, los autores concluyen que “los resultados motivan a pensar que el
formador de ingenieros debe ser capaz de crear oportunidades para que los estudiantes
movilicen los distintos significados parciales del concepto de diferencial y sus
interconexiones” (p. 93).

Algunos de los articulos (Dray y Manogue, 2010; Imaz y Moreno, 2010; Ely, 2020) muestran
que tantolos cursos de Calculo Diferencial como el de Calculo Integral para ingenieros,
podrian desarrollarse a partir del enfoque infinitesimal, y que particularmente, la version de
Leibniz seria ideal para ello (Veron et al, 2022). En ese sentido, este proyecto tiene la
intencion de seguir una ruta didactica en la cual el enfoque infinitesimal establecido por
Leibniz sea el que permita introducir lanocion de EDO, a partir del trabajo matematico con
los diferenciales. Estavision de los autores abre una brecha a la que muchos se han resistido
a lo largo del tiempo, sobre todo basados en lo que denominan como el sindrome de Cantor,
es por ello que sus argumentos, aunados a los que se han planteado aqui previamente en el
analisis historico-epistemoldgico, nos muestran la importancia de invertir tiempo en esa
vision que tenian Newton, Leibniz, Euler y otros autores respectoa los infinitesimales, sobre
todo si pensamos en el hecho de que muchos de los estudiantes que llevan sus cursos de
matematicas son de ingenieria, los que a su vez son el objetivo de este proyecto, y quienes
ocupan la matematica a un nivel mdas practico que teorico, justamente en la vision
representada en sus inicios por Newton y Leibniz y retomada mas adelante por Euler, y no
tanto la vision de Cauchy, la cual sera considerada pero sin convertirla en el enfoque
dominante.

Es importante sefialar que, las ideas desarrolladas en la cual el diferencial se asume como
una cantidad infinitamente pequena, se retoma de las ideas de Robinson (1974) sobre los
numeros hiperreales. Particularmente, Imaz y Moreno (2010) profundizan sobre estas ideas,
de tal forma que definen sus caracteristicas y como se conformarian actualmente si los
consideraramos de esa forma, argumentando con nociones importantes del calculo como la
continuidad, la derivada y la integral de una funcion.
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Podemos ver que existen trabajos que tienen la intencion de promover la nocion de
diferencial, y que, aunque en algunos casos no muestran intencion de centrarse
especificamente en el enfoque infinitesimal propuesto por Leibniz, se puede conjeturar que
¢ste pudiera ser un enfoque para considerar en el aprendizaje de los estudiantes. Ademas, en
pocos de los trabajos presentados aparece la nocion de ecuacion diferencial ordinaria, solo
se sefiala como en Ely (2020).

Con esto, se puede concluir que de la revision bibliografica sobre las EDO arroja que el
diferencial no esta siendo considerado como una nociéon importante en su introduccion y
desarrollo. Por otro lado, en la documentacion sobre el diferencial no se sefala con debida
profundidad sobre las EDO. Por tanto, es importante establecer una relacion entre estas dos
nociones, debido a que, como pudimos ver en el apartado historico-epistemologico es
fundamental, sobre todo para el surgimiento de las EDO, en ese sentido este proyecto se
orientara hacia esa direccion.
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3 PROBLEMATICA Y JUSTIFICACION

En este apartado, se profundiza sobre la problematica detectada, considerando los elementos
fundamentales que inciden sobre ella. Primeramente, la atencion se dirigird a la débil relacion
que existe hoy en dia entre los cursos de Célculo Diferencial y el de Ecuaciones
Diferenciales, y como es que hay una diferencia notoria sobre la forma en que se abordan.
Lo anterior nos lleva a notar la escasa participaciéon de una nocion fundamental en el
surgimiento de las EDO, el diferencial, una nociéon que puede ayudar a generar un puente
conceptual entre dichos cursos. Ademas, es importante considerar el elemento que cierra este
puente conceptual y permite construir un puente procedimental que nos lleva a encontrar
soluciones para las EDO, la integral, en la cual el diferencial s6lo es presentado en los cursos
de Célculo Integral como un factor que determina sobre qué variable se debe integrar y no
en términos de su origen fenomenoldgico.

Para abordar esta problemética, se consideran aquellos elementos fundamentales que
permitirdn introducir la nocién de EDO bajo el enfoque infinitesimal. En el desarrollo
historico-epistemologico de las EDO, los contextos extra-matematicos fueron
fundamentales, por lo tanto, es importante considerar situaciones en las cuales estén
involucradas varias magnitudes variables en el contexto de las ingenierias. Una vez realizado
este proceso, la identificacion y clasificacion de las distintas magnitudes asociadas al
contexto permitird llegar a otro momento que sera de gran importancia en el proceso de
conectar el calculoy las ecuaciones diferenciales, lamodelacion matematica, para la cual el
diferencial tendré gran relevancia. Ademas, se consideraque un factor fundamental para que
todo este proceso se lleve a cabo de una forma en la que los estudiantes siempre estén
inmersos es la experimentacion, para la cual serd necesario el uso de recursos tecnologicos
que permitan a los estudiantes poder realizar una tomade datos reales, quea su vez con apoyo
de tecnologia digital puedan analizar y reflexionar para poder plantearuna EDO que modele
el fenomeno analizado, y que en ese mismo proceso sea resuelta.

3.1 EL PROBLEMA

3.1.1 Elcalculo y las ecuaciones diferenciales, tan cerca y tan lejos

El desarrollo historico de las EDO permite evidenciar que la forma en la que éstas surgieron
fue a partir de fendmenos asociados a la realidad, y que el anélisis geométrico fue el que
permitid plantearlas y solucionarlas. Lo anterior se contrapone con lo que hoy en dia se
presenta en los cursos “tradicionales” de Ecuaciones Diferenciales para ingenieria, ya que
como menciona Carranza (2019) al analizar los planes de estudioy a la bibliografia que en
ellos se presenta, podemos encontrar que se promueve en una primera instancia el trabajar
con los métodos algebraicos, y una vez que éstos son desarrollados en el aula es cuando se
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empieza a trabajar con fenémenos de la realidad, lo cual predetermina el hecho de que las
aplicaciones estén influenciadas por las estrategias seguidas en la presentacion metddica de
las EDO. Incluso si consultamos un poco mas atras en el curriculo y planes de estudio, donde
en teoria (aunque no explicitamente) aparecen primeramente las ecuaciones diferenciales
ordinarias, es decir, en un curso de Célculo Diferencial es evidente que por la version (de
Cauchy) enla que se presenta la derivada, a partir de limites, es dificil el que las EDO puedan
ser introducidas, ya que este enfoque restringe la manipulacion de los diferenciales.

Con lo anterior, y por lo que se puede ver en los planes de estudio de fisica, podria decirse
que las EDO tienen una relacién mas proxima con €sta, que propiamente en donde deberian
ser presentadas, es decir, el céalculo. Esto concuerda con lo que sefiala Carranza (2019),
respecto a que es usual que en los inicios de un primer curso de fisica (el cual suele llevarse
ala par del primer curso de calculo) se trabaje con las definiciones de velocidad y aceleracion,
las cuales parten de la concepcion de diferencial, en términos de como lo plantearon Newton
y Leibniz, y donde podria decirse que se considera,n las EDO con condiciones iniciales,
mientras que en un curso de calculo la derivada suele ser presentada mas tarde en la version
mas formal establecida por Cauchy.

Siguiendo con la idea anterior, pareceria contradictorio el hecho de que en un curso de
Calculo Diferencial sea presentada la derivada a partir de limites, la cual tiene fuertes
restricciones sobre la manipulacion de los diferenciales, y que en un curso de Ecuaciones
Diferenciales, en las primeras unidades donde se presentan los métodos de solucion, los
diferenciales se manipulen operativamente, lo que incluso es la esencia del primero de los
métodos presentados en el curso y el primero de los surgidos en la historia, el de separacion
de variables, tal como lo mencionan Napoles y Negron (2002).

Con esto, queda clara lanecesidad de establecer un puente conceptual solido entre los cursos
de Célculo Diferencial y el de Ecuaciones Diferenciales, a propdsito del concepto de
diferencial de tal forma que esto permita a los estudiantes establecer una relacion entre dichos
cursos, entendiendo que el célculo, visto bajo el enfoque infinitesimal donde el diferencial
tiene un rol fundamental, brinda las herramientas que permiten modelar situaciones de la
realidad planteando una ecuacion diferencial ordinaria.

3.1.2 Eldiferencial sin el protagonismo que tuvo en el surgimiento de las EDO

A partir de lo anterior, es notorio que un elemento primordial en el desarrollo de las EDO es
el concepto de diferencial, pues estd directamente involucrado en el planteamiento y
soluciones de las EDO, en términos de como lo planteaban Newton y Leibniz, es decir, de
forma operativa. Respecto a ello, es importante que tanto en los cursos de Calculo como en
los de Ecuaciones Diferenciales se profundice sobre la definicion de diferencial, tal como lo
mencionan Recalde y Henao (2018), es decir, que se promueva la reflexion y discusion en
torno al significado fenomenologico de este concepto dentro de las aulas, ya que esto
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permitiria que la traduccion del lenguaje fisico al matematico de las EDO sea mas
comprensible para los estudiantes.

La aparicion de los diferenciales en el enfoque de limites se podria calificar como un
componente de la “inversion copernicana>”’ (Imaz y Moreno, 2010) realizada al calculo por

: . , o : d ,
Cauchy, Weirstrass y Cantor. Mientras que en el calculo primigenio la derivada d—i} se obtenia

después y como consecuencia de haber determinado las diferenciales individuales dx y dy,
simplemente dividiéndolas, en el calculo weirstrassiano la diferencial dy se define
formalmente a partir de la derivada (dy = f'(x)dx), quedando por lo tanto relegada a un
segundo plano: el papel protagonico se le otorga a la derivada.

Es claro que la version de la derivadaa partir de limites es inadecuada para darle al diferencial
el papel relevante que jugd durante el surgimiento de las EDO. Por tanto, se podria decir que
se les estd privando a los estudiantes de ingenieria la posibilidad de profundizar en un
concepto que podria ser fundamental (Recalde y Henao, 2018), sobre todo para modelar
situaciones de la realidad més proxima a ellos en términos matematicos, y que a partir de ahi
puedan pensar en estrategias plausibles de solucidon. La experimentacion dentro de un
contexto extra-matematico donde estén involucrados los diferenciales, y su manipulacion
algebraica, podria resultar en un camino que les ayude a reflexionar y comprender todo el
proceso de la modelacion matematicay a su vez, ver la utilidad de la derivada en sus propias
practicas.

Como se pudo ver previamente (Ely, 2020; Veron etal. 2022), la version de los diferenciales
establecida por Leibniz podria ayudar a los estudiantes a comprender nociones que les
resultan complejas. Se mencionaen Verdn et al. (2022) que las estrategias empleadas por los
estudiantes para responder a los cuestionamientos asociados con los diferenciales se pueden
relacionar con el enfoqueestablecido por Leibniz, lo que refuerza el hecho de promover sus
planteamientos en este proyecto. Como sefala Ely (2020), la flexibilidad de trabajar con los
diferenciales permitiria encontrar una ecuacion diferencial, que a su vez permita responder
varios cuestionamientos sobre la situacion que se esté desarrollando, entre ellos, los
asociados a sus soluciones para las cuales tiene un papel fundamental la integral, interpretada
desde la perspectiva del enfoque infinitesimal.

3.1.3 El calculo integral como una herramienta para resolver EDO

Otro elemento que es importante considerar en todo este proceso en el cual estdn involucradas
las EDO, son las soluciones, las cuales en sus origenes se apegaban fuertemente a la intuicion
y el planteamiento geométrico de un problema de la realidad (Recalde y Henao, 2018), pero

5 “La diferencia esencial entre el Calculo y el Analisis es precisamente lo que expresa esto que hemos llamado
la inversion copernicana del Calculo.” (p. 42)
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que de a poco, las herramientas analiticas que se desarrollaron con el surgimiento de la
integral permitieron que surgieran diferentes métodos para resolver las EDO (Kline, 1992).

En ese proceso de solucion de las EDO, el diferencial jugaba un papel fundamental, ya que
en esos momentos se concebia a la integral como la suma de todas las diferencias, lo que
refuerza el planteamiento del Teorema Fundamental del Calculo, que en ese momento era
visto por Newton y Leibniz como una herramienta algoritmica poderosa para realizar
calculos sistematizados, lo que a su vez, le da sentido a que en una EDO se tenga la
posibilidad de considerar una familia de soluciones:

[ reaz =Feo-Fea,

permite determinar lo que hoy en dia se establece como la soluciéon de una EDO con
condiciones iniciales, ya que, la solucioén a este problema lo podriamos plantear de la
siguiente forma

Fo) = [ f@iz + F@,

donde F(x) representa la familia de soluciones de la EDO, la integral representa la suma de
todos los diferenciales (Ely, 2020) en un intervalo de unafuncion f(x) y F(a)representala
condicion inicial. Esto se contrapone con lo que hoy en dia se presenta en los cursos de
Célculo Integral, en el cual el diferencial s6lo es presentado como un factor que determina
sobre qué variable se debe integrar, y no en esta vision que permite darle solidez a la nocion
de diferencial.

Con lo mencionado en cada punto anterior, se considera como una posibilidad el concebir
otraruta didéctica que aporte al enriquecimiento de los cursos de Calculo y el de Ecuaciones
Diferenciales. Esta otra posibilidad consiste en basar los cursos en las concepciones
infinitesimales de Newton, Leibniz y Euler, que otorgan un papel preponderante a las
cantidades infinitesimales y los diferenciales, como herramientas matematicas para modelar
situaciones de la realidad. Bajo este enfoque, la derivada es vista como un cociente de
diferenciales, tal como lo concebia Euler (Napoles y Negron, 2002) y éstos a su vez adquieren
un significado fenomenologico como cambios infinitesimales en las magnitudes variables de
interés. De esta manera es posible introducir la nocion de ecuacion diferencial y su papel
como importante herramienta matematica de modelacion, desde el curso mismo de Calculo
Diferencial. Este es el puente conceptual al que nos hemos venido refiriendo, y que es
necesario y posible construir desde el curso de Calculo Diferencial. El puente procedimental
se establece en el curso de Célculo Integral, visto éste desde el enfoque infinitesimal.
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3.2 JUSTIFICACION DE ELEMENTOS CLAVE

3.2.1 La coherencia conceptual y procedimental entre el Calculo y las EDO

El desarrollo historicode las EDO permite constatar que el diferencial era una nocion sobre
la que estaban asentadas las bases de la modelacion y solucidon de una EDO, ésto se puede
visualizar en las construcciones desarrolladas por Bernoulli, Leibniz y Euler, quienes
concebian esta nocion como una cantidad y les permitia modelar situaciones asociadas a la
cinematicay darles solucion solo considerando como el centro de este proceso al diferencial,
basados en argumentaciones geométricas y algebraicas del mismo.

En ese sentido, lo que establecen autores como Ely (2020) y Dray y Manogue (2010) permite
concebir laidea de que es posible que, a partir del enfoque infinitesimal se pueden desarrollar
las ideas asociadas al calculo e introducir de forma natural las EDO. No se puede olvidar,
que en el desarrollo del célculo antes de que se asentara una teoria basada en limites, se
utilizaba un célculo que funcionaba y con el que se estuvo trabajando por alrededor de 150
afios, en ese tiempo la nocion de diferencial era parte fundamental. En la actualidad, cuesta
trabajo pensar que la nocion de diferencial no forma parte de algunos de los libros de texto
que suelen estar en el entorno de desarrollo de un ingeniero y cuando esta presente solo se
aborda de forma superficial (Dray y Manogue, 2010)

En términos del puente procedimental que se busca construir en este proyecto entre el Calculo
y las Ecuaciones Diferenciales, es fundamental queel diferencial sea ese pilar que permita la
conexion entre ambas ramas de la Matematica. En ese sentido, Dray y Manogue (2010)
senalan que “los diferenciales de Leibniz capturan la esencia del Céalculo y deben conformar
el nucleo de sus cursos introductorios” (p. 91).

Al promover que los estudiantes trabajen bajo las ideas de un curso tradicional de Célculo,
los forzamos a trabajar bajo ciertas restricciones en la manipulacion de variables.
Especificamente, una limitante que se tiene en este enfoque es que las funciones los obliga a
trabajar con una sola variable independiente, lo cual genera que cuando se les presentan
expresiones de la forma x3 + y3, los estudiantes inmediatamente suelen cometer lo que se
considera un error frecuente en el calculo de su derivada, ya que el resultado inmediato para
ellos es 3x2 + 3y?2. Pero, como lo explican Dray y Manogue (2010) con los diferenciales
esto tiene totalmente sentido, ya que no se limita a los estudiantes a que trabajen bajo la
influencia de solo una variable independiente, de tal manera que el calculo del diferencial de
la expresion anterior seria correcto: d(x3 + y3) = 3x%dx + 3y?dy. Esto resulta beneficioso
cuando se esta estudiando algun fendmeno de estudio, ya que, en la realidad, suelen estar
involucradas distintas magnitudes variables que pueden estar relacionadas y que, a lahora de
modelar situaciones asociadas con su comportamiento y el cambio de éste, el diferencial
puede jugar un papel fundamental.
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3.2.2 La importancia de la modelacién matemitica en los cursos de Calculo y Ecuaciones
Diferenciales para ingenieros.

Es importante mencionar que la modelacion matemadtica es un elemento que desde el
surgimientode las EDO ha estado presente. Es por ello, que para el desarrollo del proyecto
se tiene considerado que sea una parte importante para el disefio y desarrollo de las
actividades, sobre todo pensando en lo que menciona Ely (2020) acerca del papel de los
diferenciales en el proceso de modelacion. Hasta el momento no hay una decision tomada
respecto al tipo de modelacidon que serd considerado, pero un buen ejemplo que se considera
como un punto de partida para las ideas que se tienen planteadas, es el enfoque de modelacion
matematica desarrollado por Rodriguez y Quiroz (2016), en el cual se considera la
experimentacion como un proceso fundamental dentro del ciclo de modelacion, ademas de
ligarlo no solo a un modelo matemaético, sino también a un modelo fisico, de los cuales se
tienen resultados los cuales a su vez son interpretados hasta llegar a la confrontacion del
modelo con la situacion real, es decir, la validacion de todo el proceso.

Se considera que un elemento que puede proporcionar herramientas que deriven en la
modelacion matematica de las EDO, puede provenir de la experimentacion con los diversos
fenomenos que sean planteados, proceso en el que el estudiante serd considerado un
participante fundamental y activo en el desarrollo del modelo, para lo cual probablemente
tendréd que pasar por un proceso de manipulacion de ciertas tecnologias, que a su vez le
permitan generar conjeturas respecto a la formulacion de un modelo matematico que esté
asociado con las EDO y a su vez, le permita brindar una respuesta intuitiva al fenémeno
analizado, y que en actividades planeadas para mas adelante sus razonamientos se apeguen a
lo desarrollado en un curso de Célculo Integral, particularmente apegadndose al Teorema
Fundamental del Célculo.

3.2.3 La experimentaciéon apoyada por recursos tecnoldgicos

Otro elemento que sera fundamental para el desarrollo y planteamiento de las EDO es la
experimentacion. Se tiene la intencion de que al ser estudiantes de ingenieria con quienes se
trabajard, éstos pasen por este proceso, en el cual por medio de manipulables o directamente
con ayuda de una tecnologia digital puedan manipular operativamente los diferenciales y
recabar datos asociados a fendmenos de la realidad, con la intencion de que los analicen y
formulen conjeturasasociadas a las EDO, lo cual pueda permitirles plantearlas y resolverlas.
Respecto a ello, Rodriguez y Quiroz (2016) sefialan que “el uso de diverso material
tecnologicoha posibilitado que los alumnos experimenten fenomenos eléctricos en el aula”

(p. 96), lo que a su vez les permitid realizar conjeturas respecto al planteamiento y solucion
de una EDO.

Las tecnologias previstas a ser utilizadas son Tracker y GeoGebra, los cuales tienen la virtud
de ser gratuitos y de facil acceso para todos. La primera de éstas permite indagar y
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experimentar con un fendmeno de la realidad, por medio del andlisis de un video, en el cual
los estudiantes pueden generar automaticamente la captura de datos sobre las magnitudes
variables de interés, los cuales ayuden a modelar y darle una posible solucion al fenomeno.
En el caso de GeoGebra, se plantea trabajar con los datos que Tracker proporcione, de tal
forma que pueden generarse graficas a partir de un ajuste de curvas, o la representacion
grafica de las diferencias que puedan ayudar a generar de forma intuitiva el modelo de las
EDO y también su solucion. A partir de esto, Carranza (2019) menciona que “la propia
naturaleza dinamica de la variacion en la ecuacion diferencial se encuentra intrinsecamente
relacionada con las representaciones dindmicas que permite un software de matematica
dinamica, como es el caso del software libre GeoGebra” (p. 160). Otra posibilidad es
aprovechar las funciones que la herramienta tiene, con el fin de desarrollar applets que sirvan
para agilizar procesos que podrian llevar tiempo en caso de que se dejara que los estudiantes
los desarrollen.

Ademsds, es importante tener en consideracion que la manipulacion algebraica de los
diferenciales sera un factor fundamental sobre todo cuando se piense en las soluciones de las
EDO. Por lo tanto, se tiene estipulado que se cuente con el apoyo de algun recurso
tecnologico que permita tal manejo de los diferenciales. Hasta el momento se tiene
considerada la propuesta de Alexopoulos (1999), quien presenta una version del trabajo
operativo con los diferenciales para el tema de derivacion implicita, desarrollado
especificamente con la calculadora CAS TI-92+.

El sistema CAS Voyage 200 no cuenta con comandos que permitan el célculo directo de
diferenciales de expresiones algebraicas, solamente cuenta con comandos para calcular
derivadas ordinarias y de orden superior. En cambio, cuenta con un lenguaje de programacion
que permite desarrollar funciones de usuario. Aprovechamos este hecho para resolver el
problema técnico de contar con el apoyo de un sistema CAS para el célculo algebraico de
diferenciales de expresiones algebraicas que involucran magnitudes variables.

El problema que nuestra funcion de usuario debe resolver es el siguiente:
Dada la relacion
fw,x,y,2) = glw,x,y,2),

donde en particular g(w, x, v, z) puede ser igual a cero 0 a una constante numérica,
calcular el diferencial de esta expresion algebraica, considerando que w, x,y y Z son
variables, es decir, representan magnitudes variables.

En resumen, desde el punto de vista técnico (esto es, desde el punto de vista de la
programacion en el sistema CAS), la estrategia de solucion de este problema consta de los
siguientes pasos:

1. Convertir la expresion algebraica de entrada, f(w, x,y,z) = g(w, x,y,2) , en una
cadena de caracteres.
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2. Sustituir en esta cadena cada ocurrenciade w, x, y y z por las subcadenas u(x), v(x),
a(x) y B(x), respectivamente.

3. Convertir esta nueva cadena en una expresion algebraica.

4. Calcular la derivada de esta expresion algebraica, considerada como funcion
compuesta.

5. Convertir esta derivada en una cadena de caracteres.

6. Sustituir en dicha cadena cada ocurrencia de u’(x), v’(x), « “(x) y B'(x) por dw, dx,
dy y dz, respectivamente.

7. En esta ultima cadena reformada, sustituir cada ocurrencia de u(x), v(x), < (x)y
B(x) por w,x,y y z, respectivamente.

8. Convertir esta ultima cadena en expresion algebraica.
9. Mostrar como salida dicha expresion algebraica.

En la Figura 3, se muestran ejemplos del célculo de diferenciales en la calculadora CAS
Voyage200, con fines de mostrar el potencial de la funcién de usuario se muestran casos con
diferentes niveles de dificultad. Para diferenciar el calculo de diferenciales, se les ha asignado
el nombre Dif2, Dif3 y Dif4, dependiendo la cantidad de magnitudes variables a emplear,
por tanto, una vez que se haga la seleccion del caso, se pide al usuario que escriba la expresion
o0 ecuacion, seguido y separado por comas de las magnitudes variables.

Figura 3.

Cdlculo de diferenciales en la calculadora CAS Voyage200
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En el caso del applet de GeoGebra, nose tienen restricciones sobre la cantidad de magnitudes
variables a utilizar. En la Figura 4, se muestran ejemplos para el calculo de diferenciales, en
el cual se le pide al usuario ingresar una ecuacion diferenciando el lado izquierdo del derecho
de ésta, una vez introducida, se procede al calculo del diferencial.
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Figura 4.
Cdlculo de diferenciales en un applet de GeoGebra
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Por tanto, se consideran importantes para el proyecto la modelacion matematica de
fenomenos de la realidad asociados a diversas ingenierias y el empleo de recursos
tecnoldgicos en el proceso de experimentacion de los estudiantes, y aunque a estas alturas no
se cuenta con elementos especificos sobre estos aspectos, es importante tenerlos en
consideracion, sobre todo en el planteamiento de los objetivos de este trabajo.
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4 OBJETIVOS

Como se pudo ver en el apartado anterior, es posible y probablemente necesario que las EDO
sean introducidas desde etapas tempranas en los cursos previos al de Ecuaciones
Diferenciales, es decir, en el de Calculo Diferencial y Célculo Integral, ya que ambos aportan
elementos fundamentales para el planteamiento y solucion de las EDO, lo cual permitiria
establecer un puente conceptual y procedimental entre estos cursos. Con lo anterior, se
considera que el enfoque infinitesimal propuesto por Leibniz y desarrollada por Euler
proporciona las herramientas que permitiran la generacion de estos puentes, dentro de estas
herramientas se encuentra el diferencial, el cual podria ser un factor fundamental para la
modelacion de fendmenos de la realidad. Dicho esto, se considera que existen argumentos
solidos sobre los cuales plantear los objetivos del proyecto.

4.1 OBJETIVO GENERAL

A partir de la problematica detectada y de los elementos fundamentales presentados
previamente, el objetivo general se declara de la siguiente forma:

Diseriar actividades de aprendizaje para introducir la nocion de ecuacion diferencial
ordinariay sus soluciones bajo el enfoque infinitesimal en los cursos de Calculo Diferencial
v Calculo Integral para ingenieros, a partir de la modelacion matematica de fenomenos de
la realidad y la experimentacion con el uso de recursos tecnologicos.

4.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

A partir del objetivo general planteado, es evidente que habra que tener en cuenta objetivos
especificos que permitan lograrlo. Para ello, se presentan a continuacion cada uno de estos
objetivos:

1. Elaborar (o buscar) posibles estrategias didacticas y cognitivas que promuevan la
conceptualizacion y manipulacion de los diferenciales para la modelacion matematica de
fenomenos de la realidad.

2. Diseiiar actividades de aprendizaje especificas que promuevan la modelacion matematica
de situaciones contextuales de ingenieria mediantelas EDO, a partir de las herramientas
que brinda el célculo diferencial bajo el enfoque infinitesimal.

3. Disefiar actividades de aprendizaje especificas que promuevan el planteamiento de
estrategias y métodos de solucion de las EDO, a partir de las herramientas que brinda el
calculo integral.
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4. Elaborar sugerencias y recomendaciones metodologicas para establecer vinculos s6lidos
entre los cursos de Célculo (Diferencial e Integral) y Ecuaciones Diferenciales bajo el
enfoque infinitesimal.

Con estos objetivos en mente, se presentan a continuacion varios prototipos de la propuesta
que se pretende desarrollar, en la cual se resalta la manipulacion operativa de los diferenciales
para la modelacion de fenomenos de la realidad mediante las EDO y su posterior solucion.
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5 ELEMENTOS TEORICOS

Una vez planteados los objetivos, el siguiente paso del proyecto de intervencion consiste en
fundamentarlo con base en alguna teoria de la Matematica Educativa. Teniendo en cuenta
que las ideas infinitesimales de Leibniz emergieron en el contexto de una culturamatematica
que hacia énfasis en los procesos de modelacion y resolucion de fendmenos asociados a la
cinematica, ademas de asentar las bases logicas para el Calculo primigenio, se buscd sustentar
el proyecto a partir de una teoria que tomara como relevante para el aprendizaje el hecho de
que el conocimiento matematico ya esta constituido historica y culturalmente, y que no se
trata de reinventar o construir de nuevo tal conocimiento. Por tanto, y teniendo como
trasfondo el analisis de diversos enfoques tedricos sobre el aprendizaje (Radford, 2003, 2005,
2008, 2010, 2018, 2020, 2020b, 2021, 2023), se vio en la Teoria de la Objetivacion (TO)
desarrollada por Luis Radford, un acercamiento al aprendizaje que hace hincapié en el
caracter historico-cultural y social del conocimiento matematico.

Es un hecho historico incuestionable y abundantemente documentado que la nocion de
diferencial ha sido problematica (Dray y Manogue, 2010; Imazy Moreno, 2010; Ely, 2020;
Ely y Samuels, 2021), ya que a pesar de los admirables esfuerzos de varias y notables
generaciones de matematicos, fueron necesarios mas de doscientos afios para poderle asentar
sobre bases l6gicas, las cuales se concretan en la fundamentacion de Robinson (1974) para
el Calculo Hiperreal. El tiempo requerido y la complejidad de las ideas que subyacen al
desarrollo de un cuerpo teorico detrds de los diferenciales, descartdé de inmediato el
considerar como posible fundamentacion del proyecto a las teorias constructivistas ya que,
por una parte, conciben al aprendizaje como un desarrollo individual del estudiante y, por la
otra, como menciona Radford (2020b), le confieren al individuo el papel protagonico de ese
proceso, realizando actividades de reinvencion guiada, en las cuales la mayor responsabilidad
le corresponde al estudiante como generador de su propio conocimiento; aun y cuando se
considere a la interaccion como un factor fundamental en el proceso, se sigue concibiendo al
conocimiento como un producto individual. No parece plausible asumir como hipoétesis de
partida para el proyecto el que un concepto matematico tan complejo y problematico, como
el de diferencial, pueda ser “construido” por los estudiantes en un lapso breve de actividad
escolar.

En cambio, en la TO el desarrollo del aprendizaje se concibe como resultado de procesos
colectivos que, como lo enfatiza Radford (2020b), “estan arraigados en lo social, cultural y
historico” (p. 17). Parareforzar las diferencias entrela TO y otros enfoques teoricos, Radford
(2023) sefiala que “el saber no es algo que el profesor transmite al nifio. Tampoco el saber es
algo que el nifio construye por sisolo” (p. 16). Agrega que en la TO se considera que el saber
matematico ya existe, que esta arraigado en los contextos historicos y culturales de donde se
ha constituido, y que mas bien deben buscarse las formas de organizar el encuentro del
estudiante con dicho saber en el aula, vistas éstas como procesos de ensefianza y de
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aprendizaje. Dicho esto, lo que se busca en este proyecto es que el encuentro del estudiante
con la nocién de diferencial se haga a partir de lo que historicamente le dio origen, asi como
de los contextos y fendmenos que permitieron su introduccion y desarrollo. Por lo mismo, se
considera enriquecedor el hecho de que la TO sea una teoria social, segun la cual los
estudiantes y el profesor, al asumir el compromiso ante la actividad, sean capaces de
capitalizar este encuentro, tratando de que sea natural, no uno problematico ni mucho menos
traumatico.

En la Figura 5, Radford (2020b) resume algunas diferencias generales entre la TO y las
teorias constructivistas y conductistas; esto lo hace desde la perspectiva de dos elementos
que son fundamentales para el aprendizaje: la actividad y la ética. En el caso del
constructivismo, Radford sefala que la actividad es concebida de forma individualista, de
modo que la historiay la cultura no son consideradas como parte importante del aprendizaje
de los estudiantes. Por otra parte, la ética esta restringida a una concepcion personal de la
misma, en la cual cada individuo es libre de tomar decisiones respecto a lo que hace en la
actividad con los otros. En el caso del conductismo, Radford menciona que laactividady la
labor con los otros se circunscribe a un proceso en el cual no existe un fin colectivo, sino uno
individualista; la ética se restringe al poder que tiene el profesor como transmisor de
conocimientoy a la obediencia por parte de los estudiantes, bajo la cual cada uno codifica la
informacion que el profesor le proporciona.

En cambio, en la TO la actividad es considerada como una labor conjunta, colectiva, en la
cual todos los estudiantesy el profesor son participes activos, con el fin de lograr el encuentro
productivo con aquello que se les resiste en el proceso de aprendizaje. Respecto a la ética, es
importante la relacion que se establece con el otro, a la que Radford concibe como ética
comunitaria, en la cual son importantes la responsabilidad, el compromiso y el cuidado del
otro, durante la actividad. Sobre estos elementos se profundizara més adelante.

Figura 5
Tipos de actividades, modelo didactico y ética correspondiente.

Aktrvitit Tatigkeit
(Actividad orientada a la satisfaccién personal) (Actividad orientada a la
satisfaccion colectiva)

Constructivismo Actividad individualista que

aliena al sujeto de la

historia y la cultura.

Etica de la autonomia y la

libertad del .\Lllii:tl].
Ensefianza Labor con otros de
tradicional naturaleza alienante.

Etica del poder y sumisién.

TO y su modelo de Labor conjunta de profesor y
ensefianza- estudiantes.
aprendizaje Etica comunitaria.

Nota: Tabla extraida de Radford (2020b).
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Asumiendouna posicion dialéctico-materialista sobre el conocimiento, y teniendo en cuenta
las ideas desarrolladas por Marx respecto a la actividad, Radford (2016) contrasta la TO con
otros enfoques socioculturales. Al respecto, sefiala que se puede encontrar unadiferencia en
la interpretacion que se hace de la actividad, a la cual la TO “reconceptualiza como trabajo
conjunto para poner de relieve la importancia ontologica y epistemologica de la actividad
como forma de vida” (p. 202). Ademas, sefiala que los procesos de ensefianza y de
aprendizaje estan enmarcados dentro de un fendmeno que estd constituido histoérica y
culturalmente, y que también es de naturaleza ética.

Respecto al término de objetivacion, Radford (2023) toma en cuenta los elementos de la
fenomenologia desarrollados por Hegel, de tal forma que puntualiza que la objetivacion es el
encuentro con el saber, con aquello que objeta al estudiante, que le opone resistencia en ese
encuentro: por tanto, para que éste sea productivo es necesario realizar acciones que son
llevadas a cabo en una serie de procesos, que mas adelante se definen como de objetivacion
y subjetivacion.

Con esto en mente, unade las primeras inquietudes consistio en esclarecer en qué medida la
TO permitiria la construccion y armonizacioén de los puentes conceptual y procedimental
entre los cursos de Calculo (Diferencial e Integral) y el de Ecuaciones Diferenciales. Para
ello ha sido necesario profundizar sobre la pertinencia de disefiar un proyecto de intervencion
bajo el punto de vistade la TO (sobre todo teniendo en cuenta el hecho de que solo hasido
utilizada para proyectos de investigacion). Al respecto, Radford (2023) sefiala que en la
educacion es importante propiciar condiciones dOptimas para que el encuentro con el saber
sea lo mas rico posible. Siendo el enfoque infinitesimal distinto del que se promueve
tradicionalmente en el aula, para hablar del éxito de este enfoque, o de que pueda ser
considerado como una ruta viable en el aprendizaje del Calculo y las Ecuaciones
Diferenciales, es importante que a partir de la labor conjunta los estudiantes sean precisos en
sus argumentaciones verbales y gestuales sobre las nociones que se estén abordando. En ese
sentido, la TO considera la precision como un aspecto fundamental; Radford sefiala que para
lograr el encuentro con el saber (objetivacion), el estudiante debe ser preciso en sus formas
de expresarse.

En el siguiente apartado se profundizaréd sobre algunos de los elementos mencionados

previamente, se dirigira la atencidn sobre aquellos que inciden en el proceso de aprendizaje,
y que influirdn de manera importante en el disefio de la propuesta de intervencion didactica.

31



5.1 TEORIA DE LA OBJETIVACION

La teoria de la objetivacion es una teoria sociocultural de la ensefianzay el aprendizaje,
basada en el materialismo dialécticoy la escuela psicoldgica de Vygotsky (Radford, 2018).
Respecto al materialismo dialéctico, Radford (2020b) ha retomado varios términos asociados
a este enfoque, que le han ayudado a reorientar la nocién de aprendizaje cominmente
asociada con la Matematica Educativa. Uno que es de gran importancia para el desarrollo de
este trabajo es el de labor conjunta, proveniente de las ideas de Marx sobre el concepto de
actividad, el cual se detalld previamenteen la Figura 5, y cuyo significado corresponde con
el que este término tiene tanto en la lenguaalemana (tatigkeit) como en la rusa (deyatel'nost),
en los que expresa una connotacion de actividad colectiva, deslindado de la interpretacion
asociada a un ser individual que tiene ese término en nuestro lenguaje. En ese sentido, la
labor conjunta se considera comoun factor fundamental para que los estudiantes se adentren
en las nociones y la terminologia propia del enfoque infinitesimal, y eso permitird que la
introduccion de lanocidn de ecuacion diferencial ordinaria se realice de forma natural, y que
los estudiantes la puedan asociar con las demds nociones matematicas que hayan asimilado.

Para que ese encuentro se dé con naturalidad, es necesario considerar todos los elementos en
los que se puedan apoyar los estudiantes para lograrlo. En ese sentido, la TO retoma de la
escuela de pensamiento de Vygotsky algunas consideraciones asociadas con la semiotica. Si
bien Radford y Sabena (2015) sefialan que ésta por si sola no puede considerarse como una
teorianide la ensenanzani del aprendizaje, si ayuda en cambio a responder cuestionamientos
asociados a estos procesos. En este caso, el proyecto se enfoca en el proceso de aprendizaje,
parael cual los autores mencionan que puede definirse comoun proceso semidtico social que
esta siempre en desarrollo, que es inestable e indeterminable y que, para entender este
proceso, en la TO se considera el concepto vygostkiano de signo:

...Vygotsky no recurre a una idea representacional de los signos. Su concepto de signo
se situa mas bien dentro de su trabajo en educacion especial: un signo es un medio
auxiliar para organizar nuestro comportamiento. Los signos son herramientas de
reflexion que permiten a los individuos planificar acciones... El concepto vygotskiano
de signo nos proporciona pistas para comprender los procesos actuales de ensefianza y
aprendizaje (p. 162).

Radford (2020) retoma esta nocidn de signo para el desarrollo del aprendizaje, postulando
que éste se desarrolla por medio de dos procesos: el de objetivacion (formacion del saber) y
el de subjetivacion (formacion del ser), los que, a su vez, estan constituidos por uno o varios
procesos internos. Para el proyecto, en una primera instancia se tiene contemplado centrarse
solo en los procesos de objetivacion, los cuales Radford (2021) sefiala que “son aquellos
procesos que intentan aprehender algo culturalmente significativo, algo que se revela a la
conciencia no de forma pasiva, sino por medio de la actividad corporal, sensible, afectiva,
emocional, artefactual, semidticay creativa de los individuos” (p. 9). Con esto se puede
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evidenciar que el trabajo a desarrollar en estos procesos es bastante amplio si consideramos
los elementos que estan inmersos, pero no significa que se descarten los procesos de
subjetivacion, dado que una vez que se realice una primera puesta en escena del disefio, se
considerara la pertinencia de tomarlos en cuenta.

En términos del conocimiento matematico, para la TO éste ya esta constituido histdrica 'y
culturalmente; por tanto, es por medio de la labor conjunta, para la cual Radford (2020a)
sefala que “es una labor en el que ambos, profesores y estudiantes, se afirman en su
produccién y se realizan como seres humanos en lo que hacen” (p. 28), el como se da el
encuentro de los estudiantes con el objeto matematico de estudio, encuentro que a su vez se
logra por medio de los procesos de objetivacion. En el aspecto matematico estos procesos
estarian enmarcados por lo que se consigna en los planes y programa de estudio de cada nivel
educativo; particularmente, en el proyecto de intervencion que se esta realizando seria lo que
se consignaen los cursos de Célculo Diferencial y Céalculo Integral. Al plantear un enfoque
distinto al tradicional, se considera que los tipos de actividad que sean promovidos en los
procesos de objetivacion, seran fundamentales para que sean introducidas las nociones de
diferencial y de ecuacion diferencial ordinaria.

Es justamente en los procesos de objetivacion, donde Radford (2003, 2005, 2008, 2010)
involucra fuertemente la semidtica de Vygotsky. Particularmente, las acciones que se
desarrollan en los procesos de objetivacion, y en particular en las actividades que se
promuevan en la propuesta, estan asociadas con medios semioticos, para los cuales Radford
(2003) sefiala que

hace referencia a los objetos, herramientas, dispositivos lingiiisticos y signos que los
individuos intencionalmente utilizan en los procesos de creacion designificados sociales
para lograr una forma estable de la conciencia, a poner de manifiesto sus intenciones, y
para llevar a cabo sus acciones para alcanzar el objetivo de sus actividades (p. 5).

Tales medios son empleados por los estudiantes para expresarse o dar a entender ciertas ideas.
Apoyandose en la labor conjunta, en la cual deberdn estar involucrados como participantes
activos junto al docente, y donde se generan discusiones en varias direcciones, estos medios
van refindndose y conectando entre ellos para el surgimiento de lo que Radford (2005) define
como nodos semioticos, los cuales son “una pieza de la actividad semidtica de los estudiantes
donde la accién y diversos signos (por ejemplo, el gesto, la palabra, la férmula) trabajan
juntos para lograr la objetivacion del saber” (p. 2). Por tanto, en la TO son considerados como
un paso previo al logro de la objetivacion; la intencion de estos nodos debe ser que los
estudiantes vayan encaminandose a una forma precisa de expresarse y argumentar, a partir
del empleo de una menor cantidad de medios semioticos. A esa reduccion de medios
semiodticos, la cual se compensa con la concentracion de significados para expresar sus ideas,
es a lo que Radford (2010) denomina contraccion semiotica. Ademas, cuando los estudiantes
emplean sus experiencias previas para orientar sus acciones en una nueva situacion para
lograr el encuentro con el saber, se le denomina iconicidad (Radford, 2008).
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A partir de lo anterior, se han planteado unaserie de procesos de objetivacion, los cuales
tienen la intencidn de generar una ruta de aprendizaje que, por un lado, lleve a los estudiantes
a concebir la nocién de diferencial como un elemento fundamental en el proceso de
modelacion matematica de fendmenos fisicos y que, a la vez, esto ayude a introducir la
nocion de EDO y encontrar sus soluciones, en alusion a lo que sefiala Radford (2023) sobre
que un proceso de objetivacion puede ayudar a desarrollar otros procesos. Hasta el momento,
se tiene contemplado el desarrollo de los siguientes procesos de objetivacion para la
construccion del puente procedimental:

PO1: Diferencial del tiempo como magnitud variable independiente. Diferencial de
una magnitud variable independiente distinta del tiempo.

PO2: Diferencial de la magnitud variable dependiente (para este caso es necesario
que se conciba este diferencial como uno distinto y dependiente del de la magnitud
variable independiente).

PO3: Célculo y manipulacion de los diferenciales (Que sean concebidos como
cantidades).

PO4: Reglas matematicas para el calculo y manipulacion de diferenciales.

POS5: Cociente de diferenciales como razon instantanea de cambio (Esto permitira
relacionar el cociente entre cantidades con el cambio instantdneo, y a la vez, a la
introducciéon de la nocion de EDO).

PO6: Modelacion matematica de un fendomeno de la realidad con una EDO.

PO7: Soluciones intuitivas de las EDO.

Algunas de las caracteristicas que tendran estos procesos de objetivacion son:

1.

Cada proceso de objetivacion contara con sus propias actividades; es decir, para
algunos procesos quizas una actividad sea suficiente, pero para otros sean necesarias
varias actividades (Radford, 2023).

Laintencidn es que, logradala objetivacion en cada proceso, €sta sea importante para
desarrollar las siguientes.

Los primeros siete procesos de objetivacion estaran enfocados en construir un puente
conceptual entre el calculo y las ecuaciones diferenciales (un mismo significado para
los diferenciales), e incidiran en un curso de Célculo Diferencial. Los siguientes
procesos que aun no estan definidos, llevaran la intencidn de construirun puente
procedimental u operacional (una misma manerade operar con los diferenciales), en
un curso de Célculo Integral.

En el proceso de manipulacion de diferenciales se hard uso de una funcién de la
calculadora Voyage200 (o GeoGebra o Maple), disefiada para calcular diferenciales.
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En el caso de la calculadora, el disefio se realizé con base en las ideas de Alexopoulos
(1999), el cual desarrolld una funcién de usuario para ejecutar la derivacion implicita,
y en la cual involucro los diferenciales.

5. En el proceso de modelaciéon matemadtica se aplicara el modelo desarrollado por
Rodriguez y Quiroz (2016), considerando los elementos mencionados con
anterioridad. De acuerdo con este enfoque es importante considerar tres clases: un
modelo pseudo-concreto, un modelo fisico y un modelo matematico del fendmeno de
estudio, asi como sus respectivas respuestas e interpretaciones. Es importante sefialar
que aun no se ha trabajado en el proceso de objetivacion que involucra la modelacion,
por tanto, falta especificar la compatibilidad que tendra con la TO.

6. Hastael momento, se tiene contemplado quetodas las actividades sean desarrolladas
con base en el analisis de algunos fendmenos fisicos (puente colgante, llenado de
recipiente conico y descarga de un condensador), que se tienen considerados hasta el
momento.

Respecto a los posibles medios semidticos que pudieran emplear los estudiantes en cada
proceso y los nodos semioticos que deriven a partir de ellos, se tiene la intencion de
considerar a priori aquellos que se considere que podrian ser normales o frecuentes. Para ello,
se ha revisado el trabajo de Herbert y Pierce (2006), en el cual se estudian cuatro tipos de
gestos que emplean los estudiantes al abordar la nocion de razéon de cambio con ayuda de un
recurso tecnologico; algunos de los quereportan como frecuentes son: a) los gestos deicticos,
en los cuales los estudiantes sefialan la pantalla para hacer referencia o explicar algunas de
sus ideas; b) los gestos iconicos, los cuales a su vez pueden ser fisicos, representacionales o
simbdlicos, haciendo referencia a que los estudiantes usan sus gestos para explicar el
comportamiento de un fenomeno fisico, sobre una representacion matematica en particular o
sobre una expresion matematica escrita de forma simbolica. Esto da algunas pistas sobre los
tipos de gestos que podrian emplear los estudiantes al momento de trabajaren las actividades
que se propongan. De igual forma, se pondra atencion a las expresiones verbales que los
estudiantes empleen para sus argumentaciones, de tal forma que sean precisos en ellas. Para
ello, sera importante que se familiaricen con el lenguaje

En el caso de los nodos semidticos, hasta el momento se ha pensado en que probablemente
uno que con frecuenciasurjaa partir de la movilizacion de distintos medios semioticos esté
asociado con el concebir a los diferenciales como cantidades que pueden ser manipuladas,
ya que este momento podria ser clave como paso previo a lograr la objetivacion en diferentes
procesos.

Para el caso de las puestas en escena y la valoracion de la pertinencia del disefio, se tiene
contemplado considerar las fases de labor conjunta que sefiala Radford (2020a), en las cuales
se considera: la presentacion de la actividad por parte del docente, el trabajo en pequefos
gruposy después la discusion en diferentes direcciones, el docente con los grupos, entre los
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grupos y un debate general. También, se ha indagado sobre lo que Radford (2023) sefiala en
relacion con las virtudes que deben tener los estudiantes ante la actividad, las cuales son:
compromiso, cuidado por el otro y responsabilidad. Mas adelante se profundizara sobre estos
aspectos.
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6 METODOLOGIA

Teniendo como referencia la Teoria de la Objetivacion, se han identificado algunos
elementos que aportan a la formulacién de la metodologia a seguir para el disefio de las
actividades, cuya intencion es introducir lanocién de EDO, a partir del enfoque infinitesimal.
Considerando que la primera parte de la propuesta esta enfocada en la construccion del
puente conceptual entre el Calculo y las Ecuaciones Diferenciales, ésta se aplicara en un
momento avanzado del curso de Calculo Diferencial. Se tendra como referencia el trabajo
previo a este curso que han desarrollado los estudiantes, sobre todo las asociadas al
pensamiento algebraico; asi como las herramientas que han generado en las primeras
unidades del curso, bajo el enfoqueinfinitesimal. Por lo tanto, el lenguaje que se promovera
en el disefio de las actividades considerard esa experiencia como un elemento importante.
También, sera de importancia el trabajo previo de analisis y reflexion que han tenido los
estudiantes sobre fendmenos asociados a la realidad, con el fin de que aquellos que se
propongan en las actividades disefiadas no requieran de un nivel de profundidad ampli6 en
las nociones involucradas, mas bien, se busca que el centro de atencion de las actividades
este orientado en las nociones especificas que seran Utiles para la introduccion de las EDO,
como por ejemplo, la de diferencial, que se aborda de diferente manera en todos los procesos
de objetivacion.

Una vez que se tenga una primera version del disefio, lo siguiente es realizar una puesta en
escena de la propuesta, la cual se trabajaria con un grupo que este llevando el curso de Célculo
1 en el primer semestre de alguna Ingenieria en la Universidad de Sonora. Es importante
sefialar que, si en el curso se promueve el trabajo con el enfoque infinitesimal se buscara
aprovechar esa experiencia para centrarse en las nociones que son fundamentales para la
propuesta. Para ello, es importante contar con instrumentos para la recopilacion de
informacion, los cuales se tiene considerado que sean: hojas de trabajo, videograbacion y
notas escritas de un observador.

Para organizar las actividades que se llevaran a cabo en el aula, se tienen contempladas las
fases de labor conjunta propuestas por Radford (2020), las cuales permitiran llevar un orden
en el desarrollo del trabajo. En ese sentido, el profesor sera parte importante en los procesos
de objetivacion y en la intencion de que los estudiantes tengan ese encuentro con el saber,
tiene que ser un participe activo dentro de las actividades que se promuevan en el aula, ya
que ademads de ser quien presenta la actividad en el aula, tiene que estar en constante
comunicacion con los equipos de trabajo que se generen. Como sefiala Radford (2021), no
es un transmisor de conocimiento, ni un guia, es un participante que tiene aportaciones en
pro de laactividad y del encuentro de los estudiantes con lo que hasta ese momento para ellos
era desconocido.

Recordando que la poblacion objetivo estd conformada por estudiantes de alguna ingenieria,
hay un elemento en la TO que permite afianzar su formacion, ese elemento es lo que Radford
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(2013) describe como ética comunitaria. Hay que recordar que en la teoria también es
importante la formacion del ser (procesos de subjetivacion). En ese sentido, se considera que
promover el enfoque infinitesimal entre los estudiantes de ingenieria, puede ayudarlos a
cumplir ciertas exigencias que se les pide en su formacion. Particularmente, que asuman el
compromiso de involucrarse en la actividad y de ser participes activos; ser responsables en
su accionar ante la actividad y sobre el trabajo de otros; asi como, el cuidado del otro al
intentar entender y complementar lo que sus compaifieros y el profesor expresen. Se espera
que en el transcurso de la actividad los estudiantes vayan adquiriendo un lenguaje que sea
cada vez mas preciso, y que les permita comunicarse con claridad en términos de las
exigencias que la misma Ingenieria como campo requiere.

En los siguientes apartados, se hace una descripcion mas detallada de cada uno de los
elementos considerados en la metodologia que envuelve a la propuestay que tiene como
referente a la TO.

6.1 CONSIDERACIONES PARA EL DISENO DE LA PROPUESTA

Como se menciond en el apartado tedrico, la TO es unateoria donde todos sus trabajos estan
enfocados en la investigacion, y aunque ya se declar6 que hay elementos que permiten pensar
en la posibilidad de un disefio bajo este enfoque, queda claro que atin con eso, serd necesario
tener en consideracion lo pragmatico, es decir, apegarse a la experiencia del trabajo previo
que se ha tenido con estudiantes de ingenieria, para que las actividades permitan que
desarrollen el lenguaje que se les exige.

En la etapa de disefio, se tiene la consideracion de los procesos de objetivacion senialados
previamente, de tal forma que cada proceso estard constituido por una o mas actividades
dependiendo de las consideraciones a priori que se tengan (Radford y Sabena, 2015). Para
ello, algunos cuestionamientos que orientaran el disefio y permitirdn entrelazar lo pragmatico
con lo tedrico seran:

(Qué medios semidticos emplean los estudiantes en cada proceso de objetivacion?
(Qué nodos semidticos podrian surgir a partir de los medios semidticos empleados?
(Qué contraccion semiotica podria surgir a partir de los nodos semioticos identificados?

La intencidn es que estos cuestionamientos se tengan en consideracion para el disefio de la
propuesta, de tal manera que aquellos que sean propios de las actividades promuevan que los
estudiantes empleen varios medios semidticos en sus argumentaciones, que en la labor
conjunta surjan nodos semidticos que los aproximen a la objetivacion en cada uno de los
procesos propuestos, y que, el compartir de argumentaciones entre equipos de trabajo,
permita realizar una contraccién semiotica.
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Previo a las actividades, se tiene considerado que los estudiantes realicen lecturasasociadas
al enfoque infinitesimal, con el fin de que se vayan familiarizando con el lenguaje que se
promueve en el mismo. Por tanto, se han disefiado lecturas retomando algunas de las ideas
desarrolladas por varios autores sobre la definicion de diferencial (Bezout, 1770; Dray y
Manogue, 2010; Ely y Samuels, 2021).

Cada unade las actividades que se disefie, tendran en consideracion fendmenos asociados a
la realidad. Hasta ahora los fendmenos considerados son: el llenado de un recipiente conico,
el puente colgante y la descarga de un condensador.

Es importante senalar que, las actividades estan pensadas en aplicarse en dos momentos
distintos, el primero de ellos esta asociado con los primeros siete procesos de objetivacion
para que se apliquen en el curso de Calculo Diferencial, y el segundo momento con los
restantes procesos de objetivacion, con la intencion de ser aplicados en el curso de Calculo
Integral. Se tiene contemplado que los primeros siete procesos de objetivacion estén
enfocados en la construccion del puente conceptual entre el Célculo y las Ecuaciones
Diferenciales, y se aplicardn a un grupo de estudiantes que se encuentren llevando un curso
inicial de Calculo. Mientras que, los siguientes procesos de objetivacion estaran enfocados
en la construccidn del puente procedimental, en el cual se tiene contemplado aplicar a un
grupo que este llevando su segundo curso de Calculo.

Con lo anterior, es de suponer que al incidir en dos cursos distintos y pensando que la
poblacion en la Universidad de Sonora es variable, es decir, los grupos no suelen ser siempre
los mismos, sobre todo en ingenierias donde hay una mayor cantidad de estudiantes y, por
tanto, de grupos. Con esto, es muy probable que los estudiantes en los cuales se busque la
construccion de un puente conceptual no sean los mismos estudiantes en los cuales se
promueva la construccion del puente procedimental.

6.1.1 Analisis a priori para el disefio de la propuesta

Teniendo en cuenta que un elemento importante para el disefio de actividades es la
realizacion de un anélisis a priori (Radford, 2023), se consider6 que ese analisis estuviera
centrado en los elementos de la semidtica que podrian ser recurrentes en los diferentes
procesos de objetivacion. Particularmente, se han identificado aquellos medios semidticos
que podrian surgir en cada uno de los procesos, asi como los posibles nodos semio6ticos que
se pongan en juego a partir de la labor conjunta, para finalmente llegar a la contraccion
semiotica, lo cual constituiria en cada proceso de objetivacion, el encuentro con el saber
(objetivacion).

Teniendo en cuenta que esta es una primera version, solo se ha realizado el analisis para los
primeros tres procesos de objetivacion, que seran para los cuales se hard una primera
experimentacion en el aula. A continuacion, se presenta el andlisis a priori realizado para
cada uno de esos procesos.
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Para el PO1, se considera que se utilizaran de forma recurrente (aunque quizas imprecisas)
las expresiones verbales propias del enfoque infinitesimal, pensando en que los estudiantes
contaran con experiencia previa del curso asociada a éste. Sabiendo que los estudiantes
partiran de analizar lecturas que estaran enfocadas en la introduccion de la nocion de
diferencial, es de esperarse que sus primeras argumentaciones ronden sobre como la conciben
e intentan asociarla a algo conocido para ellos. Particularmente, al ser las primeras
aproximaciones con estanocion, podria pasar que las gesticulaciones de los estudiantes estén
asociadas al asombro o sorpresa al tratar de entender dicha nocidn, o incluso que sean de
incertidumbre o frustracion al no poder asociar dicha nocioén a algo que para ellos sea
tangible. Otros gestos que probablemente aparezcan en este proceso de objetivacion son los
gestos deicticos, que son los asociados a sefialar especificamente algun lugar en el cual se
puede visualizar lo que quieren explicar, como su cuaderno o sus hojas de trabajo. Ademas,
otro tipo de gestos que se considera que podrian aparecer en las argumentaciones de los
estudiantes son los iconico-fisico que estan asociados a un fendémeno en especifico, por
ejemplo, en el caso de llenado de un recipiente conico, los estudiantes pueden usar sus manos
para representar el crecimiento de la altura del llenado del liquido o para representar el
decrecimiento de la altura de la parte no mojada.

Lo anterior, permite pensar que habra nodos semidticos que circulen dentro del aula en las
argumentaciones que utilicen los estudiantes en sus interacciones. De tal forma, que se
considera como un nodo importante el concebir a los diferenciales como una cantidad que
puede ser manipulada, de tal forma que esto permita realizar y desarrollar calculos en
procesos futuros. Ademas, un nodo semidtico que sera fundamental para poder llegar a la
objetivacion en el POl es el de identificar el diferencial de una magnitud variable
independiente. En ese sentido, sera importante que los estudiantes puedan comprender para
algunas de las magnitudes variables independientes presentes en los fendémenos de estudio,
lo que representa su diferencial.

Finalmente, se lograra la objetivacion en este PO1 cuando los estudiantes argumenten con
precision y con la menor cantidad de medios semidticos, lanocion de diferencial asociada a
las magnitudes variables independientes. La intencidon es que la labor conjunta entre
estudiantes y profesor, asi como la discusion grupal, permitan que, en sus expresiones
verbales y gesticulaciones, los estudiantes puedan tener en este proceso el encuentro con el
saber. A continuacion, se presenta un esquema que resume todas las consideraciones
semioticas presentes en la teoria de la objetivacion y que especificamente se considera que
formard parte del primer proceso de objetivacion.

Proceso de objetivacion 1. Diferencial de una magnitud variable independiente
Medios semioticos:
» Expresiones verbales

» Gestos de sorpresa, incertidumbre, etc.
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* Gestos deicticos

* Gestos iconico-fisico
Nodos semioticos:

» Concebir los diferenciales como cantidades

» Identificar el diferencial de una magnitud variable independiente
Contraccion semiotica:

* Identificar y expresar de forma precisa ;qué es el diferencial? para una
magnitud variable independiente de estudio en el fenomeno

En el PO2, se considera que algunos de los medios semidticos que formaran parte de las
argumentaciones de los estudiantes, son las expresiones verbales, las ecuaciones algebraicas
asociadas a fendmenos de la realidad y diferentes tipos de gestos. A diferencia del PO1, aqui
las argumentaciones deben estar asociadas a la relacion existente entre las magnitudes
variables independientes y la dependiente, por lo cual, es importante que los estudiantes
expresen las distintas relaciones entre magnitudes y puedan representar algebraicamente su
diferencial a partir de su célculo con alguno de los tres esquemas que se le presentaran en la
actividad. Se tiene en cuenta que los gestos de sorpresa o incertidumbre en esta ocasion
estardn asociados a esa relacion y sus posibles complicaciones. Mientras que los gestos
iconicos-fisicos ahora deberan evidenciaresa relacion, por ejemplo, en el caso del llenado de
un recipiente conico, que los estudiantes puedan asociar el crecimiento del volumen de
llenado con el crecimiento de la alturay el radio. Ademas, podria presentarse un nuevo tipo
de gesto, el iconico-simbodlico que estd asociado con la remembranza de una relacion
matematica que puede serles de utilidad para los fines de la actividad, en este caso, podria
asociarse a la relacion algebraica entre el volumen, la altura y el radio del llenado del
recipiente.

Los nodos semioticos para el PO2, se espera que surjan en la labor conjunta que haya entre
los estudiantes y el profesor. De tal forma, que un primer nodo que deberia estar presente en
esa interaccion es el de concebir los diferenciales como cantidades, que como se menciond
en el POI, es un nodo que serd importante en la mayoria de los procesos de objetivacion
considerados. Otro nodo que se espera que aparezca en esas interacciones, estd asociado con
identificar el diferencial de la magnitud variable dependiente. En este caso, se espera que los
estudiantes puedan identificar este diferencial, a partir de las relaciones que distinga entre la
magnitud variable independiente y la dependiente.

Por ultimo, lo deseable es que la contraccion semiotica aparezca cuando los estudiantes en
sus argumentaciones relacionen el diferencial de la magnitud variable independiente
objetivado en el PO1 con la magnitud variable dependiente, y que lo hagan con argumentos
que demuestren solidez en la comprension de esta relacion. Con esto, se podra sefialar
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entonces que los estudiantes han logrado la objetivacion del segundo proceso de objetivacion.
A continuacion, se presenta un esquema que resume todo lo sefialado con anterioridad.

Proceso de objetivacion 2. Diferencial de una magnitud variable dependiente
Medios semidticos:

» Expresiones verbales

» Gestos de sorpresa, incertidumbre, etc.

* Gestos deicticos

* Gestos iconico-fisico

* Gestos iconico-simbolico
Nodos semioticos:

* Concebir los diferenciales como cantidades

» Identificar el diferencial de una magnitud variable dependiente
Contraccion semiotica:

» Identificar y expresar de forma precisa ;qué es el diferencial? para una
magnitud variable dependiente de estudio en el fenomeno

Los medios semidticos para el PO3 estan asociados con los que fueron utilizados en los
procesos de objetivacion anteriores, pero existen algunas diferencias, las cuales estan
asociadas con el desarrollo en la representacion algebraica entre la relacién entre las
magnitudes. En ese sentido, los gestos de sorpresa e incertidumbre pueden estar asociados a
notar que especificamente los cambios en una magnitud variable independiente repercuten
en la magnitud variable dependiente. En esta ocasion, al agregar en este proceso de
objetivacion el uso de recursos tecnologicos, los gestos deicticos aparte de sefialar sus hojas
de trabajo, también se podran identificar en la sefializacion de las pantallas de la calculadora
Voyage200 o sus celulares y/o computadores en el uso del applet de GeoGebra
diferenciales.ggb. Los gestos iconico-fisico en esta ocasion estaran en la percepcion de los
diferenciales en larelacién entre magnitudes, de tal manera que los estudiantes relacionaran
como el diferencial de una magnitud variable independiente influye en el diferencial de una
magnitud variable dependiente, en el ejemplo del llenado del recipiente conico, la intencion
es que los estudiantes perciban como el diferencial de la alturay el radio, influyen en el
diferencial del volumen. Respecto a los gestos iconico-simbolico, se espera que los
estudiantes puedan trabajar con las diferentes relaciones establecidas en un fendmenoy que,
a partir de su experiencia previa, puedan poner en juego algunas de ellas.

Se espera que los nodos semidticos emerjan en el PO3, a partir de la labor conjunta.
Particularmente, sigue siendo el concebir al diferencial como una cantidad el nodo que es
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considerado el parteaguas para el desarrollo de los otros posibles nodos que pueden surgir en
las argumentaciones de los estudiantes. En ese sentido, se espera que un nodo importante que
debe estar presente en el discurso de los estudiantes es el de concebir las reglas operativas de
los diferenciales, a partir del trabajo realizado a lapiz y papel y de las funciones de usuario
de la calculadora Voyage200 o el applet de GeoGebra, la intencién es que este nodo sea el
que permita que las relaciones entre magnitudes variables puedan llegar a un desarrollo
algebraico avanzado. Siguiendo esta idea, lo deseable es que se pusiera en juegoun siguiente
nodo, el cual consiste en emplear las reglas operativas de los diferenciales y generalizarlas,
de tal forma que los estudiantes puedan trabajar con las relaciones entre las magnitudes, a
lapiz y papel, y corroborarlo con el uso de los recursos tecnologicos para un fendmeno
asociado con la realidad.

La contraccidn semiética, se daria cuando los estudiantes puedan realizar y expresar de forma
precisa lo que han trabajado al establecer las relaciones entre magnitudes variables y el uso
de las reglas operativas, tantoa lapiz y papel como en los recursos tecnologicos. De tal
manera, que pueda relacionar lo hecho con ambos recursos y que argumente con solidez las
relaciones del diferencial de las magnitudes variables involucradas en algun fendmeno de la
realidad.

Proceso de objetivacion 3. Célculo y manipulacion de diferenciales
Medios semidticos:

» Expresiones verbales

» Gestos de sorpresa, incertidumbre, etc.

* Gestos deicticos

* Gestos iconico-fisico

* Gestos iconico-simbolico
Nodos semioticos:

* Concebir los diferenciales como cantidades

» Concebir las reglas operativas con los diferenciales a partir de las funciones
de usuario de la calculadora Voyage200

* Emplear las reglas operativas de los diferenciales y generalizarlas
Contraccion semiotica:

» Realizar y expresar de forma precisa lo hecho a lapiz y papel, y relacionarlo
con lo hecho en los recursos tecnolégicos

Una vez que se tengan las ideas desarrolladas de los siguientes procesos de objetivacion, la
intencidn es realizar un andlisis similar a los presentados con anterioridad.
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6.1.2 Descripcion y desarrollo del disefio de actividades

A partir del analisis a priori realizado, se presentan los detalles de las actividades
concernientes a los primeros tres procesos de objetivacion. Es importante sefialar, que la
mayoria de las actividades tendrdn asociada una o varias lecturas introductorias con el fin de
que los estudiantes se familiaricen y utilicen el lenguaje empleado en el enfoque
infinitesimal. Se les solicitara a los estudiantes que fuera del horario de clase consulten las
lecturas, para promover en el aulala labor conjunta, donde se comience por la presentacion
de la actividad y se contintie con una discusion entre equipos y consultas con el profesor, y
después una discusion grupal de los aspectos mdas importantes de las lecturas.

Proceso de Objetivacion 1. Diferencial de una magnitud variable independiente

Para este proceso, se han disefiado dos actividades (consultaranexo), las cuales provienen de
tres lecturas introductorias sobre la nocion de diferencial. La intencion es que los estudiantes
pasen de realizar un anélisis macro en sus antecedentes de trabajo con las magnitudes
variables involucradas en algun fendmeno de estudio para el curso, a centrarse en estas
lecturas a realizar un anélisis micro de estas magnitudes, es decir, centrarse en la importancia
de prestar atencion a los cambios infinitesimales, lo cual permitird la introduccion de la
nocion de diferencial. Este analisis se propone en una primera instancia que sea llevado a
cabo con el tiempo como magnitud variable independiente, de tal forma que esto permitaque
las caracteristicas asociadas al cambio en el tiempo hagan més accesible que los estudiantes
puedan concebir que el diferencial de esta magnitud sea suave, continuoy con crecimiento
uniforme. Una vez realizado esto, se generaliza para el caso de cualquier magnitud variable
independiente, resaltando el hecho de que la suma de todos los diferenciales de la magnitud,
tiene como resultado el instante actual de ésta.

Con estas lecturas, se considera que los estudiantes estaran listos para el trabajo con las
actividades disefiadas. La Actividad 1 denominada “El uso de la notacion de Leibniz para
representar matematicamente las variaciones infinitesimales de magnitudes variables”, esta
asociada con la identificacion del diferencial de las magnitudes variables involucradas en el
fendmeno del llenado del recipiente conico y su respectivo significado fenomenoldgico. Se
espera que esta actividad ayude a los estudiantes a darle un significado a la nocion de
diferencial de las magnitudes variables, particularmente que conciban con precision el
diferencial de una magnitud variable independiente. En la Actividad 2 nombrada “La
variacion infinitesimal de una magnitud constante”, se tiene la intencidén de que los
estudiantes puedan cuantificar el diferencial de las magnitudes constantes, de tal forma que,
al relacionarlo con el fenomeno del llenado de un recipiente conico, puedan comprender que
estas magnitudes no tienen variacion y, por tanto, su diferencial es cero. A continuacion, se
presentan los detalles de cada una de las actividades.

Actividad 1. El uso de la notacién de Leibniz para representar matematicamente las
variaciones infinitesimales de magnitudes variables

Se comienza la actividad con la presentacion de una imagen asociada con el fenomeno del
llenado de un recipiente conico (Figura 6), en el que se pueden distinguir varias de las
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magnitudesinvolucradas en el fendémeno y con el cual se esperaria que los estudiantes ya han
tenido experiencias previas.

Figura 6

Representacion geométrica plana del llenado del recipiente conico en la Actividad 1.

R

Al tener el antecedente del diferencial del tiempo con su respectivo significado
fenomenoldgico por las lecturas previas, se espera que los estudiantes puedan aprovechar
esta experiencia para representar algebraicamente el diferencial de cualquier magnitud
variable y describir su significado en términos del fendmeno de estudio, llenando las tablas
solicitadas en la actividad (Figura 7).

Figura 7

Ejemplo del llenado de informacion en la Actividad 1.
Magnitud variable H
Descripci6n Altura del recipiente cénico, cm
Diferencial
Descripcién

Se tiene considerado que esta actividad dure una hora de clase, comenzando con la
presentacion de la actividad por parte del profesor, para después pasar a una discusion en
cada uno de los equipos. A cada equipo se le dara solo un juego de las hojas de trabajo, con
la intencidn de que lleguen a un consenso que les permita plantear una sola respuesta. Con
esto, se busca que los estudiantes sean participes activos en la actividad y que se
comprometan a aportar en cada apartado solicitado. Se espera que los estudiantes empiecen
a realizar conjeturas asociadas al diferencial, para cada magnitud variable y que describan su
significado fenomenoldgico. A partir de este trabajo en equipos, se espera que circule entre
los estudiantes la nocidn precisa del diferencial, como ese cambio infinitamente pequefio que
puede sufrir cualquier magnitud variable. En ese sentido, la idea es que ellos puedan
representar algebraicamente (por ejemplo, para el diferencial del radio del area mojada dr),
ese cambio que es imperceptible pero que esta asociado a una cantidad infinitesimal.

En las descripciones se espera que los estudiantes, puedan expresar de forma precisa a lo que
cada diferencial haria referencia, sobre todo apegandose a su significado fenomenolégico.
Por ejemplo, es importante que el diferencial de la altura del recipiente (H) lo conciban como
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un cambio infinitamente pequefio en la altura la cual es medida en centimetros, pero mas alla
de eso que consideren el hecho de que, en este caso particular al ser una magnitud constante,
entonces no tendra variacion y, por tanto, su diferencial es cero, lo cual haran especifico en
la siguiente actividad.

En el transcurso de esta actividad, se considera que los estudiantes pondran en juego los
medios semidticos mencionados en el analisis a priori. En particular, se espera que las
expresiones verbales y los gestos utilizados al inicio de la actividad asociados con la nocién
de diferencial, se vayan refinando con el paso de las fases de labor conjunta, esperando que
cuando se llegue el momento de la discusion grupal las argumentaciones de los estudiantes
puedan tener la precision que permita aproximarlos a la objetivacion de este primer proceso.

Con esto, podria resultar que los estudiantes queden convencidos de que el diferencial de una
magnitud variable es una cantidad importante, el cual podria ser estudiado en cualquier
fendmeno asociado a la realidad en el que incida.

Actividad 2. La variacion infinitesimal de una magnitud constante

Esta actividad, se comienza con la presentacion de las magnitudes constantes identificadas
en el fendomeno del llenado de un recipiente conico (Figura 8).

Figura 8

Presentacion de las magnitudes constantes del fenomeno del llenado de un recipiente conico.

Constantes y pardmetros

R :elradio del recipiente conico;

H :la altura del recipiente conico;

(; : la generatriz del recipiente conico;

A; : el area lateral del recipiente cénico;

A, : el drea de la superficie circular del recipiente
conico (el area “superior”);

A: area total del recipiente conico (la suma de las
areas lateral y superficial del cono);

T : el tiempo de llenado o vaciado del recipiente
conico;

F : el flujo del liquido hacia o desde el recipiente
conico.

Para este momento, los estudiantes ya deberian en algin momento de su curso haber
identificado las magnitudes constantes de algun fendmeno, en este caso, se esta considerando
el del llenado de un recipiente conico.

Inmediato a esto, se les realiza a los estudiantes un cuestionamiento asociado con el calculo
del diferencial, especificamente se les cuestiona “;A cudnto es igual la variacion
infinitesimal de estas magnitudes fisicas?”, para ello se les solicita que llenen la informacion
presente en la Figura 9.

46



Figura 9

Cdlculo del diferencial de las magnitudes constantes del fenomeno del llenado de un
recipiente conico.

dR = ,
dH =
dA, =
dAI = ;
av =,
dr = ,
dF =
dc =
dA =

En este caso, el diferencial de estas magnitudes es cero. La intencidon de promover que los
estudiantes calculen el diferencial de las magnitudes que se mantienen constantes en el
fendmeno, es que puedan establecer una distincion entre éstas y aquellas magnitudes que son
variables, reforzando el hecho de que el diferencial de una magnitud variable independiente
es distinto de cero

Inicialmente, teniendo en cuenta las fases de labor conjunta sefalada por Radford (2020) y
que la intencién es que este proceso se lleve a cabo en a lo més 1 hora, se les pediria a los
estudiantes discutan con sus equipos de trabajo para que propongan una respuesta conjunta
para cada uno de estos diferenciales, basados en argumentaciones solidas de la misma.

Una vez que se desarrolle este trabajo en equipos, se pasard a una discusion general que
permita a los estudiantes expresarse de forma precisa con la menor cantidad de medios
semidticos para lograr la objetivacion del diferencial de una magnitud variable
independiente, segtn lo sefialado por Radford (2010) cuando hace referencia a la contraccion
semiotica. Se considera que los estudiantes habran logrado la objetivacion (el encuentro con

el saber), si expresan alguna de las siguientes definiciones recopiladas por Dray y Manogue
(2010) sobre los diferenciales:

e cambios arbitrariamente pequefios en las cantidades dadas;
e una notacién abreviada para ciertos limites;
e formas diferenciales (véase, por ejemplo, [10]);

e losinfinitesimales de los nimeros hiperreales (analisis no estdndar, véase, por
ejemplo, [14]);

e todo lo anterior.

Proceso de Objetivacion 2. Diferencial de una magnitud variable dependiente

Para este proceso de objetivacion, se tienen tres actividades disefiadas en una fase preliminar,
de tal forma que se espera que éstas sean suficiente para poder lograr el encuentro de los
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estudiantes con la nocidon del diferencial de una magnitud variable dependiente.
Considerando como un elemento fundamental en este proceso la objetivacion desarrollada
en el PO1, de tal forma que, con ello logren identificar la relacién que se tendra entre la
magnitud variable independiente y la dependiente. En el siguiente apartado se desarrollan
con mayor detalle las actividades consideradas en este proceso.

Actividad 1. El célculo algebraico de las variaciones infinitesimales de una magnitud
variable dependiente.

Esta actividad, se inicia con una cita de Bezout (1770) que dice lo siguiente

Cuando se considera una cantidad variable que crece por grados infinitamente
pequenos y se desea conocer el valor de esos incrementos, lo que se presenta
como mas natural es determinar el valor de esa cantidad para un instante
cualquiera y el valor de esa misma cantidad para el instante inmediatamente
siguiente; entonces, la diferencia de estos valores es el incremento (o el
decremento) que recibe esa cantidad: a esto es a lo que se llama diferencial de
esa cantidad. (p. 14)

La intencién es que los estudiantes la lean detenidamente, de tal forma que puedan formarse
una primera concepcion del diferencial de una magnitud variable dependiente. Para ello, se
espera que discutan con sus compafieros de equipo sobre la cita anterior y que lleguen a un
consenso para atender la primera solicitud de la actividad, que consiste en que redacten el
significado matematico que tiene el diferencial de una magnitud variable dependiente.

Una vez que se cumpla con este primer requisito, inmediatamente se les solicita a los
estudiantes que planteen, aunque sea en palabras el procedimiento descrito por Bezout para
calcular el diferencial de unamagnitud variable dependiente. Con esto, se espera que puedan
comprender que el diferencial de una magnitud variable dependiente estara asociado con el
diferencial de una magnitud variable independiente, es decir, que el cambio infinitamente
pequeiio que tenga esta tiltima repercute en la variacion infinitesimal de la magnitud variable
dependiente.

Finalmente, se concluyeesta primera actividad solicitando a los estudiantes que representen
algebraicamente este diferencial escrito con palabras con anterioridad, de tal forma que se
pide que lo realicen para dos magnitudes variables genéricas, una independiente que se
denominé z y para una dependiente llamada u. Con esto, se espera que los equipos al
compartir sus ideas con los otros en una discusion grupal puedan representar de forma
precisa, la relacion de entre magnitudes variables con la cual puedan calcular el diferencial
de cualquier magnitud variable dependiente, esta es du = u(z + dz) — u(z).

Se espera que esta actividad tenga duracion de una hora, esperando que sea suficiente para
que los estudiantes vayan encaminados a la objetivacion del diferencial de una magnitud
variable dependiente.
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Actividad 2. El calculo algebraico de las variaciones infinitesimales de una magnitud
variable dependiente. Caso 2.

Aprovechando lo hecho en la actividad anterior del PO2, se inicia esta actividad planteando
los tres posibles escenarios para realizar el calculo del diferencial de una magnitud variable
dependiente (Arcos, 2004), estos son:

du=u(z+dz) —u(z)
du =u(z) — (z—dz)
_u(z+dz) —u(z—dz)
B 2

Paramostrar la importancia de considerar cualquiera de estas tres relaciones en el calculo del
diferencial de una magnitud variable independiente, se presenta el siguiente ejemplo: si
queremos calcular el diferencial de la relacion u(z) = z2

du

Con esta estrategia podriamos calcularla en cualquiera de las siguientes formas:
a) du=u(z+dz)—u(z)
du = (z+dz)? — z*
du = z? + 2zdz + dz* — z*

du = 2zdz

b) du=u(z)—u(z—dz)
du = z? — (z — dz)?
du = z? — z% + 2zdz — dz*

du = 2zdz

_ u(z+dz)-u(z—-dz)

c) du= .
(z+dz)? — (z — dz)?

u =

2
7%+ 2zdz + dz® — 7% + 2zdz — dz?
du =
2
_ 4zdz

= 2zdz

du =
t="
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Una practica similar a ésta se realiza en un curso de Analisis Numérico, cuando se aborda el
tema de diferenciacion.

En el caso de la actividad, se propone que se trabaje con las relaciones establecidas
previamente en el curso, sobre el fendmeno del llenado de un recipiente conico.
Particularmente, se les pide que trabajen con el calculo del diferencial de las relaciones de
proporcionalidad directa encontradas en el fendémeno. A manera de ejemplo, se muestra el
caso de la relacion entre el radio y la altura del liquido de la superficie circular:
B H
=—r.
"R
0<r<R, 0<h <H.

Su diferencial, podria calcularse con cualquiera de los tres escenarios anteriores, en particular
se hace para el segundo caso.

b) dh, = h,(r) — hy(r — dr)

H H
dh; =—r—§(r— dr)

R
H H H
dhl:ﬁr_ﬁr-l_ﬁdr
H
dh, = dr

Lo anterior, tiene la intencidn de ir acercando indirectamente a los estudiantes a la aplicacion
de las reglas operativas de los diferenciales, la cual se profundizard con mayor detalle en el
siguiente proceso de objetivacion. Ademas, se les pide que realicen este calculo para otras
cinco relaciones, paralo cual se espera que en el trabajo primero en equipos y luego grupal,
permita calcular de forma precisa cada uno de esos diferenciales, esperando que utilicen de
manera indistinta los tres escenarios anteriores. Lo deseable es que esta actividad sea llevada
a cabo en a lo més una hora de clase.

Actividad 3. El célculo algebraico de las variaciones infinitesimales de una magnitud
variable dependiente. Caso 3.

Esta actividad es una continuacién de la anterior, solo que en este caso las relaciones entre
magnitudes se centran en aquellas que contienen una ley de conservacion aditiva. Por
ejemplo, para el caso de la altura total del recipiente se sabe que es igual a la suma de la altura
del liquido y de la parte vacia, es decir, H = h; + h,,. En todos estos casos, estd involucrada
una magnitud constante, de tal forma que los estudiantes tendran que poner en practica lo
aprendido en actividades anteriores acerca del diferencial.

Para el caso anterior, el diferencial se calcularia de la siguiente forma:
dH = (h;+dh;) — h; + (h, + dh,) — h,,
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0=dH = dh, + dh,

Con esto, se espera que los estudiantes empiecen a concebir el diferencial de larelacion entre
distintos tipos de magnitud. Ademas, se espera que con esta actividad se fortalezca el hecho
de que los estudiantes puedan expresarse con precision acerca de lanocion del diferencial de
una magnitud variable dependiente. A estas alturas se tiene una version en borrador de las
actividades 2 y 3, el caso de la Actividad 1 para este proceso de objetivacion se incluye en
los anexos.

Proceso de Objetivacion 3. Célculo y manipulacion de diferenciales

En este proceso de objetivacion, sera importante considerar las objetivaciones que los
estudiantes han desarrollado en los procesos previos. Por lo tanto, esa experiencia anterior
les permitira centrarse en este proceso en la relacion entre magnitudes variables que se busca
objetivar. Para eso, se ha dividido este proceso en dos actividades, esperando que en la
primera de ellas los estudiantes puedan desarrollar y manipular las reglas operativas que se
tendra para los diferenciales. Con lo anterior, los estudiantes deberdn reconocer de forma
instantdnea la relacion existente entre los diferenciales de las magnitudes presentes en cada
caso. Para la segundaactividad, se espera que los estudiantes empleen estas reglas operativas,
de tal forma que les permita calcular el diferencial para los fendmenos asociados a la realidad
que le sean planteados, y que, a partir de ello, puedan comprender la relacion existente entre
el diferencial de las magnitudes involucradas en cada uno de esos fendmenos.

Hasta este momento, aun no estan disefiadas las actividades consideradas para este proceso
de objetivacion, pero en la parte inferior se bosquejan las intenciones que se tendrian en cada
una de éstas.

Actividad 1. Definicion de las reglas operativas de los diferenciales

Para este proceso, se busca lograr la objetivacion del calculo y la manipulacion de los
diferenciales considerando éste un paso fundamental para llegar posteriormente a la
modelacion matematica de fendmenos de la fisica con las EDO. A partir de la labor conjunta,
los estudiantes ya habran logrado la objetivacion de los diferenciales de las magnitudes
variables independiente y dependiente, respectivamente. Con esto, serd necesario definir las
reglas operativas de los diferenciales, las cuales para estas instancias se practicaran en un
primer momento a lapiz y papel, y después con el uso de la tecnologia.

Para ello, es importante sefialar que los diferenciales al ser cantidades infinitamente pequenas
cumplen con las siguientes condiciones:

i.  dx > 0, para cualquier magnitud variable x
ii. dx"=0,paraneN,n=>2
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iii. dx*dy=0,parax #y
A partir de lo anterior, las reglas operativas quedarian definidas de la siguiente manera:
+ Suma y resta

dixty)=dxtdy

¢ Multiplicacion

d(x*y) = ydx + xdy

s Division

X
v=—
y
x+dx/y—d
v+dv = (y y)
y+dy\y—dy/ o
+d xy—xdy+ydx—d%1j°
v v =
Y2 — ydy +ydy — dy?
xy — xdy + ydx
v+dv = 4 }2] Y
y
dx — xd
-I-dv:@-l-yy—zy
dx — xd
=TI
d(x) _ ydx —xdy
y y?

A continuacion, con el fin de poner en practica las reglas previamente sefialadas se presentan
una serie de ejemplos que estan planteados para dos magnitudes variables. Estos ejemplos
son solo ilustrativos, y el fin mas importante en este momento es que se vea reflejado el
potencial del programa disefiado en la calculadora Voyage200, ya que se tiene conciencia de
que usualmente el planteamiento algebraico de los fenomenos fisicos, en su mayoria, no suele
tener un nivel de exigencia elevado en cuestiones de célculo de diferenciales.

Ejemplos:

Calcule los diferenciales de las siguientes ecuaciones, considerando cada literal como una
magnitud variable.
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1) 4a—2b=a%b
4da — 2db = 2abda + a*db

2) uw=4
vdu+udv =0
3) Z=2i+4
idh — hdi
T=2di
i
4) F=ma

dF = mda + adm

A estas alturas se introducird el uso de la calculadora Voyage200 para la manipulacion de los
diferenciales, en el programa disefiado se les pide a los estudiantes que introduzcan las
magnitudes variables a utilizar (a estas alturas solo se ha realizado para dos magnitudes) y
finalmente la expresion a la que se le realizara el célculo de los diferenciales

Abordar el uso de tecnologia a partir de lo que se plantea en la TO es algo que se tiene
contemplado, uno de los aspectos importantes a mencionar es que en la teoria los recursos
tecnologicos son considerados como artefactos, para los cuales Radford (2006) sefiala que
“no son meras ayudas al pensamiento ni simples amplificadores, sino partes constitutivas y
consustanciales de éste” (p. 107). Aunado aello, se agrega en la teoria que en el territorio de
los artefactos (término acufiado en la teoria de las ideas de Voloshinov (1973)) es donde los
procesos de subjetivacion y de objetivacion se acoplan. Justamente, uno de los elementos de
la teoria que sera fundamental para el proyecto son los procesos de objetivacion, los cuales
son parte del desarrollo del aprendizaje, de estos Radford (2020) menciona que “son aquellos
procesos de notar algo culturalmente significativo, algo que se revela a la conciencia no
pasivamente sino por medio de la actividad corporea, sensible, afectiva, emocional,
artefactual y semidtica” (p. 20). En el caso particular del proyecto que se esta realizando, se
estan proponiendo varios procesos de objetivacion, entre los cuales los primeros de ellos
estan basados en la introduccion y conocimiento de la nocion de diferencial de magnitudes
variables, los siguientes estan enfocados en la manipulacion de los diferenciales y mas
adelante el surgimiento del modelo matematico con una EDO y su posterior solucion.
Particularmente, se tiene considerado que sea en este proceso de objetivacion, denominado
calculo y manipulacion de los diferenciales en el cual sea introducido el uso de tecnologia.

Por tanto, si retomamos los ejemplos anteriores, entonces podemos calcularen la funcion de
usuario y el applet de GeoGebra los resultados:
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Figura 10.
Cdlculo de diferenciales en la calculadora CAS Voyage200 y el applet de GeoGebra

Lado izquierdo de la ecuacién v

(adb+b-da)-costa bi=e? TP (da+dn)
maifilu= 132 b, u, e, k) - )
_dhener? y2hdrmr Diferencial
=== 3

1 ,
Lado derecho de la ecuacion 3 7 7 h

= 19]
wdifd[c2 [G=1nth +id. 2,9, h, 1) dp—my ST H2dr R
dif3{F=m*a.F.m.a> 3

HMAIN EAD AUTO FUHC 4/Y

Actividad 2. Aplicacion de las reglas operativas en fendmenos asociados a la realidad

Es importante sefialar que la intencidn es que se retomen los fendmenos fisicos que se han
planteado previamente (puente colgante, llenado de recipiente conico y descarga de
condensador), y que a partir de ellos se haga el calculo y la manipulacion de los diferenciales,
pero al no tener todavia el programa con al menos 3 magnitudes variables, solo se ha prestado
atencion a mostrar ejemplos con dos magnitudes variables, pero para ejemplificar lo que se
realizaria en esta etapa para los fenomenos, se presenta a continuacion el caso del llenado de
un recipiente conico:

Figura 11.

Llenado de recipiente conico.

-

Para esta etapa, los estudiantes debieron identificar adecuadamente cuales son las magnitudes
variables que estan siendo consideradas en el fendémeno, por tanto, no deberia ser complejo
para ellos advertir que una ecuacion que podria ser Util para determinar esas magnitudes es
la asociada con el calculo del volumen, la cual se representa a continuacion:

1

V =—=nr?h,
37TT'
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Si buscamos el calculo de los diferenciales de las magnitudes, tendriamos de manera
simplificada que

1
dv = §(2m’drh + nr?dh).

Esto mismo, deberia poder replicarse en el programa de la calculadora Voyage200, pero
como se sefial6 previamente, el programa solo se ha realizado contemplando dos magnitudes
variables.

Aligual queen el proceso de objetivacion 2, falta considerar los tiempos de duracion que se
tienen contemplados en cada actividad, asi como los cuestionamientos que se contemplaran
en el desarrollo de éstas.

Proceso de Objetivacion 4. Manipulacion y calculo del diferencial en férmulas
matematicas.

A parte de las reglas operativas, es importante presentar a los estudiantes aquellos casos mas
representativos en el calculo de diferenciales, como:

Potencias
d(x™ = nx™ ldx
Trigonométricas
d(sen(x)) = cos (x)dx

d(cos(x)) = —sen (x)dx

Exponenciales
d(e*) = e*dx

Logaritmicas

d(In(x)) = %dx

Incluso, la regla de la cadena

u = (x%+ 2x)*

ZV
v=x°+4+2x

dv = (2x + 2)dx
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uU=v
u+du= v+ dv)? o
u+du =v2+2vdv+g}ﬁ
u+du = (x? +2x)? 4+ 2(x? + 2x) (2x + 2)dx
du = 2(x*+ 2x)(2x + 2)dx
d[(x? + 2x)?] = 2(x? + 2x)(2x + 2)dx

(NOTA: Claramente falta precisar las formas en las cuales seran introducidas estas reglas
que tendran que ver con el desarrollo de los procesos de objetivacion previos a este).

6.2 CONSIDERACIONES PARA UNA PRIMERA PUESTA EN ESCENA

Para la puesta en escena, hay factores que seran importantes tomarlos en cuenta debido a la
teoria que se esta utilizando y al enfoque que se esta proponiendo. Al considerar los medios
semioticos que empleen los estudiantes como parte fundamental de la objetivacion, es
importante que se realice una capturade esos momentos, por tanto, la videograbacion es una
de las cosas que hasta este momento se pretende realizar. Otro elemento que hay que tener
en mente, es que el enfoque que se promueve no es el tradicional, lo cual limita las
posibilidades de quien sea la persona que lleve a cabo la implementacion, que hastaahora se
tiene en consideracion a que sea el autor del proyecto o una persona conocedora de este
enfoque, la persona que se encargue de ello.

Es importante sefialar que, para la primera experimentacion, se trabajara con 28 estudiantes
de Ingenieria Industrial, que cursan la materia de Célculo Diferencial e Integral 1 en el primer
semestre y que ya llevan un avance significativo en el curso, en el cual han trabajado bajo el
enfoque infinitesimal. Los estudiantes seran llevados a un aula que permite tener un espacio
adecuado de trabajo, y donde ademas se encuentran las calculadoras Voyage200, las cuales
seran utiles para el calculo de diferenciales a partir del proceso de objetivacion 3. La intencion
es que se formen equipos de tres personas y que uno de ellos se encargue de grabar lo que
hagan sus otros compaiieros, con el fin de recopilar la mayoria de las acciones que se lleven
a cabo en el aula por parte de los estudiantes.

Ademas, es de resaltar que al estar trabajando con un grupo al cual se le ha promovido el
enfoque infinitesimal desde el inicio del curso de Calculo Diferencial e Integral 1, entonces
las actividades se han adaptado al ritmo de trabajo que los estudiantes tenian. Por tanto, las
actividades forman parte de la continuidad del curso y estaran siendo consideradas como
parte fundamental para la evaluacion de los estudiantes, con lo cual se espera que €stos
asuman el compromiso, la responsabilidad y el cuidado por el otro, en el desenvolvimiento
que se tenga en el aula.
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Para el desarrollo de las actividades en el aula, se tienen consideradas las fases de labor
conjunta que seflala Radford (2020), las cuales son: presentacion de la actividad por el
profesor(a), trabajo en pequefios grupos, discusiones profesor(a)-estudiante, discusiones
entre grupos y discusion general. En ese sentido, la intencion en este punto es que tanto
profesor como alumnos deben ser participes activos a lo largo de la actividad.

En la presentacion de la actividad, se espera que el profesor comparta todos los detalles
involucrados en la actividad. Particularmente, les pedira a los estudiantes que previo a
trabajar con la actividad y fuera del horario de clases, realicen una lectura que se les brindara
como apoyo para que se familiaricen con el lenguaje utilizado, en busca de que se basen en
¢l para las argumentaciones que ellos utilicen en la actividad dentro del aula.

En el trabajo en pequefios grupos, se espera que los estudiantes realicen comentarios sobre
la lectura que les solicitd el docente, de tal forma que distingan aquellos elementos
importantes que han identificado, y que a su vez les permita trabajar con la actividad
solicitada. En ese sentido, aunque en un inicio lo més seguro es que no sean muy precisos en
su forma de expresarse, se espera que los estudiantes empiecen a utilizar algunas
argumentaciones que se puedan asociar con el enfoque infinitesimal, y particularmente, con
los diferenciales. Podria ser un poco ambicioso pensarlo, pero quizas desde este momento se
puedan detectar los nodos semidticos que se han propuesto en el anélisis a priori, sobre todo,
sabiendo que los estudiantes ya han trabajado previamente con el enfoque infinitesimal, y
que eso les permita pensar en el diferencial como una cantidad manipulable.

Se espera que, en ese trabajo entre equipos, el profesor circule por donde se encuentran cada
uno de ellos, con el fin de atender aquellas dificultades que presenten los estudiantes para
comprenderla actividad. La intencion es que su ayuda, les sea de utilidad a los equipos para
reorientar la actividad hacia el objetivo deseado de la misma, es a esta parte que en la TO se
le denomina interaccion profesor-estudiante. En este caso, al estar trabajando con varios
equipos, sera importante que se cuente con ayuda, por lo cual se tiene considerado ser dos
los profesores que estén en el aula interactuando con los estudiantes. Ademas, se ha pensado
en contar con un observador que ayude a recopilar informacién que, quizas pueda pasar
desapercibida para los profesores y sea relevante en la experimentacion. En este momento,
se esperaria que la actividad vaya encaminadaa la deteccion de varios medios semioticos y
el refinamiento de éstos para la identificacion de algunos nodos semidticos.

Se busca que a partir del trabajo que se haya realizado en cada equipo y de la interaccion con
el profesor, se realice una discusion entre los equipos que permita hacer circular los nodos
semiodticos identificados. Es importante sefialar, que esta fase quizads no sea llevada a cabo y
que se pase directamente a la discusion grupal, tal como se sefiala en la TO. Lo anterior, se
tiene considerado que suceda cuando el tiempo en clase este muy limitado. A pesar de ello,
la intencion es que en esta parte se refuerce y clarifiquen los nodos semidticos que estén
presentes en cada proceso de objetivacion, con el fin de ir encaminados a que en la discusion
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grupal se llegue a una precision en la argumentacion de los estudiantes y sus formas de
expresarse.

Para cerrar cada proceso de objetivacion la intencion es que, en la discusion general, los
estudiantes puedan expresarse con precision en la comunicacion que tengan con el resto del
grupo. Lo deseable es que los estudiantes puedan argumentar sus ideas no solo de forma
verbal, si no también gestual, es decir, que coordinen adecuadamente lo que expresan con
sus palabras con lo que gesticulan con los brazos o su rostro. Particularmente, en términos de
la TO estariamos diciendo que en este momento se tendria una contraccion semiotica, y en
consecuencia, los estudiantes tendrian el encuentro con el saber (objetivacion).

La intencién es que una vez que se culmine con estas fases de labor conjunta, los estudiantes
entreguen sus hojas de trabajo y que compartan las videograbaciones que se tengan sobre el
desarrollo de las actividades. Para ello, se les pedira que esas filmaciones las suban al portal
de la plataforma Microsoft Teams que su profesor a cargo a creado para el curso. Finalmente,
se busca que el observador entregue un reporte al final de cada sesion y que se comente con
¢l, las cosas que hayan llamado la atencion en este proceso. El fin de esto, es tener la mayor
cantidad de evidencia que permita realizar un anélisis detallado para la distincién de los
recursos semidticos empleados por los estudiantes, los nodos semidticos surgidos en las
interacciones y la contraccion semiotica a la cual podrian llegar. Ademas, esa recopilacion
permitiréd identificar la pertinencia del enfoque promovido y sobre todo de las actividades
disefiadas.

6.3 ELEMENTOS DE ANALISIS PARA LA PROPUESTA

Para el analisis, serd importante que al contar con una gran cantidad de estudiantes y por
tanto muchas hojas de trabajo, el discriminar entre ellas. Para ello, serd importante considerar
lo que Radford (2013) sefiala como las virtudes que deben tener los estudiantes ante la
actividad: compromiso, responsabilidad y cuidado por el otro.

En el caso del compromiso, para que los procesos de objetivacion puedan ser promovidos es
importante que los estudiantes sean participes activos, es decir, que asuman un papel activo
en el desarrollo de los procesos de objetivacion y que formen parte de las interacciones que
se lleven a cabo en el aula. Respecto a la responsabilidad, es importante que cada estudiante
se haga responsable no solo de la entrega oportuna de cada actividad, sino también de cada
actuar que éste tenga en el aula. En el cuidado con el otro, los estudiantes deben sensibilizarse
respecto a las respuestas que sus compaiieros brinden a cada actividad, con ello, se desea que
los estudiantes intenten comprender y complementar las argumentaciones que el resto de sus
compaieros realicen.
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Al no tener certeza sobre si los elementos anteriores seran suficientes para poder realizar una
seleccion adecuada de la informacion, se considerara importante el desempefio académico
que hayan tenido los estudiantes en el trabajo previo que han desarrollado en el curso.

Se considera que hacer una discriminacion entre la recopilacion de informacion, sera
fundamental para poder analizar los medios semidticos empleados, los nodos semioticos
surgidos y finalmente la contraccidn semidtica establecida, para lograr la objetivacion en
cada uno de los procesos planteados. Pero, sobre todo, la intencion es que se pueda analizar
la pertinencia de las actividades disenadas y del enfoque promovido.

Se tiene pensado realizar un proceso de seguimiento de los estudiantes con los que se trabaje
en los cursos de Calculo, con el fin de ver si las herramientas que adquirieron a partir de las
actividades promovidas en la propuesta le fueron de utilidad en su curso de Ecuaciones

Diferenciales.
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7 CONCLUSIONES

Lo presentado aqui es el avance logrado hasta el momento. La intencion que se tiene es tratar
de reflejar la pertinencia del proyecto de intervencion, debido a que se esté trabajando con
un enfoque que no es el que usualmente se presenta en las aulas, el cual es el enfoque
infinitesimal, y por tanto, uno de los aspectos importantes a desarrollar en la propuesta es
convencer de que justamente se puede aplicar éste a fenomenos asociados de la realidad y
sobre todo, contrastarlo con la forma en la que tradicionalmente estos son presentados en las
aulas. Esto permitira, que lo que se reporta en varios documentos (Imaz y Moreno, 2010;
Dray y Manogue, 2010; Ely, 2020; Ely y Samuel, 2021), sobre el diferencial comouna nocion
fundamental en este enfoque, pueda ser profundizada a tal grado que la introduccion de la
nocion de ecuacion diferencial ordinaria podria surgir de forma natural, a partir de las ideas
construidas en el proceso previo sobre la conceptualizacion precisa del diferencial.

Por otro lado, esté el trabajar en la pertinenciade que la Teoria de la Objetivacion es la
adecuada para el proyecto y aunque ha tomado tiempo el que se viera reflejado que habia
elementos que por un lado permitian desarrollar un proyecto de intervencion, y por otro,
ponerlo en escenay analizarlo, se considera que ya se dio un paso adelante. Pero, todavia
existe un gran trabajo por hacer respecto a lo que permitira la teoria respecto al disefio de la
intervencion, profundizar sobre los elementos que estan presentes dentro de la misma teoria,
como los asociados a la semidticay evidenciar de forma clara la pertinenciade trabajar con
esta teoria en un proyecto de intervencion, lo cual quizas se logre cuando se tenga un primer
bosquejo completo de los procesos de objetivaciony de las actividades que se desarrollaran
en cada uno de ellos. Ademas, serd importante el tener un analisis a priori de los posibles
medios semidticosy nodos que pudieran surgir en cada una de ellas, para finalmente plantear
la contraccion semiotica en cada proceso.

En este momento, se esta trabajando en el apartado que consiste en la propuesta, pero al estar
en una fase inicial no se agrego a este documento. Se tienen desarrolladas cinco actividades
que seran contempladas, de las cuales:

e La Actividad 1, que tiene el nombre “El uso de la notacion de Leibniz para
representar matematicamente las variaciones infinitesimales de magnitudes
variables”y la Actividad 2, “La variacion infinitesimal de una magnitud constante”,
estan consideradas dentro del proceso de objetivacion 1, cuya intencion es que los
estudiantes puedan tener el encuentro con la nocion de diferencial de una magnitud
variable independiente.

e La Actividad 1, “El cdlculo algebraico de las variaciones infinitesimales de una
magnitud variable dependiente”, la Actividad 2, “El cdlculo algebraico de las
variaciones infinitesimales de una magnitud variable dependiente. Caso 2 y la
Actividad 3, “El calculo algebraico de las variaciones infinitesimales de una
magnitud variable dependiente. Caso 3”, estan consideradas dentro del proceso de
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objetivacion 2, cuya intencion es que los estudiantes puedan tener el encuentro con la
nocion de diferencial de una magnitud variable dependiente.

Ademas, se estd realizando una primera puesta en escena de las primeras actividades con el
grupo de Ingenieria Industrial, lo cual se reporta con mayor detalle en el apartado de
Metodologia. Aunque no se tenga el apartado de la propuesta desarrollado, se puede consultar
en el apartado de anexos un avance de las primeras tres actividades que se sefialaron
previamente.

Es importante mencionar que estas actividades tienen una o varias lecturas previas asignadas,
con laintencion de que el lenguaje empleado en sus argumentaciones se asocie con el enfoque
infinitesimal. Estas lecturas fueron propuestas por el profesor a cargo, debido a que esa era
la forma de trabajar que tenia con el grupoy, sobre todo, a la experiencia que €ste tiene con
promover el enfoque infinitesimal en sus cursos de Calculo. Sabiendo esto, para tener
continuidad en el curso en el cual se esta trabajando, se adecuaron las actividades a la
experiencia que tenian los estudiantes con este enfoque y a las lecturas propuestas.

En esta parte de disefio, ain queda trabajo por hacer en los siguientes procesos de
objetivacion. Aunque ya se tienen ideas pensadas sobre los elementos que se consideraran en
cada actividad a disefiar, no se han capitalizado en hojas de trabajo. Se considera que el
proceso de objetivacion que podria llevar mas tiempo de realizar es el PO6 denominado
“Modelacion matematica de un fenomeno de la realidad con una EDO”, ya que en este se
introducira el ciclo de modelacion propuesto por Rodriguez y Quiroz (2016), y serd necesario
cuidar los detalles en la conexidn que tendra éste, respecto al enfoque infinitesimal y la Teoria
de la Objetivacion. Cabe recordar, que se busca construir el puente conceptual entre el curso
de Célculo Diferencial y el de Ecuaciones Diferenciales con estos siete procesos de
objetivacion. Para el puente procedimental, aun no se tiene claro cuantos procesos de
objetivacion se consideran en el disefio, y que, aunque se sabe que se trabajara con la
acumulacion y con el teorema fundamental del calculo como elementos centrales para el
desarrollo de las soluciones de las EDO, no se tiene claro que tanta profundidad se le dard a
la conexion entre el Calculo Integral y las Ecuaciones Diferenciales.

Ademas, se tiene la intencion de que el siguiente semestre se realice una nueva puesta en
escena en la cual se puedan considerar mas actividades y mas procesos de objetivacion,
respecto a los que se tienen hasta el momento, y de ser posible se aprovechara que el siguiente
semestre se impartira el curso de Célculo Integral en la Universidad de Sonora, para poder
disefiar y aplicar los procesos de objetivacion asociados con el puente procedimental.
También, se valorard la importancia de la implementacion que se lleva a cabo en estos
momentos, para realizar los ajustes necesarios para las posteriores experimentaciones, de tal
forma que todo lo que concierne a la Teoria de la Objetivacion, como medios semioticos,
nodos semioticos y la contraccién semiodtica, se analizara con detalle.
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Finalmente, se tiene la intencion de indagar mas sobre los elementos que se podran considerar
para el analisis y valoracion de la propuesta, a partir de lo que los estudiantes realicen en las
hojas de trabajo y en las videograbaciones que se registren.
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CRONOGRAMA

En este apartado, se presenta el cronograma de los avances que se han tenido en el proyecto
y las proyecciones futuras que se tienen para los siguientes semestres.

Semestre | Semestre | Semestre | Semestre | Semestre | Semestre | Semestre | Semestre
1 2 3 4 5 6 7 8

Antecedentes

Problematica

Justificacion

Objetivos

Elementos
tedricos

Metodologia

Diseno

Puesta en
escena

Valoracion

Se espera que en los afios restantes del Posgrado se tengan mas participaciones en eventos de
Matematica Educativa, asi como publicaciones en revistas importantes. También, se espera
realizar una estancia que permita realizar consideraciones importantes. Todo esto, tiene con
la intencion de dar a conocer el trabajo que se esta realizando, sobre todo por la importancia
de promover un enfoque de ensefianza distinto al que se presenta en las aulas.
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ANEXOS

& ACTIVIDAD 1
El uso de la notacion de Leibniz para
TEMA 6 s .
Difecenciales representar matemadticamente las

variaciones infinitesimales de
magnitudes variables.

ACTIVIDAD. De nuevo, utilizaremos como ejemplo concreto el conjunto de magnitudes fisicas,
tanto constantes como variables, que figuran en el proceso dindmico de llenado o vaciado del

recipiente conico.
, R
x ® :
h,
H - /G

A !
v v '

En cada una de las tablas que figuran abajo, usa la notacién propuesta por Leibniz para representar
matematicamente el diferencial de la magnitud variable. Llena en cada tabla los espacios vacios con
las inscripciones y descripciones (significados) adecuadas.

1
Magnitud variable R
Descripcion Radio del recipiente conico, cm
Diferencial
Descripcion
2
Magnitud variable H
Descripcion Altura del recipiente cdnico, cm
Diferencial
Descripcion
3
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Magnitud variable

G

Descripcion

Generatriz del recipiente conico, cm

Diferencial

Descripcion

Magnitud variable A

Descripcion Area lateral del recipiente cénico, cm?
Diferencial

Descripcion

Magnitud variable A,

Descripcion Area de la superficie circular del recipiente cénico, cm?
Diferencial

Descripcion

Magnitud variable

4

Descripcion

Volumen del recipiente cénico, cm3

Diferencial

Descripcion

Magnitud variable T

Descripcion Tiempo de llenado o vaciado del recipiente cénico, s
Diferencial

Descripcion

Magnitud variable

F

Descripcion

Flujo del liquido hacia o desde el recipiente conico, cm3/s

Diferencial

Descripcion
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Magnitud variable t
. Tiempo transcurrido desde el inicio del llenado o vaciado del recipiente
Descripcion .
cénico, s
Diferencial
Descripcion
10
Magnitud variable h,
Descripcion Altura del liquido en el recipiente conico, cm
Diferencial
Descripcion
11
Magnitud variable h,
Descripcion Altura del espacio vacio en el recipiente cénico, cm
Diferencial
Descripcion
12
Magnitud variable g
Descripcion Generatriz del cono liquido formado en el recipiente, cm
Diferencial
Descripcion
13
Magnitud variable l
Descripcion Generatriz del espacio vacio en el recipiente, cm
Diferencial
Descripcion
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14

Magnitud variable r
Descripcion Radio de la superficie circular del liquido, cm
Diferencial
Descripcion
15

Magnitud variable

as

Descripcion

Area de la superficie circular del liquido, cm?

Diferencial

Descripcion

16

Magnitud variable

Am

Descripcion

Area lateral del cono liquido, cm?

Diferencial

Descripcion

17

Magnitud variable

an

Descripcion

Area lateral no mojada por el liquido, cm?

Diferencial

Descripcion

18

Magnitud variable

4

Descripcion

Volumen del liquido en el recipiente cénico, cm3

Diferencial

Descripcion

19

Magnitud variable

Va

Descripcion

Volumen del espacio vacio en el recipiente cénico, cm?3
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Diferencial

Descripcion
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Cix+ 1)

W

NS ACTIVIDAD 2
La variacion infinitesimal de
TEMA 6 .
Diferenciales una magnitud constante.

ACTIVIDAD. Una vez mas, nos referiremos al conjunto de magnitudes fisicas que intervienen en el
proceso dinamico de llenado o vaciado del recipiente conico. Entre ellas se encuentra el siguiente
subrupo, formado por aquellas magnitudes fisicas que, en el proceso dindmico de llenado/vaciado del
recipiente conico, no cambian su valor numérico, es decir, permanecen constantes.

Constantes y parametros

R : el radio del recipiente cénico;

H :laaltura del recipiente co6nico;

G : la generatriz del recipiente cdnico;

A, : el area lateral del recipiente cénico;

Ay : el area de la superficie circular del recipiente
conico (el area “superior”);

A: area total del recipiente coénico (lasuma de las
areas lateral y superficial del cono);

7 : el tiempo de llenado o vaciado del recipiente
conico;

F : el flujo del liquido hacia o desde el recipiente
conico.

1. ;A cuanto es igual la variacion infinitesimal de estas magnitudes fisicas? Ademas de
proporcionar un argumento soélido, consigna tu respuesta completando las expresiones algebraicas
que se enlistan a continuacion.

dR=
dH =
dA,=
da,=
av =

dt ,
dF = ,



& ACTIVIDAD 1
El calculo algebraico de las variaciones

TEMA 6 . . . . .
Diferenciales infinitesimales de una magnitud variable
dependiente.

Lee con atencion el siguiente fragmento de un antiguo libro de texto de Calculo escrito por el
matematico francés Etienne Bezout (1730-1783) en 1760, y titulado Cdlculo Infinitesimal.

Cuando se considera una cantidad variable que crece por grados infinitamente
pequeiios y se desea conocer el valor de esos incrementos, lo que se presenta como
mds natural es determinar el valor de esa cantidad para un instante cualquiera y el
valor de esa misma cantidad para el instante inmediatamente siguiente; entonces, la
diferencia de estos valores es el incremento (o el decremento) que recibe esa cantidad:
a esto es a lo que se llama diferencial de esa cantidad.

1. Una vez que hayas leido detenida y atentamente este fragmento, discute con tus compaiieros de
equipo el significado matematico del diferencial de una magnitud variable dependiente, segun
Bezout. Escribe en el espacio inmediatamente abajo las conclusiones formuladas en el equipo.

2. Discute con tus compaiieros el procedimiento descrito por Bezout para calcular la variacion
infinitesimal (o diferencial) de una magnitud variable dependiente. Enlista enseguida los tres pasos
de este procedimiento, describiéndolos con palabras.

1.
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3. Discute con tus compaiieros de equipo la forma correcta de expresar (representar) algebraicamente
el procedimiento descrito por Bezout para calcular algebraicamente el diferencial de una magnitud
variable dependiente u, que covaria con la magnitud variable independiente z. Escribe enseguida
dicha representacion algebraica, segliin lo consensado en el equipo
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