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1 INTRODUCCION

Sin duda, uno de los fines de la Matematica Educativa es encontrar herramientas didacticas
y crear intervenciones didacticas que ayuden a mejorar los procesos de aprendizaje de los
estudiantes sobre los objetos matematicos. Ademas, y muy importante, que sean capaces de
integrar estos conocimientos en su vida.

La Modelacion Matematica es una herramienta que permite el analisis de fendmenos
naturales, y su producto, el modelo matematico, permite explicar el fendémeno desde un punto
de vista cientifico. Los procesos de modelaciéon matematica deben promoverse a través de
contextos adecuados, para que los estudiantes se motiven, sientan curiosidad y le encuentren
utilidad. Interesados en promover en nuestros estudiantes conocimientos matematicos en
ambientes tecnologicos, noshemos inclinado por la corriente STEM! (Science, Technology,
Engineeringand Mathematics). Nuestro proyecto de intervencion toma en consideracion los
componentes antes sefialados.

En este documento, nos centraremos en los requerimientos propios para un examen
Pre-Doctoral, la propuesta de trabajo de tesis estd encaminada a disefar actividades en el
contexto de la corriente STEM.

La literatura ha mostrado la gran dificultad de la unificacion de las diferentes ramas
cientificas relativas al programa STEM (Keller & Knowls, 2019). Por lo que, queremos poner
en relieve la importancia de la modelacion matematica como elemento fundamental en esta
unificacion.

El presente trabajo se centra en la aplicacion de la Modelacion Matematica con enfoque
STEM en el nivel secundaria, la cual se enmarcard en un contenido ligado a cinematica en
un contextotecnoldgico. Estamos interesados en desarrollar en los estudiantes una estructura

cognitiva dindmica, ligada a los procesos de Modelacion Matematica centrada en la accion
(Leontiev, 1975).

De manera consensuada, la comunidad de Matematica Educativa le concede una
atencion especial al desarrollo de competencias a través de los procesos de la modelaciony
su aplicacion, apareciendo la necesidad de trabajar con problemas contextualizados para
mostrar el vinculo que tiene la matemaética con la realidad (Aparisi & Pochulu, 2013). A pesar
de este consenso, la literatura nos muestra los obstaculos cognitivos de los alumnos para esta
integracion, abriendo un debate sobre como integrar la Modelacion Matematica al proceso
de ensefianza- aprendizaje (Kaiser, 2020). No obstante que el programa STEM lleva mas de
20 afios desarrollandose en Australia y que cuenta con varias generaciones de ingenieros

I Proyecto que emergi6 en la década de los 90s en Estados Unidos de Norteamérica y que esta
repercutiendo en los programas de estudio en muchos paises.



STEM, la matematica tiene un uso utilitarioy restringido en la formacion de ingenieros y el
rol de la matematica se ha empobrecido (English, 2015), y surge la pregunta, ;cémo podria
evitar que pase esto en México, o ya esta pasando? En la actualidad, se observa en la
integracion de las cuatro disciplinas STEM que normalmente destaca el papel de la ingenieria
mientras que la forma de integrarlos es por medio de contextos reales y los propios de la
tecnologia como los virtuales (Martin, Aguilera, Perales, & Vilchez, 2019).

Como ya lo hemos dicho, el proposito de este trabajo es el de crear actividades de
intervencion didactica que desarrollen en los estudiantes la habilidad para aplicar las
matematicas a problemas de su mundo, llevar las matematicas mas all4 del salon de clases
(Galbraith, Stillman, & Brown, 2013), en el contexto de la cinemadtica y con el uso de
tecnologia.

La organizacion del presente trabajo se ha estructurado de la siguiente manera:

En la segunda seccion se presentan los antecedentes de los elementos que componen la
propuesta: la Modelacion Matematica en la educacidn, el uso de la tecnologia en el aula de
matematicas y sobre una descripcion del enfoque STEM.

La tercera seccidon, contiene un estado del arte en relaciéon con la Modelacion
Matematica, ademas de reportar trabajos previos sobre la Modelacién Matematica. Ademas,
se reportan trabajos previos sobre la Modelacion Matematica con experimentacion,
modelacion en entornos tecnologicos bajo un enfoque STEM, en educacion basica,
especificamente en nivel secundaria y, finalmente, se muestran actividades de Modelacion
Matematica que se presentan en los libros de texto gratuito vigentes de tercer grado de
secundaria.

La descripcion de la problematica que se desea abordar y los objetivos del proyecto de
intervencion educativa se encuentran dentro de la cuarta seccion.

En la quinta seccion se describen las caracteristicas de las actividades que conforman
el proyecto de intervencion educativa.

La sexta seccion aborda los aspectos teoricos con los cuales se desarrollé un marco
conceptual para presentar un proceso de Modelacion Matematica.

Los aspectos metodoldgicos se encuentran englobados en la séptima seccidn, incluye
ademas la planeacion de la experimentacion de la primera actividad para validar el trabajo.

En la Gltima seccion se presenta un cronograma, donde se resumen los avances del
proyecto y la distribucion de los tiempos en los que se concluirdn todas las actividades
programadas para la conclusion de la tesis.



2 ANTECEDENTES

La Modelacion Matemadtica y sus aplicaciones ha sido tema de discusion en Matematica
Educativa en las ultimas décadas, debido a la creciente relevancia a nivel mundial del uso de
las matematicas en la ciencia, la tecnologia y la vida cotidiana. Cada vez se extiende mas la
idea que la Modelacion Matematica deberia desempefiar un papel importante en la educacion;
esta situacion de cambio en las escuelas y universidades se promueve lentamente a la
inclusion de aspectos del mundo real, donde frecuentemente se resuelven problemas con
modelacion. Ante la disminucién en casi todos los paises de estudiantes interesados en
matematicas y ciencias, es esencial promover posibles cambios en la educacion matematica
en la escuelay la educacion, quenos mueva hacia la inclusion de ejemplos del mundo real y
el desarrollo de las competencias matematicas a utilizar, para resolver problemas del mundo
real (Stillman, Kaiser, & Lampen, 2020).

Por lo anterior, es importante hace un recuento sobre las diferentes maneras de concebir
la Modelacion Matematica comenzando con las diferentes maneras como se ha definido. En
esta seccion se hard una breve introduccion histérica de la modelacion, se mostraran algunas
dificultades en la ensefianza y aprendizaje de la Modelacion Matematica. Ademas, se
presentaran algunos elementos que se consideran importantes como son: la nocion de
variable en nivel secundaria, el uso de la tecnologia para el aprendizaje de las matematicas,
actividades con enfoque STEM y el marco curricular de la Modelacion Matematica.

La Modelacion Matematica se define de diferentes maneras en Matematica Educativa
segun la perspectiva tedrica adoptada. A continuacion, se exponen definiciones de varios
investigadores. En la seccion 3, dedicada al estado del arte, se describiran diferentes
perspectivas de la modelacion, incluyendo el ciclo de modelado, asi como un ejemplo de una
actividad que caracterice cada uno.

Chevallard (1989) define a la Modelacion Matematica, (a partir de ahora la
designaremos como MM), como el proceso en el cual se analiza una situacion y se explica
en términos cientificos; como resultado, se genera un modelo matematico que permite el
estudio de procesos y fendmenos tales como sistemas extramatematicos e intramatematicos
utilizando métodos e instrumentos matematicos.

Debemos sefialar que la definicion de Chevallard fue presentada en la época que la
matematica en contexto apenas estaba llegando a las aulas (p.ej. Freudenthal, 1991)
rompiendo con una ensefanza desvinculada de contextos reales, en esa época el registro que
se priorizaba era el algebraico. En este sentido, la ensefianza de las matematicas se tiene una
vision “aplicacionista” donde primeramente las nociones matematicas son introducidas para
después resolver problemas en contexto (Barquero, Bosch, & Gascon, 2019).

Para Lesh y Doerr (2003) la MM estéd mas ligada a una matematica en contexto en la
resolucion de situaciones de la vidareal, paraellos la MM es un proceso en el que los sistemas
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y modelos conceptuales existentes se utilizan para crear y desarrollar nuevos modelos en
nuevos contextos. Estos modelos proveen una aproximacion del sistema real y se utilizan
para entender e interpretar sistemas complejos de la naturaleza.

Los modelos son sistemas conceptuales (elementos, relaciones, operaciones, y reglas
que gobiernan las interacciones) que se expresan usando sistemas de notacion externa, y que
se usan para construir, describir o explicar los comportamientos de otro(s) sistema(s), quiza
para que el otro sistema pueda manipularse o hacer predicciones cientificamente
fundamentadas.

2.1 Introduccion historica de la Modelacion y Modelos Matematicos

La historia de la modelacion nos muestra que los cientificos en la antigiiedad generaron
modelos para poder entender el mundo que los rodeaba, por lo que los procesos de la
modelacion y la generacion de modelos en la antigiiedad han tenido un alto impacto en las
ciencias. La MM ha sido una herramienta muy importante para el ser humano, para el
desarrollo de las Matematicas y de las ciencias como la Fisica, la Biologia, la Astronomia,
etc. Por ejemplo, la evolucién de los modelos cosmologicos de Ptolomeo, Copérnico y
Galileo son una muestra de los instrumentos materiales e intelectuales desarrollados con la
MM (D’ Ambrosio, 2009).

Segtn Israel (1996, como se citd en Trigueros, 2009) la historia de los modelos
matematicos para describir el mundo se divide en cuatro etapas: la primera en la Grecia
antigua en la época Pitagorica donde se consideraba a los niimeros la forma perfecta de
describir al Universo, la segunda etapa es la revolucion de Galileo en la que se partia de que
las leyes de la naturaleza estaban escritas en un lenguaje matematico. En la tercera etapa las
matematicas se desprenden de la naturaleza y estan en ella, existe una creencia que las
distintas teorias cientificas son una construccion unitaria y la mecénica tiene un papel
principal. Y en la cuarta etapa se habla de modelos matematicos o matematicas aplicadas, se
deja de hablar de modelos de tipo mecanico, en cambio, se describen fendmenos a partir de
analogias de estructuras matematicas que los representan (Trigueros, 2009).

Mesa y Villa-Ochoa (2011) afirman que uno de los periodos mas fecundos de las
matematicas se ubica en los siglos XVI y XVII, periodo en el que las relaciones entre las
matematicas y el entorno estaban en correspondencia, de tal manera que las matematicas
traducen la naturaleza y la naturaleza obedece a leyes matematicas.

Antes que la didactica de las matematicas, ya establecida como ciencia independiente,
publicitara la necesidad de poner atencion a la modelacion, los cientificos de la antigiiedad
ya utilizaban modelos matematicos.

Para ejemplificar el desarrollo de los modelos matematicos tomaremos el concepto de
velocidad, debido a que nuestra propuesta estd integrada por actividades de MM en el
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contexto de la cinematica. Galileo Galilei? fue uno de los primeros que reconocio la necesidad
de simplificar la realidad para poder describirla con herramientas matematicas, escogio
cantidades medibles sustanciales para describir procesos reales y construy6 relaciones
matematicas que imitaban sus observaciones, es decir, modelo.

Si indagamos sobre la historia del proceso de modelacion del concepto de velocidad,
este surgio a la par con el de movimiento, con los filosofos griegos. Aristoteles (384—322
a.C.) distinguio tres tipos de movimiento el de orden imperturbable, como el de las esferas
celestes, el movimiento “terrestre” de los objetos que suben y bajan y el violento de los
cuerpos que necesitan un impulso, aunque sus comentarios abordaron el fenomeno de la
velocidad, se demostré mas adelante, que sus concepciones eran erroneas.

Antes que Galileo, como lo mencionamos en el pie de pagina 2, Nicole de Oresme
(1330-1382) us6é una representacion grafica de las cualidades de los fendmenos. Moviéndose
hacia una terminologia funcional de la velocidad, Oresme buscé la ayuda de experimentos
para asignar una tasa de cambio a ciertas intensidades y concluyo “Todas las cosas son
medibles a excepcion de los nimeros”.

El trabajo de Galilei puede entenderse como al limite de la vision aristotélica de
naturaleza, llegando al entendimiento de que uno no siempre puede referirse a conclusiones
intuitivas basadas en la observacion inmediata porque a veces son engafiosas. Mas tarde,
Galilei us6 experimentos para argumentar a favor de la afirmacion que existe una
dependencia cuadratica entre la distancia recorrida y el tiempo de caida de un objeto
(Moeller, 2017).

En el libro de las Dos Ciencias de Galileo (1638) en el capitulo que se titul6 Tercer dia
habla sobre el cambio de posicion, el capitulo lo introduce con la definicion de movimiento
uniforme:

“Por movimiento constante o uniforme, me refiero a uno en el que la
distancia recorrida por la particula en movimiento durante intervalos de
tiempo iguales, son ellas mismas iguales”.

Seguido a esta definicion enumera a cuatro Axiomas:

“Axioma I: En el caso del mismo movimiento uniforme, la distancia
recorrida durante un mayor intervalo de tiempo es mayor que la distancia
recorrida durante un intervalo menor de tiempo.”

“Axioma II: En el caso del mismo movimiento uniforme, el tiempo
requerido para recorrer una distancia mayor, es mayor que el tiempo requerido
para una distancia menor” (p.154).

2 Si bien el trabajo de Nicole de Oresme (1328-1383), es quien introdujo el modelo grafico de la
representacion de variables (tiempo y velocidad) en su Tractatus de Latitudine Formarum (ver Hitt, Soto,
Romero y Avila, 2022).



Si nos enfocamos en el movimiento uniforme Galileo en el Axioma I establece la
relacion entre las distancias recorridas en intervalos desiguales de tiempo. Y en el Axioma II
establece la relacion entre los tiempos necesarios para recorrer distancias desiguales.

Y es hastalos Axiomalll y IV que introduce el concepto de velocidad. En el Axioma
III compara las distancias recorridas a velocidades distintas en el mismo intervalo de tiempo
y en el IV compara las velocidades requeridas para recorrer distancias distintas en el mismo
tiempo. Lo anterior es importante resaltarlo debido a que la velocidad es una magnitud
compuesta de dos elementos, de la relacion que existe entre la distancia recorrida y el
intervalo de tiempo que a la particula le tom¢ realizarlo, que corresponde a una magnitud
fisica comprendida tanto por dimension y valores medibles; por lo que la dificultad de
asimilarla es mas compleja que la distancia recorrida y el tiempo que son medidas simples.
Galileo (1638) escribe estos axiomas de la siguiente manera:

“Axioma III: En un mismointervalo de tiempo, la distancia recorrida a
una velocidad mayor es mayor que la distancia recorrida a una velocidad
menor.”

“AxiomalV: La velocidad requerida para recorrer una distancia mayor
es mayor que larequerida para recorrer una distanciamenor durante el mismo
intervalo de tiempo” (p. 155).

Posteriormente, Isaac Newton (1642-1727) definio la velocidad en su Principia
Matematicautilizando el concepto de fuerza que inicia el movimiento. Formul6 el principio
de inercia como: “Todo cuerpo se conserva en su estado de reposo o de movimiento rectilineo
uniforme,amenos que se vea obligado a cambiar ese estado por fuerzas impresas en €1”.

. El concepto de velocidad se construyd hace mucho tiempo, como producto de un
proceso de modelado entre la realidad y el involucrar a dos ciencias, las matematicas y la
fisica (en la antigiiedad se le llamaba filosofia natural). Hay que percatarse de la influencia
para el desarrollo cientifico y reflexionar sobre el impacto en las clases de matematicas. En
la escuela, no se profundiza mucho en la ensefianza de este concepto, ni en las clases de
matematicas ni de fisica. En clases de fisica, uno espera las cantidades, duracion y tiempo 'y
el concepto de funcidn para introducir la formula v = s/t desde el principio sin mucha
experimentacion. En las clases de matematicas del nivel secundaria, el contenido matematico
estd en el centro y los problemas de velocidad se consideran aplicaciones puras. Por lo que
no se le hadado la importancia que merece la historia del concepto de velocidad, ni bajo el

aspecto de modelado y ni en las posibilidades de aplicarlo en materiales educativos (Moeller,
2017).

En los libros de texto de educacidn basica se observa que el primer acercamiento que
los alumnos tienen con el concepto de velocidad es cuando se muestran imagenes de objetos
en movimiento con leyendas donde se muestran las velocidades y la actividad consiste en
llenar tablas con distancias correspondientes a diferentes tiempos. En resumen, el enfoque
proporcionado al concepto es el de cuantificar, con poco sentido para el estudiante.



La génesis del concepto de velocidad estuvo influenciada por su caracter
interdisciplinario por siglos. El desarrollo posterior de Leibniz usando variables en formulas
influyd, en siglos posteriores, en nuestro aprendizaje en las clases de matematicasy fisica.
Teniendo esto en cuenta, la educacion matematica no debe descuidar el papel que las
matematicas han jugado dando formaa la explicacion del mundo de la fisica de hoy. Esuna
cuestion de epistemologiadel conocimiento y, en consecuencia, la ensefianza de la velocidad
no puede limitarse a establecer una formula y luego calcular los valores que toma una variable
cuando se dan valores a las otras. En matematicas, la ensefianza del concepto de velocidad
posee un gran potencial con varios puntos importantes a discutir por ser una concepcion de
influencia histdrica relevante, por lo que no es necesario utilizar tablas, materiales didacticos
o dispositivos para encontrar las respuestas rapidamente, en su lugar, se pueden utilizar las
experiencias cotidianas de los alumnos. Esto pone sus experiencias al centro del proceso
ensefianza y aprendizaje. Al hacer esto, hay una alta motivacion para que los estudiantes
reflexionen en ello. Es necesario tomarse el tiempo para que los estudiantes verbalicen su
comprension del movimiento, de larapidez y luego de la velocidad. El concepto de velocidad
es un excelente ejemplo de modelado matematico de los fendmenos cotidianos de los
movimientos que pueden ser cuantificados, permitiendo mediciones y calculos (Moeller,
2017). Se debe fomentar la experimentacion, la reflexion en el aula e ir introduciendo el
concepto a lo largo de la educacion basica por niveles con la finalidad de evitar la
“algoritmizacién” o caer en el “reduccionismo didactico” citando a Reyes et al (2017).

2.2 La Modelacion Matematica en la educacion

Si bien la evolucion que se ha tenido en el proceso de transicion de las matematicas desde un
enfoque puramente algebraico (sin sentido para los estudiantes, segiin Freudenthal, 1973,
1991, y Kline, 1985), hacia las matematicas en contexto en los niveles de secundaria,
preparatoria y profesional, no ha sido facil. Para Stillman, Kaiser y Lampen (2020) dar
sentido en una clase de matematicas, como extraer sentido de una situacion del mundo real
para ser modelada, o dar sentido a un contexto de la realidad que podria describirse en el
texto de una tarea de modelado presentada a los estudiantes, parecen ser fundamentales para
que los disefiadores los realicen en contextos educativos y, por lo tanto, como foco de
investigacion. Ya que el razonamiento y el dar sentido son habitos del pensamiento que deben
ser inherentes a cualquier actividad matematica.

Instituciones de renombre a nivel internacional como la Fundaciéon Nacional de
Ciencias (NSF, por sus siglas en inglés) en Estados Unidos de América, promoviendo el
proyecto STEM (en la década de los 90) y posteriormente en Europa con el proyecto
Promocion de la Investigacion en la Ensefianza de las Matematicasy las Ciencias (PRIMAS,
por sus siglas en inglés) se preocuparon por la integracion de las ciencias, donde estos ultimos
pusieron de manifiesto que la MM deberia estar en el ntcleo de la integracion.



En este siglo, no solo la matematica en contexto ha sido relevante, sino también la
modelacion de situaciones complejas. Esto ha promovido una reflexion sobre el rol de la MM
en esta era. Asi, la modelacion no es un campo particular de investigacion en educacion
matematica, sino un tema central en la identificacion de los fendmenos y problemas
educativos y en sus posibles soluciones (Bosch, Garcia, Gascoén, & Ruiz, 2006). La
incorporacion de la MM en la educacion matematica lleva a crearun ambiente de aprendizaje,
requiriendo un replanteamiento de los objetivos de la ensefianza de las matematicas.

La insercion de la MM como estrategia de aprendizaje trae consigo diferentes
dificultades, que a continuacion se detallan.

2.2.1 Dificultad en el aprendizaje de la Modelacion Matematica

Laliteratura en didactica de las matematicas (Carlson, 2002), ha puesto de manifiesto
los problemas de aprendizaje de estudiantes universitarios con respecto a los procesos de
MM en contextos ligados a la cinematica. En investigaciones reportadas por Hernandez
(2009) se describen dificultades en la modelacion de temas de la cinematica como el
movimientorectilineo, el movimiento aceleradoy en fluidos y calor (como la conduccion del
calor) cuando se trata de representar mediante un modelo un fendmeno de la fisica como los
antes mencionados, las dificultades aparecen cuando el estudiante trata de encontrar el
modelo matematico que le permitira describir el fendmeno en términos cientificos. Esta
investigacion sefiala que los estudiantes realizaron facilmente la enumeracion de diferentes
variables que intervinieron en el fenomeno, pero, les ha resultado dificil aislar esas variables
y jerarquizarlas en orden de importancia y encontrar la covariacion entre las variables citadas
para proponer un modelo adecuado.

Trigueros (2006) reporta en su investigacion, sobre la modelacion del movimiento de
un péndulo, que en varias tareas realizadas por los estudiantes presentan una deficiencia al
relacionar con las matematicas, lo que se conoce de la fisica. Ademas, sefiala que los
estudiantes presentan deficiencias cognitivas al no poder asociar ideas entre la fisica y las
matematicas, dificultades para modelar utilizando la idea de variacion, ya que la variacion
lineal es tan fuerte en ellos, que no conciben otro tipo.

Si bien, por un lado, estudios empiricos han demostrado que cada paso del proceso de
modelacion es una barrera potencial cognitiva, se reportan bloqueos cognitivos o situaciones
de alerta. Por lo que es de suma importancia la actividad de reflexion metacognitiva, sobre
todo durante las fases de transicion a través del ciclo de modelado, por lo que el papel del
docente es fundamental.

Por otro lado, el rol del docente no se ha investigado lo suficiente, ya que no existe
evidencia empirica s6lidadonde se muestre como el docente pueda proporcionar al estudiante
un soporte para hacerlo independiente en el proceso de modelado, y asi, ayudarlos a
sobrepasar ese obstaculo epistemolodgico. Existe un consenso que, dentro de actividades de



modelacion, la guia del maestro debe permanecer en un balance entre la minima guia del
maestro y la maxima independencia del alumno (Hitt & Quiroz (2019); Kaiser (2020)).

2.2.2 Dificultad en la Modelacion Fisico-Matematica

Se podria pensar que la modelacidon matematica es un problema exclusivo de los
estudiantes de matematicas. Sin embargo, Handika, Istiantara y Astuti (2018), nos muestran
las dificultades que tienen los estudiantes universitarios de fisica para interpretar graficas de
tiempo contra posicion y su interpretacion ligada a la velocidad. Un hecho interesante que
muestra el trabajo de Handhika et al. (2018) es que, una vez realizadas las tareas en forma
individual, se les solicito a los estudiantes trabajar en equipo; esto promovid un aumento
considerable en la tasa de éxito. Analizando este tipo de fenomenos con respecto a la
ensefianza, precisamente en el apartado 2.3.3, discutiremos nuestro modelo de ensefianza
basado en un trabajo en colaboracion.

La relacion entre la Fisica y las Matematicas, especificamente la Modelacion Fisico-
Matematica, se caracteriza por una compleja interaccion de sintaxis y semantica; por lo que
se requiere del estudiante y del docente habilidades técnicas y estructurales. Como las
habilidades estructurales estan conectadas a la comprension conceptual tanto de las
matematicas como de la fisica, los estudiantes suelen mostrar grandes dificultades, mas de lo
habitual, en los procesos de modelacion (Pospiech & Fischer, 2021). Por su formacion
relativa a las matematicas y no a las ciencias, los docentes tienen las mismas dificultades
cognitivas que los estudiantes. Ya que nuestro interés se centra en los estudiantes, nos
enfocamos en ellos.

Pospiech y Fisher (2021) afirman que hay pocos reportes sobre las dificultades de los
estudiantes en la Modelacion Fisico-Matematica sobre la resolucion de problemas. En un
estudio de fisica realizado para examinar las dificultades especificas de la Modelacion Fisico-
Matematica, se desarrollaron tareas para garantizar que los estudiantes no solo usen sus
procedimientos de rutina para resolverlos, dichas tareas indujeron a los estudiantes a
encontrar su propia estrategia integrando conceptos fisicos y matematicos.

Los resultados de dicha investigacion mostraron cinco areas principales de dificultades
de los estudiantes: (1) dificultades para comprender las funciones fisicas y ecuaciones, (2) se
observo que los estudiantes tratan de resolver tareas utilizando un enfoque esquematico y
recurriendo superficialmente al conocimiento memorizado, (3) interferencias con la
experiencia cotidiana de los estudiantes, (4) conocimiento inestable de conceptos basicos de
fisica y matematicas y (5) la confusion entre la definicion del concepto frente a la imagen
conceptual (Vinner, 1983) que muestra una concepcion de los estudiantes, que contradice la
definicion del concepto de fisica ensefiado en la escuela.

Un ejemplo simplees la velocidad negativa. Al lanzar un objeto al aire, por convencion,
la velocidad del objeto hacia arriba es positiva 'y si cae se denota como negativa. Esta



convencion va en contra de las ideas intuitivas de los alumnos (Hitt, Soto, Romero, & Davila,
2022).

Los cinco obstaculos cognitivos arriba mencionados indican que hay confusion en los
estudiantes durante el proceso de resolucion de problemas relacionados con la interaccion
entre la fisica y las matematicas. Si las operaciones matemadticas no se relacionan
correctamente con los conceptos fisicos requeridos para la tarea, los calculos obtenidos no se
interpretaran adecuadamente o se cuestionaran de una manera critica.

Aunque las dificultades de los estudiantes en la MM son importantes para tener un
panorama del problema de la MM, tienen el mismo peso que las dificultades de la ensefianza
de la MM.

2.2.3 Dificultad en la ensefianza de la Modelacion Matematica

Dentro de la ensefianza de la MM podemos encontrar dos obstaculos principales, el
primero esta relacionado con el ambiente de aprendizaje creado ya que, cuando se solicita un
proceso de MM, es una forma de practica de “aula abierta” donde normalmente tienen
respuesta abierta o pueden ofrecer multiples soluciones, esto no es muy comun para el
docente de matematicas, por lo que puede presentarsele un obstaculo. Ademas, si los
estudiantes trabajan en grupos, esto lleva a la segunda dificultad, ya que tantoen los grupos
de trabajo de la escuela como los profesionales se tienen diferentes percepciones de una
misma situacion (D’ Ambrosio, 2009). En general, en un proceso de modelacion, se genera
un pensamiento diversificado en los alumnos que no es facil gestionar en el aula (Hitt &
Quiroz-Rivera, 2017) esto se convierte en un problema para el docente, ya que el reto aqui
es explorar dindmicas que lleven de diferentes perspectivas y estrategias, a una estrategia
grupal.

La situacion por modelar promueve primero un pensamiento divergente (que se puede
traducir en diferentes ideas en el aula), y hay que encontrar una estrategia didactica que
promueva el pensamiento convergente para dar una respuesta o varias, a la situacion
solicitada.

Ademas de los obstaculos presentados anteriormente, encontramos dificultades que
experimentan los docentes de matematicas en sus aulas, uno de ellos ha sido reportado por
Aparici y Pochulu (2013) donde los resultados obtenidos de su investigacion empirica
muestra que los profesores al momento de llevar al aula actividades de modelacion tienen
dificultadesal seleccionar objetos claves de la situacion problema, para adecuar situaciones
que permitan analizar relaciones, busqueda de patrones, asi como las caracteristicas para la
formulacion matematica del modelo.

En la ensefianza de la MM sin contexto, puede generar un obstaculo cognitivo en los
estudiantes (llamado obstaculo didactico), esto se presenta en un proceso de “transposicion
didactica” de conocimientos matematicos, el contexto es desvinculado, esto provoca
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dificultades en los estudiantes cuando tratan de modelar fendmenos de la realidad
(Hernandez, 2009).

2.3 Nocion de variable en la educacion secundaria

La comprension del concepto de variable es central en el desarrollo de habilidades
algebraicas en los estudiantes de secundaria y absolutamente necesaria para estudiar
matematicas avanzadas (Schoenfeld & Arcavi, 1988). La mayoria de los libros de texto
introducen el concepto de variable por medio de signos, esperando que, por medio del trabajo
realizado como la manipulacion de estos, el alumno directamente comprendael concepto de
variable.

Kuchemann (1978) realizé estudios (con una poblaciéon de 3000 alumnos en Inglaterra)
sobre la nocion de variable, donde reporta que los estudiantes tienen una diversidad de ideas
sobre variable, y que algunas distan de ser aceptables, ademés sefiala que estos significados
de los estudiantes se convierten en obstaculos en la ensefianzay aprendizaje de la matematica
de la variacion y el cambio.

Por otro lado, en un estudio exploratorio realizado por Schoenfeld y Arcavi (1988)
reportan diez definiciones del término variable en diferentes disciplinas, esto demuestra lo
multifacético que resulta este término, lo complejo que es su comprension por el aspecto
simbolico que implica y los diferentes contextos en los que se aplica.

2.3.1 La construccion de la nocion de variable desde el punto de vista

covariacional en secundaria

El razonamiento covariacional se refiere a las actividades cognitivas involucradas al
coordinar dos magnitudes variables, prestando atencion a la forma en que cambian entre si.
Esta capacidad de razonamiento es necesaria para interpretar y representar relaciones
covariantes (Carlson, 2002). Este concepto preliminar de covariacion en los estudiantes de

secundaria es importante que se desarrolle antes de abordar el concepto de funcion, y resulta
fundamental en la MM.

Carlson (2002) sefiala cinco etapas en las acciones mentales en el concepto de
covariacion asociada a acciones, de las cuales: (1) correlacionar el valor de una variable con
cambios en la otra, (2) correlacionar la direccion del cambio con cambios en la otra variable,
(3) correlacionar la cantidad de cambio de una variable con los cambios en la otra variable,
(4) correlacionar larazon de cambio promedio de una funcién con los incrementos uniformes
de cambio en la variable de entrada, y (5) correlacionar larazén de cambio instantanea de la
funcion con cambios continuos en la variable independiente para todo el dominio de la
funcion. Las tres primeras acciones mentales corresponden a la educacion secundaria.
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Nuestra propuesta en un proceso de Modelacion Matematica, donde el estudiante
primero debe identificar las variables en un fenémeno, promueve el planteamiento de
relaciones entre ellas con la intencion de desarrollar el pensamiento covariacional, esto se
llevara a cabo con uso de imagenes dinamicas del contexto de la cinematica, donde el
estudiante primeramente tenga experiencias en la observacion de patrones y haga
generalizaciones antes de utilizar las variables a través de sus representaciones espontaneas
(Schoenfeld & Arcavi, 1988; Carlson, 2002). Enseguida, creando un ambiente de trabajo en
colaboracion se busca promover una evolucion de las representaciones espontaneas.

2.4 El uso de Tecnologia Digital en el aula de Matematicas

Un tema que ha causado mucha discusién en Matematica Educativa es el uso de tecnologia
digital en el aula, Drijvers (2015) afirma que su utilizacién no implica automaticamente una
mejora en el proceso de ensefianza. Ademas, €l sefiala que se deben tomar en cuenta las
creenciasy la estrategia didactica que el profesor adopta. Por lo que la seleccion de software
y el disefio de actividades deben ser cuidados para lograr los objetivos de aprendizaje. Artigue
(2012) afirma que los resultados de diversas investigaciones evidencian que, en muchas
ocasiones, la tecnologia se utiliza para mostrar cosas al estudiante o para realizar actividades
pseudo-experimentales donde los estudiantes son guiados paso por paso, por medio de hojas
de trabajo. En consecuencia, podemos afirmar que, un uso inadecuado de la tecnologia
perjudica a la promocion de la MM, en donde la creatividad es primordial.

Por otro lado, Tall (2002) habla sobre el uso de ambientes computacionales en el aula
de matematicas para proporcionar un soporte a los estudiantes y disminuir ciertas
dificultades. El software debe estar disefiado para cumplir con ciertos procesos, dejando al
estudiante concentrarse en otros mas complejos, en los que el estudiante debe prestar su
atencion.

Varios resultados de investigaciones reportan una lenta integracion de las tecnologias
digitales en las aulas de matematicas en contraste con las grandes expectativas generadas
sobre una rapida integracion. Esto se da a pesar de que el acceso a las tecnologias digitales
se havuelto cada vez mayor en las escuelas, por otra parte, las creencias y concepciones de
los docentes hacia las tecnologias digitales han resultado factores primordiales en esta lenta
integracion (Lavicza, 2010). Algunas investigaciones se han centrado en encontrar posibles
beneficios en el uso de la tecnologia digital en las clases de matematicas, metodologias y
entornos de interactivos que se traduzcan en mejoras para los procesos de ensefianzay
aprendizaje (Garcia-Cuéllar, 2018).

Hitt (2016; 2022) hace una propuesta de actividad de MM con uso de tecnologia,
utilizando una nueva perspectiva del proceso de modelacion adaptado a la teoria local de
representaciones y andlisis de videos con Tracker. Este paquete de computo de libre acceso
se utiliza para analizar datos de fenomenos fisicos y con la ayuda del paquete GeoGebra se
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puede potenciar el tratamiento de los datos obtenidos. Concluye que, con esta tendencia hacia
la MM, el uso de la tecnologia en el aula de matematicas seria un soporte importante.

Aunque Tracker fue disefiado inicialmente para los cursos de fisica, en clases de
matematicas, bajo la optica STEM, suele ser muy util debido a la toma de datos para
representarlos graficamente. El paso a GeoGebra pretende facilitar una modelacion
algebraica y su representacion grafica. Asi, de la tabla de datos obtenida del andlisis de un
video con Tracker, se copian los datos a GeoGebra y bajo un proceso de busqueda de una
curva de regresion, se obtiene un modelo algebraico, asi como su representacion grafica, por
lo que se tendrian finalmente los tres tipos de representaciones: grafica, tabular y algebraica.
Ello permite proporcionar una explicacion del fenémeno de estudio a través de tres modelos.

2.5 STEM (Science, Technology, Engineering and Mathematics)

integrado y educacion

Eltérmino “STEM” (por sus siglas en inglés: Ciencia, Tecnologia, Ingenieria y Matematicas)
fue utilizado por primera vez en el afio 2001 por Judith A. Ramaley, directora de la Division
de Educacion y Humanidades de la NSF en Estados Unidos de América, haciendo referencia
al curriculo de las disciplinas involucradas. Y desde entonces, ha ganado importancia tanto
en un nivel politico como educacional, ademas, ha adoptado diferentes significados,
dependiendo del sector que nos encontremos. Algunos autores consideran STEM como un
término ambiguo debido a que se distinguen tres tipos de conceptualizaciones: educacional,
politico-social y personal (Aguilera, Lupiafiez, Vilchez-Gonzalez, & Perales-Palacios, 2021).

Existen estudios que se preguntan ;de qué estamos hablando cuando hablamos de
educacion STEM? Los resultados concluyen que no existe un criterio consolidado cuando
nos referimos a educacion STEM, la investigacion ha evidenciado que el término se usa de
manera indistinta para planteamientos educativos que: (1) se enfocan solamente en una
disciplina, (2) se producen combinaciones sin llegar a integrar las cuatro disciplinas del
acronimo, (3) integran las cuatro disciplinas en unasola actividad didéctica. En consecuencia,
los docentes adquieren diferentes conceptualizaciones sobre educacion STEM y esto les
genera un estado de ansiedad e inseguridad y en algunos casos rechazan la implementacion
en el aula de esta perspectiva educativa (Aguilera, Lupiafiez, Vilchez-Gonzalez, & Perales-
Palacios, 2021).

La MM dentro de la perspectiva STEM es uno de los elementos de nuestro proyecto de
intervencion educativa; la literatura nos muestra que la educaciéon STEM, surgida a finales
del siglo XX, estuvo ligada al boom tecnoldgico y a la problematica de la integracion de las
ciencias, juega en este siglo un rol importante en la formacion del desarrollo cultural y
economico. El acercamiento STEM estimula la innovacion y la creatividad en la resolucion
de problemas en contextos de la vida real. En el ciclo de un proyecto STEM, cuyo proposito
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principal es apoyar los procesos matematicos y cuantitativos en las ciencias, las matematicas
y la ingenieria, se enfatiza el razonamiento matematico. Si bien la tecnologia proporciona
herramientas para realizar cdlculos de manera més eficiente o para producir herramientas de
visualizacion alternativas a resultados experimentales (Tezer, 2019) los problemas de la
integracion STEM en el aula emergen dia a dia (Hitt, Soto, Romero, & Davila, 2022; Kelley
& Knowles, 2016).

Como se habia mencionado antes, el tema de como integrar las cuatro ramas de STEM
sigue siendo discutido, y su utilizacion con diferentes significados en el sector educativo ha
generado desconcierto. A la discusion antes sefialada se afiade una nueva tendencia llamada
STEAM, que se agrega la A de Artes en el proceso ensefianza-aprendizaje como una variante
de educacion STEM, que tiene el propdsito, entre otros, de mejorar la creatividad de los
estudiantes.

Ni STEM ni STEAM se pueden considerar una metodologia, es mas bien una gama de
herramientas tecnologicas, perspectivas pedagogicas y enfoques metodologicos (Couso,
2017). English (2015) muestra la necesidad que existe de integrar las matematicas y su
didactica a este enfoque, de aqui la pertinencia del presente trabajo.

Tezer (2019) integra las caracteristicas comunes de los procesos de modelacion como
los de Blum-Leiss (2007) y Lesh & Doerr (2003), en un esquema de un ciclo de un proyecto
STEM (ver Diagrama 1), cuyo propdsito principal es apoyar los procesos matematicos y
cuantitativos en la ciencia, matemadticas e ingenieria, aumentando asi el razonamiento
matematico. La tecnologia proporciona herramientas para realizar calculos cuantitativos de
manera mas eficiente o para producir herramientas alternativas de visualizacion a resultados
experimentales. La MM es importante en la produccion de herramientas para hacer
predicciones en métodos de cuantificacion, en nuevos disefios y en el comportamiento de
nuevas situaciones. Tezer (2019) afirma que considerando los diferentes marcos teoricos y
enfoques de MM revela una estructura compleja del proceso. Por esto, se observa que los
estudios relacionados con el proceso de MM, teniendo en cuenta los diferentes efectos que
el uso de tecnologia digital combinada con el enfoque STEM conduce al surgimiento de
procesos cognitivos y metacognitivos mas ricos.

14



Problema
| I
\ 4 4 L]

I
Biologia F—d Fisica Quimica

J

e e —
| Modelacion

matematica/ fe——+——
Tecnologia

-
*

[ Modelo
Cientifico
. J———
Diseno de
Ingenieria/

| Tecnologia

4

Artefactos

Diagrama 1 Ciclo de proyecto STEM tomado de Tezer (2019, p.159)

En el Diagrama 1, se muestra un ciclo de proyecto STEM podemos ver que después de
la fase de la obtencidon del modelo cientifico, aparecen dos fases mas que son disefio de
ingenieria/tecnologia y artefactos, lo que nos interesa para nuestro trabajo, desde el punto de
vista de la Matematica Educativa, es llegar al modelo cientifico, pero noinvolucrarnos en las
dos ultimas fases.

2.6 Marco Curricular

El nivel bésico de educacion en México comprende los niveles de preescolar, primaria y
secundaria. Este trabajo se ubica en nivel secundaria que comprende tres grados escolares,
donde las edades de los estudiantes oscilan entre 12 y 15 afios; al terminar, el siguiente nivel
es el medio Superior, llamada cominmente Preparatoria o Bachillerato.

El programa de estudios Aprendizajes Clave para la Educaciéon Integral, que es el
documento base del modelo educativo que entrd en vigor el afio 2017, en la materia de
matematicas a nivel secundaria, manifiesta que la educacion matematica basica tiene como
propésito que los estudiantes, identifiquen, planteen, resuelvan problemas y estudien
fendmenos y analicen situaciones y modelos en varios contextos. Las matematicas se deben
concebir como una construccion social, adquirir actitudes positivas y criticas hacia las
matematicas y desarrollar habilidades matematicas que les permitan resolver problemas para
tomar decisiones al abordar actividades no rutinarias (SEP, 2017).

Dentro del enfoque pedagégico, la SEP plantea un ambiente en el aula en el cual se
contemple una actitud positiva hacia el estudio de las matematicas, que las actividades
planteadas por el profesor tengan sentido para el estudiante, que se interesen y disfruten
haciendo matematicas, que estas no solo sirvan para aplicar conceptos, métodos, etc. Para
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lograr esto, tanto la modelacion matematica como la utilizacion de contextos auténticos, por
ejemplo, los relacionados con las ciencias naturales, son de suma importancia; ademas del
trabajo colaborativo entre los estudiantes, la introduccion de proyectos transversales para la
resolucion de problemas y el uso de herramientas tecnologicas para promover la exploracion
de ideas, conceptos matematicos, analisis y modelacion de fendmenos y situaciones
problema.

La ubicacion curricular de la modelacion matematica se encuentra dentro del eje
tematico Numero, Algebra y Variacion en el tema de funciones en los tres grados de
secundaria, en la siguiente tabla se muestran los aprendizajes claves correspondientes.

APRENDIZAJES CLAVE. MATEMATICAS SECUNDARIA

Tema 1° Secundaria 2° Secundaria 3° Secundaria

e
o

Analiza y Analiza y compara
compara situaciones | situaciones de variacion | Apaliza y compara
de variacion lineal a | lineal y proporcionalidad | diversos  tipos  de
partir  de sus | inversa, a partir de sus | variacién a partir de sus

representaciones representaciones  tabular, representaciones
tabular, grafica y | graficay algebraica. tabular, grafica vy
algebraica. Interpreta y resuelve | algebraica, que resultan

Interpretayresuelve | 110 as que se modelan | de modelar situaciones y

roblemas que se . Y 5 :
p del q con este tipo de variacion, fenémenos de la fisica y
modelan con estos | . ,
incluyendo fenémenos de | de otros contextos.

tipos de variacion. .
p la fisica y otros contextos.

NUMERO, ALGEBRA Y
FUNCIONES

Tabla 1. Informacidn recuperada de Aprendizajes clave Educacion Basica (SEP, 2017, p. 175)

En la Nueva Escuela Mexicana, el programa de estudios que entrd en vigor este afio,
se prioriza la solucion de problemas y el desarrollo del razonamiento matematicoa partir de
situaciones practicas, las matematicas interactuan con las ciencias y la tecnologia para
propiciar el estudio integral de los fendémenos y procesos naturales.

El pensamiento cientifico se articula con el desarrollo del pensamiento matematico,
abrir paso a organizar la ciencia/matematica escolar desde la interpretacion de fendmenos y
la resolucién de problemas complejos.
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Procesos de desarrollo de aprendizaje

Contenido
1° grado 2° grado 3° grado

Relaciona e interpreta | Relacionaeinterpreta | Relaciona e interpreta
relaciones la proporcionalidad | la variacion de dos
proporcionales y no inversa de dos cantidades a partir de
proporcionales a partir | magnitudes o su representacion
de su representacion cantidades, ademdas | tabular, graficay
tabular, graficay con | usaunatabla, grafica | algebraica.

Funciones | diagramas. o representacion

Modela y resuelve
diversas situaciones a
través de ecuaciones

algebraica en
diversos contextos.

Explora diversos
procedimientos para
resolver problemas de
reparto proporcional.

proporcionales con
constante positiva y
negativa.

Tabla 2. Informacion recuperada de Avance del contenido del Programa sintético, fase 6 (SEP S. d., 2022, p.
57)

Si bien en ambos programas de estudio se plantea la modelacién matematica a partir
de fendmenos y procesos naturales, cuestion que no difiere en ambos modelos educativos, la
Nueva Escuela Mexicana sugiere que los docentes de Ciencias y Matematicas trabajen de
manera colegiada para desarrollar los aprendizajes con base en el planteamiento de
situaciones problematicas. Este analisis es necesario para determinar el contenido
matematico de este trabajo, las situaciones problemas que se modelardn matematicamente
estan delimitados por las matematicas que el curriculo sefiala. La Tabla 1 enuncia en primer
afno de secundaria la resolucién de problemas que modelan situaciones de variacion lineal,
en segundo afio modelacion de variacion lineal y proporcionalidad inversa, en tercer afio
modelacion de diversos tipos de variacion, incluyendo contextos de fendmenos de la fisica,
dicha tabla esta alineada con los contenidos de la Nueva Escuela Mexicana expuestos en el
avance del contenido del Programa sintético de la fase 6 la cual se muestra en la Tabla 2.

2.6.1 Importancia de la Modelacion Matematica en educacion basica

Diversas investigaciones de Matematica Educativa sefialan la importanciade introducir
la MM a la educacion en todos los niveles, ya que es un apoyo en el aprendizaje de las
matematicas y establece la relacion entre el mundoreal y las matematicas, pueslos modelos
matematicos permiten a los alumnos utilizar las matemadticas que han aprendido, en
situaciones extramatematicas (Blum & Mogens, 2020), por otro lado, se sefiala que
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modelando, los estudiantes aprenden significativamente y los alumnos muestran mayor
interés en resolver problemas de su entorno proximo (Trigueros, 2009).

La modelacion dentro de la clase de matematicas es un aspecto ain pendiente, esta
ausencia se debe a la falta de recursos y apoyo a los maestros (Ortega & Puig, 2017). Como
matematicos educativos debemos encargarnos de crear estos recursos, por lo que la seleccion
de los temas y/o situaciones es vital para el disefio de materiales didacticos.
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3 ESTADO DEL ARTE DE LA MODELACION EN
MATEMATICA EDUCATIVA

El titulo de este apartado sugiere una investigacion exhaustiva sobre la MM en la educacion,
perono es el caso en este documento, porque las especificaciones por parte del programa del
posgrado, especifica que el propdsito de éste es mostrar aportaciones previas, intentando
formar una panoramica de las contribuciones sobre el tema, qué puede recuperarse de esas
aportaciones en el trabajo y hacia donde pretende dirigirlo. De esta manera, se describen
varios procesos de MM con diferentes perspectivas, algunos trabajos en México sobre clases
de matematicas disefiadas en contextos de la fisica, con entornos tecnoldgicos, tipos de
actividades de MM propuestas en los libros de texto gratuito en educacion basica de México
y de manera general actividades de MM con enfoque STEM.

La MM es uno de los conceptos en Matematica Educativa que presenta dificultad al
establecer un consenso entre diferentes comunidades y escuelas con respecto a su definicion
general y que dé respuesta a diferentes concepciones. Sriraman y Kaiser (2006) sefialan que
la nocién de MM se define de diferentes maneras en Matematica Educativa, segun la
perspectiva teorica adoptada: “no existe un entendimiento homogéneo de la modelacion y
sus antecedentes epistemologicos dentro de la discusion internacional sobre modelacion y
aplicaciones” (Sriraman & Kaiser, 2006).

3.1 Diferentes perspectivas tedricas de la Modelacion Matematica

Para ilustrar los diferentes significados asociados a la MM en el contexto del aprendizaje y
la enseflanza de las matematicas, en esta seccion se describiran tres perspectivas sobre la MM
segiin Chevallard (1989), Perspectiva de Modelos y Modelacion de Lesh & Doerr (2003), la
MM de la Matematica Realista (1991) y el ciclo de modelacion de Blum-Leiss (2007), en
cada perspectiva se agrega una situacion de MM para ejemplificarlas.

3.1.1 Perspectiva de Modelacion de Chevallard

Chevallard (1989) introduce un diagrama simplificado, pero muy ttil para entender la
modelacion, primero divide los sistemas en matematicos y no matematicos, el nombre de
MM se lo atribuye al estudio matematico de sistemasno matematicos. Chevallard, al hablar
de sistemas no matematicos, se refiere al analisis de un fendémeno desde una perspectiva
formal de la matematica, como puede ser un sistema matematico, aritmético, algebraico, etc.

Divide el modelado matematico en tres etapas, en la primera se define el sistema que
se pretende estudiar definiendo el conjunto de variables que se observan en larealidad. En la
segunda etapa se construye el modelo estableciendo relaciones entre las variables que se
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definieron en la primera, es importante resaltar que el conjunto de relaciones es el modelo
por estudiar. La tercera etapa es propiamente la matematica para obtener conocimientos del
sistema de estudio (ver Diagrama 2). La primera y segunda etapa caen en el dominio de la
realidad al que se supone pertenece el sistema.

Etapas de la modelacion

1. Definir el sistema de estudio, establecimiento de
variables

2. Construir el modelo estableciendo relaciones ‘

3. Se “trabaja” el modelo con el objetivo de producir
conocimientos relativo al sistema estudiado

Diagrama 2 Elaborado con base en Chevallard (1989, p. 53-54)

Las aportaciones de Chevallard al aprendizaje de las matematicas fueron muy
importantes ya que se produjeron en una época donde la didactica de las matematicas apenas
empezaba, estas aportaciones estaban relacionadas con fenomenos ligados al aprendizaje.

Con el proposito de ejemplificar lo planteado por Chevallard, se toma el problema del
Tangram de Brousseau (1987). Donde el profesor muestra un Tangram cuadrado de 11 cm
de lado (Figura 1) que permite realizar diferentes configuraciones. La instruccion es que
deben construir un Tangram semejante pero mas grande. Asi que, si el lado de una pieza mide
4 cm en el nuevo Tangram, medira 7 cm. Con la condicion de poder hacer las mismas figuras
con el Tangram grande que con el original.

[ N ZA

+ 2 5

Figura 1 Tangram (Brousseau & Brousseau, 1987, p. 137)

De acuerdo con el proceso de modelacion de Chevallard para la resolucion de esta
situacion, en la primera etapa se define al Tangram como sistemade estudio, las medidas de

20



los lados de las figuras geométricas del Tangram se identifican como los datos
proporcionados por la situacion.

En la segunda etapa se deben establecer las relaciones de los lados del tangram original
y el nuevo Tangram, es decir, la razon de 4:7 entre los lados de 1a figura original y los lados
de la nueva figura.

Es importante mencionar que una cualidad destacable de esta actividad es que la
situacidn planteada permite al alumno validar si los procedimientos utilizados fueron
correctos 0 no, esto es, si al construir el nuevo Tangram las piezas embonan o no. La cualidad
que tiene esta actividad se diferencia de otras situaciones donde los estudiantes la resuelven
sin saber si es correcto o no. Esta validacion promueve la discusion entre estudiantes, incluso
con el maestro (Balbuena & Block, ;Qué significa multiplicar por 7/4?, 1996).

En la tercera etapa del proceso de modelacion se generan las medidas del modelo, se
construye la nueva figura comparandola con el Tangram original, los alumnos corroboran
que la figura generada es semejante a la original.

Las investigaciones sobre la implementacién de esta actividad muestran que la
principal dificultad que tienen los estudiantes para resolver esta situacion problema es la
construccion de un modelo que genere el Tangram semejante, ya que inmediatamente
aumentan a cada lado de cada figura tres centimetros, lo que ocasiona que no puedan armar
la figura aumentada, en este momento la contradiccion es inminente. Esta dificultad esta
ligada a un obstaculo epistemologico asociado al modelo aditivo para resolver un problema
de proporcionalidad en lugar de un modelo multiplicativo.

Bachelard fue el primero en referirse a la nocion de obstaculo epistemologico ligado a
las ciencias, afirma que los entorpecimientos o confusiones que comete un alumno en sus
procedimientos hacia la busquedade una construccion de conocimientoreal son obstaculos
epistemologicos que determinan simplemente lo “incompleto” del conocimiento del alumno,
pero no necesariamente ausencia de conocimiento (Bachelard, 1948).

Brousseau, en ¢l contexto de la didactica de las matematicas, se basa en la idea de
Bachelard al acercarse a las causas que conducen a errores y conceptualiza obstaculo
epistemologico afirmando lo siguiente: “El error no es solamente el efecto de la ignorancia,
la incertidumbre, sino que es el efecto de un conocimiento anterior, que, a pesar de su interés
o éxito, ahora se revela falso o simplemente inadecuado” (Brousseau G. , 1998).

Para Brousseau un obstéculo de este tipo no se puede evitar, considera que es necesario
enfrentarlo, precisamente; la actividad del Tangram proporciona herramientas al alumno que
le permiten superar el obstaculo. En la actividad del Tangram se les brinda la posibilidad de
manipulacién de las piezas, asi cuando los alumnos siguen el camino de un modelo aditivo,
caen en una situacion de contradiccion visualmente evidente ya que las piezas del Tangram
no embonaran. Una vez que el obstaculo es sobrepasado, el modelo multiplicativo es aplicado
y la nocién de proporcionalidad emergera.
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Una caracteristica de esta situacion problema es que el inico medio pararesolverla es
usando lanocién de proporcionalidad. En esta situacion, los estudiantes constatan el éxito o
fracaso de sus intentos, adquiriendo autonomia en el proceso de modelacion, que es
fundamental en la MM. Si fracasan, deberan volver al establecimiento de la relacion entre
las variables para obtener un nuevo modelo.

3.1.2 Perspectiva de Modelacion de Lesh & Doerr

En esta perspectiva, la modelacion es un proceso de desarrollo de descripciones
representacionales para propoésitos especificos de ciertas situaciones. Usualmente, implica
una serie iterativa de pruebas y ciclos de revision donde las interpretaciones, descripciones y
explicaciones de los ensayos son gradualmente revisados, refinados o rechazados. Los
modelos matematicos son sistemas conceptuales que: (a) se expresan para algun proposito
especifico, y (b) expresado usando algunas representaciones (ver Diagrama 3). Es decir, los
modelos matematicos son descripciones o explicaciones intencionadas que se enfocan en
patrones, regularidades y otras caracteristicas sistémicas estructuralmente significativas
(Lesh & Lehrer, 2003). Su propoésito involucra construir, manipular, o predecir los sistemas
que se estan modelando; y, el proceso de desarrollo de modelos es suficientementetitil para

un proposito especifico, donde generalmente implica una serie de pruebas iterativas y ciclos
de revision (Lesh & Doerr, 2003).

Describir o explicar
Modelo

Medios de
Representacion

Sistemaen fase de
modelado

Sistema
Conceptual

Meta o propésito

Final

Prediccion y Prueba s
visualizado

Diagrama 3 Ciclo de modelacion (Lesh & Doerr, 2003, p.112)

Cuando los estudiantes pasan por ciclos de modelado durante una actividad
determinada, se espera que observen sistemas, desarrollen formas de pensar sobre la
naturaleza de los objetos, identifiquen relaciones, operaciones y patrones o regularidades en
la resolucion de situacion problema.

Es importante sefialar que en el proceso de modelacion de Lesh y Doerr se enfatiza la
importanciade lanocion de representacion, nocion que Chevallard no aborda explicitamente.
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Lesh y Doerr mencionan un desarrollo mucho mas completo del proceso de modelacion. En
el caso de Chevallard, su modelo es lineal, directo.

Unade las actividades generadoras de modelos (MEA s model eliciting activities) que
presentan Lesh y su equipo es la del Pie Grande, es una version para escuela secundaria de
un estudio de caso (simulacion de una situacion de resolucion de problemas de la vida real).
La idea matematica central que los estudiantes deben usar en el problema implica alguna
forma de razonamiento proporcional, que puede ser basado en relaciones lineales tales como
Y =S « X (donde S es el factor de escala).

Como preparacion para el problema, se introduce a los estudiantes al contexto e
informacion relevante leyendo y discutiendo un escrito sobre Tom Brown, que vive en los
pinares de New Jersey y que trabaja con la policia para ayudarlos a encontrar personas
extraviadas o criminales profugos. Tom aprendi6 habilidades de rastreo de su abuelo apache,
quien también le mostrd como vivir en un pais salvaje, sin herramientas ni alimentos, excepto
los que podia elaborar ¢l mismo, utilizando materiales que podia encontrar. Entonces, Tom
se ha vuelto como el famoso detective Sherlock Holmes. Puede ver huellas donde otras
personas no pueden ver, y, con solo mirar las huellas, a menudo es capaz de hacer
sorprendentes estimaciones muy precisas sobre las personas a las que pertenecen estas
huellas: qué tan altas son, cuanto pesan, si son hombres o mujeres, y qué tan rapido estan
corriendo o caminando.

Para que los estudiantes comiencen a trabajar en los problemas de Pie Grande, después
de discutir el escrito sobre Tom Brown, y después de haber leido el enunciado del problema
que se proporciona a continuacion, a los estudiantes se les muestra una caja plana (con
dimension de 2 pies) que contiene una enorme huella en una capa de 1 pulgada de lodo seco,
como se muestra en Figura 2 (Lesh & Doerr, 2003).

Figura 2 Problema Pie Grande (Lesh & Doerr, 2003, p.6)

En el problema de Pie Grande, las investigaciones hechas por Lesh y su equipo
muestran las soluciones de multiples ciclos de modelacion tipicos, en los que los estudiantes
trabajan en unasesion de una hora. Primer ciclo, en los primeros 8 minutos de trabajo los
estudiantes solo realizan juicios cualitativos de qué tan grandes deben ser las personas con
esas huellas, sobre el tipo de calzado, sexo de la persona, etc.

El segundo ciclo de la solucién del problema es el razonamiento aditivo, los alumnos
colocan su pie a lado de la huella y usan dos dedos para marcar la distanciaentre el dedo de
su piey el dedo de la huella, para después hacer lo mismo con su altura agregando la distancia
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que le hace falta, este es el mismo obstaculo descrito en el ejemplo del Tangram de Brousseau
en el apartado anterior. En el tercer ciclo, el razonamiento de los estudiantes se basa en “el
doble de grande”, en el cual concluyen que, si la huella es el doble de grande que mi pie,
entonces la altura debe ser el doble también.

En el cuarto ciclo, los estudiantes se centran en las tendencias a través de una secuencia
de mediciones, las comparaciones de ambas huellas son usadas para estimar la relacion entre
las alturas. Esta manera de visualizar esta basada en que se asume implicitamente que la
relacion es lineal, esta relacion resulta relevante porque automaticamente es tratada como un
modelo multiplicativo (ver Figura 3).

Figura 3 Interpretacion 4 (Lesh & Doerr, 2003, p.21)

El quinto ciclo es donde los estudiantes seran muy explicitos al hacer comparaciones
de la huella con su pie, por ejemplo: “La altura de la persona se estima al ser seis veces el
tamafio de su huella del pie”.

Los ciclos de modelado por los que pasan los estudiantes son sorprendentemente
similares a las etapas de desarrollo por las que pasan los nifios durante la evolucion de su
pensamiento proporcional y que han sido observadas por psicologos y educadores.

En las actividades generadoras de modelos, propuestas por Lesh y su equipo, los
estudiantes producen herramientas conceptuales que incluyen sistemas descriptivos o
explicativos, que funcionan como modelos y que revelan aspectos importantes sobre como
los estudiantes estan interpretando la solucidn a la situacion problema. A diferencia de los
sistemas planteados por Chevallard que se reducen a los matematicos y no matematicos, Lesh
y Doerr incluyen sistemas explicativos, como la lengua natural.

En el caso del proceso de modelacion de Lesh y Doerr, su modelo es ciclico, estoes de
gran importancia ya que es posible que no se obtengaun modelo adecuado por los estudiantes
en su primer intento. Al comparar los procesos de modelacion de Chevallard y el de Lesh
Doerr, el Gltimo esta mas ligado a lo que sucede en el aula. Sin embargo, la actividad de MM
bajo la perspectiva de Lesh y Doerr puede presentar mayor dificultad para los estudiantes, ya
que, si cometen errores, la actividad misma no proporciona una retroalimentacion inmediata,
carece de esta cualidad que tienen las actividades de Brousseau.
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3.1.3 La perspectiva de la Matematica Realista de la Modelacion Matematica

Freudenthal quien se oponia a la llamada “Reforma de las matematicas modemas”
(periodo de 1960-1970), pensaba que los estudiantes no podian ser considerados como
receptores pasivos de matematicas prefabricadas; mas bien, la educacion deberia guiar a los
estudiantes a reinventar las matematicas por ellos mismos. Aunque no es facil proporcionar
una definicion clara de la Educacion Matematica Realista (RME por sus siglas en inglés), las
siguientes caracteristicas ligadas a la RME son cruciales para su funcion en este estudio: la
reinvencion guiada y matematizacion progresiva, fenomenologia didactica, la
matematizacion horizontal y vertical y la modelaciéon emergente. En el principio de
reinvencion, los estudiantes deben tener la oportunidad de experimentar un proceso similar
al que se desarroll6 durante la invencion de un concepto matematico dado; por lo tanto, se
debe disefiar una ruta que permita a los estudiantes desarrollar “sus propias” matematicas. La
fenomenologia didactica sirve como una heuristica para disefiar actividades que animan a los
estudiantes a desarrollar sus estrategias (Drijvers P. , 2003).

Objetos matematicos, ‘

M ate m atl r | g estructura, métodos
Abstraccion Matematizacion
Modelo para Vertical
: Traduccion
Contexto Realista Modelo Matematico
Meodelo de

Matematizacion Horizontal

Diagrama 4 Drijvers (2003, p.54)

De acuerdo con Freudenthal (1991) la actividad matematica se divide en dos partes: La
primera parte es matematizacion horizontal, conduce del mundo de la “vida” al mundo de los
“simbolos”. En el mundo de la vida uno vive, acttia (y sufre) y en la segunda parte, en el que
los simbolos son moldeados, reformados y manipulados, mecanica, comprensiva y
reflexivamente, se considera el de la matematizacion vertical.

Este proceso de modelacion tiene una caracteristica importante que es la distincion
entre una matematica emergente (horizontal) que promueve la matematizacion de una
situacion (matematica vertical). Este modelo podria ser complementado por el modelo de
Mason (1996), que propone un aprendizaje en espiral, para expresar la generalidad en un
proceso que se corresponde con una espiral continua de acciones denominadas manipular,
obtener sentido de y articular. La manipulacion (sea de objetos fisicos, mentales o
simbolicos) permite apreciar lo que esta sucediendo y detectar patrones, relaciones,
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generalidades, etc. Detectar lo que estd sucediendo permite obtener sentido de alguna
caracteristica o propiedad de los objetos que se estan manipulando, lo que da lugara articular
la estructura que conlleva a la generalizacion. Cuando esto ocurre, la expresion de la
generalizacion se convierte en una entidad que puede ser manipulada y usada para encontrar
otras propiedades, lo que permite continuar de forma ascendente en la espiral, empezando un
nuevo ciclo de acciones.

En la reinvencion las situaciones problema juegan un papel primordial, al seleccionar
una buena situacion problema conduce al estudiante a desarrollar modelos informales (como
veremos mas adelante, clasificado por Gravemeijer como “modelo de”) de un contexto
especifico y de estrategias de solucion. Estos procedimientos informales posteriormente se
vuelven objeto de formalizacion y generalizacioén para constituir un proceso de mayor
abstraccion, en RME denominado como: matematizacion progresiva (Doorman &
Gravemeijer, 2009).

Anteriormente, se describid la matematizacion progresiva como la formalizacion y
esquematizacion de estrategias informales de resolucion de problemas. Se hizo la distincion
entre la matematizacion horizontal y vertical como medio de apoyo al proceso de
matematizacion progresiva en el que se desarrolla una nueva realidad matematica,
Gravemeijer (1999) propone un disefio instruccional heuristico de modelacién emergente.
De acuerdo con este enfoque, el modelo puede jugar diferentes roles durante diferentes
niveles de actividades. El modelo se desarrolla y cambia tanto la representacion real, y su
significado. Incluso si el modelo no es inventado por los estudiantes, se tiene mucho cuidado
para aproximar las invenciones de los estudiantes lo mas cerca posible, eligiendo modelos
que se vinculan con su razonamiento actual. El cambio de modelos de situaciones realistas a
modelos para el razonamiento matematico coincide con un cambio en la forma como el
alumno piensa en el modelo, a partir de modelos que derivan su significado a partir de la
situacion de contexto modelada, pensando en las relaciones matemadticas. En este contexto,
el concepto de modelo debe entenderse de una manera mas amplia. No es solamente una
representacion fisica, sino todo lo que viene con ello. Laidea es que, durante la actividad, el
modelo y la situaciéon que ha sido modelada co-evolucionen (Doorman & Gravemeijer,
2009).

Para ilustrar este ciclo de modelacion, se presenta un problema “Si quiero ir de un lugar
a otro en la ciudad utilizando mi teléfono celular como guia ;qué es lo que hace el celular?,
una de las respuestas esperadas es que se haga alusion al GPS; este es un contexto realista,
se plantea la pregunta ;como funciona el GPS? Después de la discusion, se espera que una
respuesta sea que funciona mediante satélites, que la sefial viaja a una velocidad constantey
a partir de la formula de la velocidad= distancia/tiempo (dentro de un modelo fisico), el
satélite obtiene la distancia. Al satélite, lo inico que le es posible calcular, es la distancia. Al
no conocer la posicion, el satélite solo puede deducirque el objeto esta en una esfera con un
radio igual a la distancia encontrada. Es necesario otro satélite, para poder determinar la
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interseccion o no de las dos esferas, que proporcionan un circulo o en el caso ideal un punto.
Si la interseccion de las dos esferas proporciona un circulo, es necesario un tercer satélite
para determinar una interseccion en un punto, como se muestra en la Figura 4. El modelo
inicial, aplicando conceptos de la fisica, permitié pasar a un modelo geométrico. El modelo
geométrico permite una interpretacion para la construccion de un modelo algebraico que es
la solucion a un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas, al proporcionar un sistema
coordenado en tres dimensiones. Podemos apreciar que se ha pasado de diferentes modelos
para poder resolver la situacion.

Figura 4 ;Como funciona el GPS? (Leica Geosystems, 1999, p.11)

Esto ejemplifica, precisamente un modelo que podemos interpretar como Freudenthal
(1991)-Mason (1996) de modelacion en espiral.

Interpretando el modelo de Freudenthal (1991) en el sentido que en una matematica
horizontal se producen fendmenos de visualizacion matematica, prediccion, conjetura y
validacion preliminar, ello proporciona una herramienta rica para desarrollar en el aula de
matematicas. Interpretando de esta manera el modelo de Freudenthal, también podemos
afiadir la importancia de los procesos de formacion de representaciones y su impacto en una
modelacion en espiral, asi como sacar provecho de caer en una contradiccion y superarla.

3.1.4 Perspectiva de Modelacion de Blum-Leiss

El ciclo de modelado Blum-Leiss (2007) tacitamente opera con la presencia de una
tarea de modelado dada al modelador (ver Diagrama 5), lo que sugiere un contexto escolar
en el que un profesor asignatareas a los alumnos. El Diagrama 5 presta especial atencion a
la necesidad del modelador de comprender la tarea antes de simplificar y de estructurar,
primero el “modelo de la situacion” por ejemplo una imagen mental de las caracteristicas
fundamentales de la situacion y sus elementos esenciales y después un “modelo real”, estos
son procesos cognitivos relacionados con el dominio de la realidad. Finalmente, lo
interesante de la tarea vista desde el exterior se amplifica con la presenciadel tltimo paso en
el ciclo, “presentar” el trabajo a una audiencia o un destinatario, por ejemplo, una clase o un
maestro.
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Diagrama 5 Ciclo de modelado de Blum-Leiss (Blum & Leiss, 2007, p. 225)

Bajo esta perspectiva el analisis cognitivo se situa en el primer plano incluyendo un
paso adicional dentro del proceso de modelado, la comprension de la situacion por los
estudiantes al desarrollar un “modelo de la situacion”, que luego se traduce al modelo real
(Kaiser, 2020).

Para ejemplificar el ciclo de modelacion de Blum-Leiss se plantea la situacion real
llamada “el problema del gigante”, en donde la pregunta es ;cuanto mide la altura del
Gigante? Primero se muestra la imagen a los estudiantes (ver Figura 5).

Construyen su primer modelo a partir de las medidas de la alturay longituddel pie de
la persona parada a un lado del pie del gigante que se puede ver en la Figura 5, esto, en el
ciclo de modelacion corresponde a la matematizacion, ya que se obtiene la razon de
proporcionalidad y luego se aplica esa razon a la longitud del pie del gigante, finalmente, se
obtienen los resultados matematicos y estos se presentan contextualizandolos a la situacion
problema.

Figura 5 ;Cuanto mide la altura del Gigante? (Foto: Camelot Theme Park)

Este ejemplo muestra la utilizacion de la escala en la modelacion basica y tomarla como
punto de partida para validar el modelo obtenidoy evaluarlo en la situacion problema. Indica
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como las medidas no conocidas emergen a partir de las medidas estimadas en el resultado
final.

Al presentar estos diferentes procesos de modelacion, segin la situacion problema
planteada, se quiere mostrar como cada unose adapta a las necesidades de la MM, y del tipo
de trabajo que se requiere de los estudiantes.

Por ejemplo, en el proceso de modelacion de Chevallard, la situacion del Tangram
requiere de la visualizacion, manipulacion de materiales y del trabajo en el registro aritmético
y enseguida, seglin el nivel de los alumnos, en el algebraico. El ejemplo de Pie Grande brinda
la necesidad de representaciones espontaneas de los estudiantes durante el ciclo del proceso
de modelacion en laresolucion del problema, mientras el ciclo de modelacion de Chevallard
se centra en las representaciones institucionales (registros o sistemas matematicos de signos)
y no se mencionan las representaciones espontaneas.

En el proceso de modelado de la Matematica Realista, vemos que ademas de la
representacion algebraica, se debe promover la representacion geométrica, por ejemplo, la
complejidad que conlleva modelar la situacion del funcionamiento del GPS lo requiere, para
que el modelo matematico obtenido sea el adecuado. En el proceso de modelado Blum-Leiss
no esta claro el papel de las representaciones.

Laimportancia de la actividad de Tangram de Brousseau estriba en la cualidad especial
de unaretroalimentacion instantanea para el estudiante, en la que ellos pueden validar si los
procedimientos fueron correctos o no.

Por lo que la seleccion del proceso de modelado en el presente trabajo dependera de
las situaciones problema que se propondran, de las representaciones que se promuevan,
incluyendo las espontéaneas, donde se fomente el uso de la tecnologia para desarrollar la
visualizacion matematica y que sea adecuado para el nivel secundaria, al cual esta dirigido
este proyecto. Considerando que los procesos de MM son complejos bajo la perspectiva de
la integracion STEM, y bajo el dngulo de la matematica horizontal y vertical, la red
conceptual con la que se quiere trabajar esta relacionada con la visualizacion matematica, la
anticipacion, la prediccion, la conjetura, la sensibilidad a la contradiccion, la validacion y el
ir mas lejos en procesos de generalizacion, de alli la complejidad de generar esta red
conceptual en los estudiantes en el aula de matematicas.

Ademas de la seleccion de las situaciones problema, otro aspecto importante, que se
revisa en el siguiente apartado, son las investigaciones donde se han utilizado herramientas
didacticas como el caso de la experimentacion en contextos de fisica.
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3.2 La Modelacion Matematica con experimentacion en contextos de

fisica como herramienta didactica

Uno de los fines de la Matematica Educativa es buscar herramientas didacticas que hagan
que los estudiantes encuentren sentido a los contenidos matematicos, una de ellas es la
experimentacion y/o el uso de simuladores de diversos fenomenos de la fisica, que, junto con
la MM, favorece la construccion, interpretacion y validacion de los modelos matematicos en
los estudiantes.

Tal es el caso que reportan Rodriguez y Quiroz (2016) en un grupo de 46 estudiantes,
que cursan la materia de Ecuaciones Diferenciales, en el segundo afio de diversas ramas de
la ingenieria, en el Tecnologico de Monterrey, una universidad privada del noreste de
México. La actividad consiste en introducir un método analitico para la resolucion de una
ecuacion diferencial de primer orden, donde modelaran matematicamente un fendmeno
eléctrico el cual se busca conocer el cambio respecto al tiempo de la carga de un capacitor
(C) de un Circuito Eléctrico Resistencia-Capacitor. Los alumnos arman un circuito y se les
pide la generacion de graficas que se forman por la carga y descarga del capacitor con apoyo
de un sensor de voltaje conectado a un software en la computadora.

El objetivo general de esta investigacion consistié en determinar el rol de la
experimentacion en el armado y construccion del modelo matematico en un curso de
Ecuaciones Diferenciales basado en la MM. Ademas, tenian el interés de definir el rol de la
experimentacion en la secuenciadidactica que disefiaron, asi como los retos que implico su
ejecucion en el aula.

Las investigadoras llegaron a la conclusion de que la experimentacion jug6 dos roles
importantes. El primero fue la manipulacién que los estudiantes tuvieron del circuito,
vivenciaron un acercamiento hacia el fendmeno que pocos habian podido tener. El segundo
rol fue permitir a los estudiantes una mejor comprension y asimilacion de los conceptos
matematicos en juego.

Esta investigacion muestra como la experimentacion no solamentetiene cabida en una
clase de matematicas, sobre todo si esta basada en MM, sino que ademas es determinante en
el proceso de dotar de nuevo significado a los estudiantes sobre las nociones matematicas en
juego.

Finalmente, sefialan que es necesario reconocer la labor del docente en la eleccion,
disefio o adaptacion y puesta en escena de actividades experimentales en el aula. Por tanto,
la preparacion de los docentes es un aspecto primordial si se busca promover este tipo de
actividades en las aulas de clase. Investigaciones recientes han mostrado metodologias que
combinan el trabajo investigador-docente y cuyos resultados pudieran tomarse en cuenta para
el seguimiento del estudio de la experimentacion en matematicas.

30



Otro aspecto que conforma nuestra propuesta es el entorno tecnologico, por lo que a
continuacion se presentan dos proyectos que incluyeron el uso de tecnologia digital en la
MM en México.

3.3 La Modelacion Matematica en entornos Tecnoldgicos en clases de

Matematicas

Como antecedente a la implementacion de la MM en un entornotecnoldgico se encuentra el
proyecto de innovacidn educativa desarrollado en México por iniciativa de la Secretaria de
Educacion Publicay encabezado por Rojano y colaboradores (2003). El proyecto llamado
Ensefianza de la Fisica y las Matematicas con Tecnologia (EFIT-EMAT), tuvo como uno de
los objetivos generales, la incorporacion sistematica y gradual del uso de las TIC
(Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion) en la ensefanza de las Matematicasy la
Fisica en la escuela secundaria publica.

Las actividades se disefiaron mediante un tratamiento fenomenoldgico de los conceptos
que se ensefian. Elmodelo EMAT (ensefianza de las matematicas con tecnologia) contempla
el uso de herramientas tecnoldgicas digitales (software especializado y calculadoras gréficas)
relacionadas con la didéactica de la geometria, el algebra, la aritmética, la resolucion de
problemas y la modelacién.

Utilizaron varios programas, entre ellos el SimCalc Math Worlds y Cabri Géometre I1
para la simulaciony la representacion de fendmenos de movimiento para la ensefianza de la
matematica de los conceptos de variacion y cambio; y el paquete de computo Stella para la
modelacion, este paquete permite a los alumnos acercarse a ideas importantes en matematicas
a través de un ambiente de modelacion. Los responsables del proyecto sefialan que la
modelacion no era un tema que apareciera en el curriculo en ese tiempo.

Como parte del proyecto, se evalud un programa piloto en varias escuelas secundarias
publicas del territorio nacional, los resultados de la investigaciéon mostraron un avance sobre
el uso del lenguaje simbdlico, reportando una mejoria en el nivel de abstraccion con el que
se usaba este lenguaje. El trabajo con las actividades de modelacion fueron las que
representaron mayor dificultad para los alumnos que los otros entornos de trabajo. Sin
embargo, al final programa piloto los estudiantes logran un mejor analisis de los fenémenos
de movimiento en sus versiones grafica y numérica.

Finalmente, se informo que este proyecto tuvo implicaciones para el mejoramiento de
la ensefianza de las matematicas en el sistema de educacion basica. La investigacion concluye
que los alumnos participantes en el plan piloto fueron beneficiados en cuanto a
conceptualizacion y desarrollo de habilidades de exploracion, elaboracion/verificacion de
conjeturas, resolucion de problemas, modelacion de fendmenos del mundo fisico, y expresion
en lenguaje matematico y cientifico en el aula.
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En la actualidad, en la Universidad de Guadalajara, Pantoja y su equipo (2017) han
trabajado, con alumnos de educacion superior, en la MM de situaciones en contextos
cinematicos, creados con personas, vehiculos y objetos en movimiento. Para la toma de datos
de las situaciones problema utilizaron el programa Tracker, asi que los estudiantes graban en
video los movimientos, dependiendo de la situacion problema, con la finalidad de usar esta
tecnologia para modelar las situaciones problemas videograbadas.

El programa Tracker se convierte en la interfase entre lo real y lo modelado, que genera
a partir del video, datos numéricos, graficas y un conjunto restringido de funciones. Pantoja
y su equipo utilizaron el método de ensefianza ACODESA para el disefio de las actividades,
donde los estudiantes trabajan en colaboracion analizando la situacion problema,
discutiéndola y relacionandola con el modelo. Al final elaboraron un reporte y lo presentaron
para su discusion en sesion plenaria.

La experimentacion se planed en las siguientes fases: primera, explicacion del
funcionamiento de Tracker mediante el analisis de un video digital del lanzamiento de un
balon de basquetbol. Segunda, organizacion de los alumnos en equipos de trabajo y seleccion
de las situaciones problema con intencion de modelar su movimiento. Tercera, seleccion de
las situaciones problema, con la intencion de modelar diversas variantes de movimiento, a
saber: movimiento parabolico, movimiento circular uniforme, movimiento armonico,
movimiento uniforme y uniformemente acelerado y vaciado de recipientes. Cuarta,
planeacion de la fase de grabacion de video. En esta etapa se captura el movimiento del objeto
en video digital, para posteriormente reproducirlo y obtener datos numéricos, analiticos y
graficos con Tracker. Quinta, articulacion de los datos que proporciona el software con el
fendmeno a partir de la discusién por equipo. Ultima fase, generacion de un discurso plenario
acerca de dos situaciones, a partir de la exposicion del trabajo de cada equipo y la generacion
de un debate grupal.

En las conclusiones de la experimentacion reportan cuatro aspectos. El primero esta
relacionado con la eleccion de los estudiantes de la situacion problema, los autores explican
que esto genera ventajas para el estudiante debido a que se le enfrenta aun contexto cercano
a ellos lo que los motiva a aprender matematicas de manera ladica y toman unrol activo, ya
que a través de su experiencia construyen conceptos y desarrollan habilidades, mediadas por
la interaccidn con otros estudiantes, permitiéndose el enriquecimiento y fortalecimiento de
las ideas, los conocimientos y los argumentos que cada uno muestra para defender sus puntos
de vista, esto ultimo estd relacionado con el segundo aspecto que es el trabajo en
colaboracion. El segundo aspecto es que el trabajo en colaboracion favorece la creatividad,
la reflexion y la habilidad para tomar decisiones. Ademas, el trabajo en colaboracion les
permite discutir ideas, establecer acuerdos a través del didlogo basado en la argumentacion,
experiencias y conocimientos previos, que potencialmente se convierte en aprendizaje.

El tercer aspecto se relaciona con el empleo de tecnologia, la cual motiva a los
estudiantes a descubrir y construir el conocimiento y propicia la reflexion sobre los
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procedimientos empleados y los resultados obtenidos. El programa Tracker es un recurso
tecnologico que permite a los estudiantes la manipulacion de videos digitales a partir de
situaciones problema con medidas reales en tiempo real. Sobre la MM, informan que el
alumno puededesechar ideas erroneas para la situacion en cuestion, discute, exponey aclara
ideas en un proceso de colaboracion. Aclara que la MM no es una tarea facil, pero planteando
tareas de MM en colaboracién con el uso de tecnologiay en contextos que involucran al
estudiante, este se motiva y le encuentran la utilidad a los conceptos y algoritmos
matematicos que antes no tenian sentido para ellos.

Las tecnologias digitales se pueden incorporar de dos maneras: el uso de enfoques
basados en la investigacion, el disefio y los desafios para ensefiar el area de aprendizaje de la
tecnologia digital y el uso de recursos digitales para apoyar enfoques innovadores
contemporaneos de las matematicas y las ciencias que reflejan practicas disciplinarias
(Hobbs, Clark, & Plant, 2018). En este segundouso se ubican las investigaciones reportadas
en esta seccion y también el enfoque con el que se usan en STEM, en el siguiente apartado
describiremos algunas experiencias que encontramos en investigaciones con alumnos de
nivel secundaria que han sido elaboradas con el enfoque STEM.

3.4 Experienciasde ensefianza de Modelacion Matematica con enfoque

STEM en secundaria

Como ya se ha dicho, la MM no es una tarea facil, existen investigaciones que han
demostrado que los estudiantes de secundaria pueden desarrollar modelos con éxito. English
y Mousolides (2011) realizaron el estudio de una Actividad Generadora de Modelos
Ingenieriles (EngMEA por sus siglas en inglés) en el contexto del consumoy produccion de
Gas Natural, a los estudiantes se les brindaban los datos sobre el consumo medio anual
durante 15 afios de gas natural y tenian que predecir cudndo se acabarian las reservas.

El estudio se hizo con 20 estudiantes sobresalientes de 12 afnos. Estos estudiantes son
parte de un estudio longitudinal de 3 afios de modelacion matematica y pensamiento
ingenieril. Se llevd a cabo en el 4rea urbana de Nicosia, Chipre.

Los resultados de la investigacion mostraron que cuatro de seis grupos de estudiantes
de 12 afios, desarrollaron modelos apropiados para resolver el problema. Dos grupos
fracasaron comprender el concepto de promedio y utilizarlo efectivamente en sus modelos.
En sus conclusiones, los investigadores plantean la necesidad de proponer problemas
EngMEA s para abordar temas que requieran que los estudiantes desarrollen un modelo que
integre las caracteristicas estructurales del problema de ingenieria que se esta abordando.
Enfatizan la importancia de que los estudiantes documenten las construcciones de modelos
para que su pensamiento y razonamiento se pueda externalizar en varias formas, incluidas
tablas, listas, graficas y diagramas. Enfatizan también la necesidad de que los estudiantes
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puedan describir y explicar con detalle, los pasos dados durante la construccion del modelo.
Y finalmente sefialan que es imperativo que los modelos que crean los estudiantes deben ser
aplicables a otros problemas relacionados con la ingenieria.

English (2015) sefiala la oportunidad para que la Matematica Educativa aumente las
experiencias de matematicas en las actividades STEM, en aplicar el disefio de ingenieria para
mejorar la resolucion e investigacion de problemas matematicos. Con el rapido aumento de
la educacion en ingenieria basada en gran medida en el curriculo de las Ciencias, es
imperativo que las matematicas no se conviertan en un pariente lejano. Mi objetivo, dice
English, es ejercer mayor presion sobre la comunidad internacional para que nuestro campo
sea un actor central en el avance de STEM. Es necesario elevar las matematicas a la cima de
la montafia STEM, y debemos asegurarnos de que permanezca alli con sus aportes.

En los modelos educativos del 2017 y en el actual 2023 de México, se sugiere el
enfoque STEM para el aprendizaje de las matematicas. En la siguiente seccion se muestran
algunas actividades de los temas de variacion y covariacion que se encontraron en los libros
de texto gratuito, que ilustran lamanera como se propone abordar la MM en estos textos.

3.5 La Modelacionen los libros de texto de Matematicas de secundaria

En el documento titulado Programa de Estudios Aprendizajes Clave para la Educacion
Integral (SEP, 2017) se propone promover el aprendizaje de la matematica escolar en
contextos del mundo real, como fendmenos de la fisica u otras ciencias, para involucrar mas
a los estudiantes y darles mayor sentido a las tareas y actividades matematicas.

Aunque en su enfoque didéctico afirma que la MM debe ser introducida como una
herramientadidactica, en los libros de texto de CONALITEG, el libro titulado Conecta Mas
(Balbuena, Block, Garcia, Mendoza, & Garcia, 2021) de matematicas de tercero de
secundaria, en el contenido de covariacion aparecen diferentes contextos en los cuales los
alumnos analizan graficas y/o tablas de datos donde deben responder algunas preguntas sobre
la covariacién de las variables y relacionar las graficas de los fenomenos con la tabla
numérica correspondiente, en una de las actividades se obtiene la expresion algebraica.

En una primera actividad se invita al estudiante a revisar sus conocimientos previos
sobre la lectura de graficas e introducirlos al contenido de variacion (ver Figura 6).
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Figura 6 Actividad libro Conecta Mas. Matematicas 3. Secundaria (Balbuena, Block, Garcia, Mendoza, &
Garcia, 2021, p.124)

Posteriormente en la misma secuencia se presenta una actividad de llenado de
recipientes, se muestran imagenes de diferentes recipientes que se deben relacionar con su
grafica. Se puede observar que la actividad de este libro proporcionarespuestas a la situacion
problema que no les promueven en los estudiantes elaboraciones propias (ver Figura 7).
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Figura 7 Actividad libro Conecta Mas Matematicas 3. Secundaria (Balbuena, Block, Garcia, Mendoza, &
Garcia, 2021, p. 127)

En lo referente al Nuevo Modelo Educativo llamado La Nueva Escuela Mexicana, que
entrd en vigor en agosto del 2023, se inspecciond la pagina de CONALITEG de los nuevos
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libros de texto gratuitos, el libro titulado Saberes y pensamiento cientifico de tercer grado de
secundaria (Educativos, 2023) al observar el mismo contenido matematico sobre covariacion

de variables, se encontraron actividades similares a las encontradas en los libros del programa
de estudios del 2017.

En esta situacién, las variables son el volumen del agua en la cubeta y el
tiempo que tarda en llenarse. El volumen se mide en litros (1) y el tiempo
en segundos (s). La razén de cambio es de 0.5 litros por segundo (1/s), lo
que corresponde a la razén constante dada. En el primer segundo entran
0.5 1, en el segundo siguiente se completa 1 |, en el tercero 1.5 I. La tabla
retine la informacién de las variaciones.

Variacién y covariacién del llenado de la cubeta

Tiempoen | Volumen

|
p = | segundos en litros

u ] 05 +0.5

a 2 2 1 o5

a9 3 15 05

4

+26 < ¢ +0O5 x 26
: S o 15 .

+10 +0.5 x 10
» 40 20 p

Figura 8 Actividad de libro titulado Saberes y pensamiento cientifico. Tercer grado (Educativos, 2023,p.72)

Aunque la Nueva Escuela Mexicana apuesta por actividades STEM de MM, se
encontrd una actividad de un contexto de llenado de recipientes, la cual inicia con una imagen
del fendmeno y una tablanumérica donde presentan las cantidades de tiempo y volumen (ver
Figura 8). El estudiante debe llenar una tabla numérica, con las operaciones que se indican
en la misma, en la seccion que llaman representacion algebraica, se les explica como se
obtuvo la expresion algebraica (ver Figura9), en lugar de que el estudiante deduzca a partir
de sus propias representaciones. Lo quela SEP esta proponiendo es una matematica ya hecha
que no brinda posibilidad al alumno de construirla. Brousseau (1998) considera que cuando
se proporciona un algoritmo al estudiante, se anula el proceso de aprendizaje. Sefiala que los
algoritmos estan hechos para ser eficaces y no para aprender.
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Representacion algebraica

Las relaciones entre las variables se pueden representar mediante expresiones alge-
braicas. Para este propésito, en el ejemplo 1, ahora el volumen (V) se expresa con
la letra y, y el tiempo 7 por x; la tabla siguiente muestra los valores de y en una dis-
posicién donde se puede apreciar un patrén o una regularidad, y se obtiene mulri-
plicando el valor de x por la constante 0.5; por tanto, la relacién entre y y x puede
expresarse mediante la expresién y=0.5x. Esta expresion algebraica indica que el
volumen es 0.5 veces el tiempo.

Evidencia de la relacién entre el volumen y el tiempo

X 1 2 3 40 X
o5 1 1.5 20 y
y |©5M=05| (05)2)=1 | (05X3)=15 [.. | (05(40)=20 | O5x=y

Mediante la expresién y=0.5x se pueden generar todos los valores que se deseen,
six=1,y=(0.5)(1)=0.5; six =10, y=(0.5)(10) =5; six =100, y =(0.5)(100) =50,
de ahi se pueden generar las parejas de la forma (x, ): (1, 0.5); (10, 5); (100, 50).

Para efectos de la covariacién la expresién y =0.5x permite:

Figura 9 Actividad libro titulado Saberes y pensamiento cientifico. Tercer grado (Educativos, 2023, p. 73)

Como hemos dicho anteriormente, el disefio de actividades de MM no es facil, por lo
que tanto los contextos como el ciclo de modelacion deben ser cuidadosamente disefiados y
respaldados por un proceso de modelacion seglin la perspectiva que se quiera abordar. De
aqui la pertinencia de este trabajo, porque, después de hacer larevision en los libros de texto
podemos afirmar que existe un descuido de la MM en ellos.

Este descuido de la MM en los libros de texto y la incongruenciade lo que plantean el
modelo educativo en México, y ademas las investigaciones de matematica educativa, nos
hace reconocer la problematica que se declara en la siguiente seccion.
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4 PROBLEMATICA Y OBJETIVOS

En esta seccion se muestra la descripcion de la problematica que se quiere abordar con este
proyecto de intervencion educativa, articulando elementos que se han mencionado
anteriormente y que se describiran con mas detalle en las secciones siguientes. Después, se
presenta el objetivo del proyecto de intervencion educativa y los objetivos especificos que
daran forma al trabajo.

4.1 Descripcion de la problematica

Diferentes investigaciones han develado que los conocimientos matematicos adquiridos por
los estudiantes se reducen a un conjunto desarticulado de técnicas mas o menos algoritmicas,
sin que los estudiantes le proporcionen un sentido conceptual. En las aulas de matematicas
de todos los niveles educativos, se privilegia una vision en la ensefianza de las matematicas
de corte procedimental, la cual se le ha llamado “aplicacionista”. En ella las nociones de los
conceptos matematicos son primeramente introducidas, sin contexto, y posteriormente se
espera que los alumnos puedan “aplicar” estos conocimientos matematicos en las Ciencias
Naturales o cualquier otro dominio cientifico, lo cual ha implicado, una vision limitada de la
MM en el aula. Asi, la aplicacion de un conocimiento matematico aprendido por los
estudiantes en situaciones reales, para mostrar su utilidad, no los motiva a profundizar en
matematicas. Sin embargo, desde la investigacion en Matematica Educativa, la MM se
considera en un sentido mas rico y que puede explorarse mas (Barquero, Bosch, & Gascon,
2019), induciendo en los estudiantes un mejor aprendizaje.

En esta vision “aplicacionista”, los contenidos matematicos son considerados y
ensenados independientemente de cualquier problema o contexto cientifico. Como se
menciono antes en este documento, la desvinculacion entre la matematicay la ciencia causa
dificultades en los estudiantes en la articulacion del conocimiento matematico con el
especifico ligado a la ciencia, restringiendo los conceptos a expresiones algebraicas ligadas
al concepto, que deben memorizarse. Asi, la matematica solo es vista como una herramienta
para cuantificar, el aprendizaje de la matematica desvinculada de la ciencia ocasiona que los
estudiantes vean a la matematica como algo “aparte”, no encuentran su relacion con las
demas ciencias (Flores, y otros, 2008).

Lo anterior, limita a un caracter propedéutico de la matematica, donde los
conocimientos se restringen a técnicas aisladas y rigidas, algoritmos y métodos matematicos
descontextualizados, donde no se logra el desarrollo de las competencias matematicas en los
estudiantes. Por esto es imperante la necesidad de plantear problemas abiertos a los
estudiantes, relacionados con hechos concretos de la vida real, que permitan hacer vivir la
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relacion de las matematicas con las ciencias experimentales, y con la tecnologia. (Trigueros,
2006).

En el ciclo escolar 2023-2024 de la Educacion Basica de México (que comprenden los
niveles: preescolar, primaria y secundaria) se produjeron los libros de texto gratuitos de
matematicas, como parte de la implementacion del nuevo modelo educativo: La Nueva
Escuela Mexicana, que entr6 en vigor en agosto del presente afio.

Un ejemplo de las actividades, sobre la MM de fendmenos, asi como la variacion y
covariacion, se present6 en este documento, en el apartado que corresponde al estado del arte
en la seccion 3.5 las Figuras 8 y 9, correspondientes al libro de texto de matematicas de
tercero de secundaria, el contexto de la actividad es llenado de recipientes donde se observa
una matemadtica acabada, los alumnos no construyen sus propias respuestas, ni se promueve
que el alumno identifique las variables involucradas en el ciclo de tiempo y volumen del
agua. Esto puede tener como resultado que los estudiantes no puedan desarrollar las
competencias basicas de MM anteriormente descritas, debido a que es una actividad que s6lo
solicita la aplicacion directa de conocimientos (como una matematica utilitaria).

No existe una congruencia de estos materiales con lo propuesto en el documento rector
del nuevo modelo educativo. En el que se plantean proyectos donde la modelacion
matematica de fenomenos de la ciencia promueve el proceso de ensefianza y aprendizaje;
para los docentes esto es nuevo, por lo que quedan desprotegidos sin los materiales adecuados
para la implementacion en las clases de matematicas.

Otro aspecto importante a resaltar es el uso de la tecnologia en el aula, las
investigaciones muestran a nivel internacional una integracion lenta, en el caso de México
esta integracion es casi nula, y la poca tecnologia que se utiliza en las clases de matematicas
funge como un apoyo para el maestro donde se utilizan para presentaciones, para que los
alumnos realicen investigaciones y en algunos casos utilizan graficadores, aunque en los
enfoques pedagdgicos se sugiere el uso de la tecnologia, ésta no estd integrada a las
actividades o secuencias didacticas como por ejemplo para promover la visualizacion
matematica.

La experimentacion en las clases de matematicas de secundaria es inexistente por la
desarticulacion de la matemadtica y la ciencia, asi como el uso de tecnologia, por ejemplo,
sensores para tomar datos, como en la cinematica, sobre el movimiento de objetos. Asi, a
través de la experimentacion, con el uso de tecnologia, los estudiantes podrian modelar
matematicamente fendémenos con datos lo més aproximados a la realidad.

Las actividades con enfoque STEM en nivel secundaria o diversas actividades
curriculares y extracurriculares que fomentan la ciencia y la tecnologia; ha movilizado a
instituciones para realizar convenios con empresas como LEGO, por mencionar alguna, que
cuenta con programas como el de “LEGO Education Robotix” para facilitar a los docentes el
uso de la robotica como recurso didactico. Esta propuesta promueve la integracion de
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diferentes materias en el curriculo. La escuela, una vez inscrita en el programa, compra
paquetes con los componentes y las instrucciones necesarias para armar robots. Incluso, los
docentes de la institucion pueden tomar cursos a distancia donde pueden certificarse en la
Metodologia LEGO® Education y los alumnos aprenden a través de la experimentacion
construyendo y programando robots para hacer determinadas tareas. Posteriormente, a los
alumnos, los ponen a competir en concursos u olimpiadas, ya sea dentro del mismo centro
educativo o en competencias nacionales e internacionales (Fernandez, 2019). En esta
perspectivade STEM se priorizan los aspectos tecnologicos, dejando de lado otros aspectos
primordiales de la MM. Las actividades con enfoque STEM para modelar matematicamente,
no se promueven de manera eficiente en las escuelas secundarias.

Los elementos descritos en este apartado se articularan para proponer una intervencion
educativaen la cual el nucleo integrador sea la MM con enfoque STEM, donde el uso de la
tecnologia esté presente dentro de actividades de experimentacion.

4.2 Objetivos

Para atender la problematica expuesta en este documento, en esta seccion se presenta el
objetivo general y los objetivos especificos de este proyecto de intervencion educativa.

4.2.1 Objetivo General

Por lo expuesto anteriormente nos hemos propuesto el siguiente objetivo general:

Disefiar una propuesta de ensefianza basada en la Modelacion

Matematica de fenomenos cinematicos, para nivel secundaria,
con enfoque STEM.

4.2.2 Objetivos Especificos

Debido a la naturaleza de la MM y del enfoque STEM se considera el uso de tecnologia
digital para el desarrollo de esta propuesta de ensefnanza ligada a conceptos de la cinematica,
como una manera de integrar cada elemento en ella.

Con la finalidad de lograr el objetivo general se plantean los siguientes objetivos
especificos:

* Integrar un proceso de Modelacion Matematica.

» Plantear las caracteristicas de la intervencion didactica con la integracion de
manera articulada de STEM, la modelacion matematica, uso de tecnologia digital y la
cinematica.

* Disenar actividades didacticas acordes con el marco teodrico y las
caracteristicas sefaladas en el segundo objetivo especifico.
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* Analizar la puesta en escena de las actividades didacticas.

En los siguientes apartados se plantearan elementos en los cuales esta enmarcado este
trabajo, ademas de la planeacion de acciones que se llevaran a cabo para llevarlo a cabo.
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5 LA PROPUESTA DE INTERVENCION EDUCATIVA Y SUS
CARACTERISTICAS

El objetivo de este trabajo es apoyar el aprendizaje de la MM mediante el planteamiento de
situaciones en contexto, la propuesta de ensefianza contard con actividades eslabonadas
aportando materiales y estrategias didacticas a los docentes de matematicas de secundaria.
En la propuesta se articulan varios elementos, el nucleo en nuestra propuesta, es la MM como
estrategia didactica para el aprendizaje de las matematicas donde se vincula con la realidad
de los estudiantes. Para tal fin, se incorporan los contextos de la cinematica a partir de la
experimentacion con simulacion digital o con objetos reales.

Caracteristicas de la Intervencion Educativa

Medio Sociocultural

Enfoque STEM u de Aprendizaje

Modelacién
Aatiblents atemé(lca‘ Método de

Ensefianza

Tecnolégico
‘ 1 A ACODESA

Figura 10 Elementos articulados en la propuesta de ensefianza.

En la Figura 10 se muestran caracteristicas diferenciadoras propuestas para disefar
actividades didacticas, donde la MM se encuentra en el centro, como ntcleo integrador, y
alrededor el enfoque STEM, el ambiente tecnologico y el medio sociocultural del
aprendizaje. Estos elementos tienen como funcidon promover la motivacion del estudiante y
a mitigar el estrés que se pueda presentar en la experimentacion.

5.1 Medio sociocultural de aprendizaje

La eleccion de un medio sociocultural del aprendizaje para la resolucion de situaciones en
contexto pretende promover la interaccion social y el trabajo en colaboracion. El entorno
sociocultural proporciona la oportunidad de compartir y construir conocimiento matematico
en conjunto. El trabajo en colaboracién promueve la discusion de problemasy la resolucion
conjunta de situaciones matematicas fomentando la comprension profunda y la aplicacion
practica de los conceptos (Hitt & Quiroz, 2019).
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El aprendizaje de las matematicas en un entorno sociocultural fomenta el desarrollo
de habilidades cognitivas y metacognitivas. La resolucion de problemas matematicos
requiere un pensamiento critico, razonamiento logico, habilidades de comunicacion y
capacidad para pensar de manera abstracta. Ademads, el entorno sociocultural propicia
oportunidades para que los estudiantes reflexionen sobre su propio proceso de aprendizaje,
identifiquen estrategias efectivas y desarrollen la capacidad de autorregulacion y
metacognicion (D"Amore, Radford, & Bagni, 2007). De acuerdo con nuestro modelo de

aprendizaje, el trabajo en colaboracion pretende promover una matematica vertical en el
sentido de Freudenthal (1991).

5.2 Método de ensenanza ACODESA

Se utilizara el método de ensefianza ACODESA (Por sus siglas en francés Aprendizaje
colaborativo, Debate cientifico y Autorreflexion) para el disefio de las actividades. Este
método busca que los estudiantes, frente a la resolucion de una situacion problema, transiten
en un proceso de MM; durante este proceso los estudiantes generan representaciones
funcionales esponténeas y éstas evolucionan a través del proceso de comunicacion en un
trabajo en colaboracion. Asi, los estudiantes a través del didlogo y reflexionando
constantemente, dentro de sus equipos de trabajo, y también en un debate de ideas con todo
el grupo logran que sus acciones se conviertan en operaciones, sistematizando las actividades
que estan realizando para la resolucion de la situacion problema (Hitt & Quiroz-Rivera,
2017).

A diferencia de una clase tradicional, cuando una actividad es disefiada con el método
de ensenanza ACODESA, el rol del profesor es clave para el desarrollo de la clase. La
actividad en el aula deberd enriquecerse con orientaciones pedagogicas, el docente debe
conocer su rol durante toda la actividad, dar sugerencias sin proporcionar respuestas, y
promover la reflexion, durante el proceso de modelacion de los estudiantes.

5.3 Actividades eslabonadas de descubrimiento guiado

Las actividades eslabonas tienen la finalidad de promover el descubrimiento guiado
(Freudenthal, 1991), donde se fomente la creatividad de los estudiantes en la resolucion de
la situacion problema, dichas actividades deberan cumplir con caracteristicas singulares tales
como:

a) Proponer una situacion problema o de investigacion para la creatividad y el
pensamiento divergente,

b) Proponer problemas alrededor del mismo contenido matematico para promover un
pensamiento convergente,
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¢) Proponer ejercicios sobre el mismo contenido para fortalecer el conocimiento

adquirido y hacerlo eficaz,

d) Proponer situaciones de aprendizaje y evaluacion para medir la competencia

matematica en cuestion.

5.4 Desarrollo de competencias en la MM

Las habilidades que se quieren desarrollar en los estudiantes estan determinadas por las
competencias de modelacion que a su vez estan relacionada con el proceso de MM. Maal}
(2006) enlista estas competencias donde las primeras estan relacionadas con comprender la

situacion problema y establecimiento de un modelo. Estas son:

hacer suposiciones para el problema y simplificar la situacion;
reconocer cantidades que influyen en la situacion, nombrar e identificar las
variables clave;

construir relaciones entre las variables;
buscar informacién disponible y diferenciar lo relevante de lo irrelevante;

Las competencias que se desarrollan cuando se genera el modelo del fendmeno son:

matematizar cantidades relevantes y sus relaciones

simplificar las cantidades relevantes y sus relaciones, si es necesario y reducir su
numero y complejidad;

elegir matematicas apropiadas y notaciones para representar situaciones
graficamente.

Ademads, estan las competencias para resolver cuestiones matematicas dentro de este

modelo matematico que son:

utilizar estrategias heuristicas como la division del problema en problemas
parciales, establecer relaciones a problemas similares o analogos, reformular el
problema viendo el problema de una forma diferente, variando las cantidades o los
disponibles datos, etc.;

utilizar conocimientos matematicos para resolver el problema.

Competencias desarrolladas para interpretar resultados matematicos en una situacién

real;

interpretar resultados matematicos en contextos extramatematicos;

generalizar las soluciones que fueron desarrolladas para una situacion especial;
ver soluciones a un problema utilizando el lenguaje matemaético apropiado y/o
comunicar sobre las soluciones.

Y finalmente las competencias para validar la solucion:

comprobar y reflexionar criticamente sobre las soluciones encontradas;

revisar algunas partes del modelo o realizar otro ciclo de modelacion, si las
soluciones no se adaptan a la situacion;
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o reflexionar sobre otras formas de resolver el problema o si se pueden desarrollar
soluciones diferentes;

e cuestionar en general el modelo.

Para el desarrollo de estas competencias se desarroll6 un marco conceptual donde se
describe un proceso de MM donde aspectos relevantes de la modelacion se coordinan con
los elementos que conforman las caracteristicas de nuestro trabajo, que se presentaran en la
siguiente seccion.

5.5 Ejemplo de una actividad

Para ejemplificar las caracteristicas de la propuesta, se presenta una situaciéon problema de
una de las actividades disefiadas, la propuesta de situacion problema es “llenado de
recipientes” acorde con lo planteado por la Nueva Escuela Mexicana. Se plantea una
situacion practica de un fenomeno de la cinematica, donde las matematicas interactiian con
la tecnologia.

Primeramente, de manera virtual, se presenta un applet (o aplicacion) en GeoGebra,
sobre el llenado de varios recipientes con diferentes formas. En esta etapa, se pretende que
el alumno pueda manipular el recipiente, asi como su llenado para que identifique las
variables involucradas, asi como la relacion entre las variables ligadas al fendmeno. A manera
de ejemplo, se muestra la Figura 11 un tipo de recipiente. Cabe mencionar que los recipientes
se muestran en dos y tres dimensiones para que el estudiante pueda analizar detenidamente,
arrastrando la figura hacia todas direcciones, el llenado o vaciado del recipiente moviendo
arriba y abajo el punto H que sefala la altura del liquido. Se decidio utilizar un applet que
muestra los recipientes en tres dimensiones dado que es dificil, para un estudiante,
comprender solo en dos dimensiones una situacion que es en tres.

Altura del liquido

Figura 11

Con el andlisis de los estudiantes de los diferentes tipos de recipiente en esta etapa de
la actividad se pretende promover el pensamiento divergente, esto es a través de llenados de
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recipientes de diferentes formas, el objetivo de esta etapa de la actividad, ademas de
identificar las variables involucradas como sus relaciones, es que identifiquen qué es lo que
variay qué permanece constante. En esta parte, los estudiantes deben identificar las variables
que intervienen en este fendmeno como son: la altura del liquido, la superficie del liquido
conforme sube la altura del liquido, el volumen, etc. Una vez identificadas las variables, se
determinan las relaciones funcionales entre las variables como, por ejemplo: el area de la
superficie del liquido en funcién de la altura; el volumen del liquido en funcion de la altura;
la altura del liquido en funcidon del volumen. Cada una de estas relaciones funcionales
promueve un proceso de modelado diferente, de alli la promociéon de un pensamiento
divergente en los estudiantes.

En otra etapa de la actividad se analizan videos del fendémeno de llenado de
recipientes. Para esto, se utiliza el software Tracker como medio en la obtencion de datos,
como se muestra en la Figura 12, el software permite medir la altura del agua mientras se
llena el recipiente y proporciona los datos obtenidos en la tabla correspondiente (ver Figura
13). La variable posicion (“x’’) no es relevante en esta toma de datos.

e et o st

Figura 12 Preparacion de la toma de datos con Tracker

Table | <> masah|w
t(s) ¥ (T i) area
0.000 2976 1.306 27 82
0.033 2.971 1.342 2772
0.067 2970 1.388 27 64
0.100 2973 1.425 2776
0.133 2973 1.456 27.74
0.167 2973 1.468 2775
0.200 2968 1.470 2767
0234 2970 1.464 2770
0.267 2.971 1.478 27.71
0.300 24974 1.474 2777
0.334 2.970 1.493 27.70
0.367 2968 1.537 27 .66
0.400 2.968 1.604 27 .67
0.434 2943 1.658 27.14
[ . = O Nan 4 o700 L O I |

Figura 13 Tabla de valores proporcionada por Tracker al analizar el video
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Posteriormente los datos relevantes se copiany se pegan en una hoja de calculo en el
software GeoGebra (ver Figura 14) y los estudiantes deberan, con ayuda del software,
graficar la nube de puntos, para luego ajustarlos a una curva, asi obtener un modelo grafico
y un modelo algebraico del fenémeno estudiado (ver Figura 15). Los dos paquetes en

conjunto promueven el pensamiento convergente, porque se esta dirigiendo el analisis de un
tipo de recipiente hasta la obtencion de los modelos numérico, grafico y algebraico relativos

al fenomeno de estudio.

w Hoja de Cdlculo
N
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1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
1
12

13
14

15
16
17
18
19

20
21

22
23
24

Figura 14 Datos transferidos de Tracker a GeoGebra
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Figura 15 Representacion de la nube de puntos, su representacion grafica y modelo algebraico
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En el proceso de reinvencion guiada, se promueve que los estudiantes puedan
experimentar un proceso similar al proceso por el cual las matematicas se inventaron y

crearon (Freudenthal, 1991). La reinvencion guiada posibilita a quien aprende encontrar su

48



propio nivel explorando los caminos y recibiendo un soporte por parte de los miembros de
su equipo, y del profesor segun el caso. Se trata de reinventar, es decir, importa el proceso de
matematizar mas que el contenido matematico; el abstraer mas que la abstraccion, etc.
Ademads, esta perspectiva considera que el descubrimiento personal y en equipo, refuerza la
motivacion.

Nuestra propuesta de ensefianza esta enfocada en el nivel secundaria de educacion
basica de México, especificamente en tercer grado, donde se modelaran fenémenos de
variacion en contexto ligado a la cinematica. Los tipos de variacion que se abordaran son
variacion lineal y variacion cuadratica, las cuales se encuentran ubicadas en el curriculo de
matematicas de tercero de secundaria.

Dentro del curriculo mexicano de tercero de secundaria el contenido matematico a
abordar se localiza en funciones donde el proceso de desarrollo de aprendizaje se describe
como relacionar e interpretar la variacion de dos cantidades a partir de su representacion
tabular, grafica y algebraica. Como se menciond anteriormente, en la seccion de
antecedentes, el modelo educativo mexicano sefiala que la modelacion matematica de
fendmenos de la realidad del estudiante debe estar presente, lo que concuerda con nuestro
trabajo de intervencion educativa.

Para que lo expuesto en este apartado tenga un sustento tedrico, en la siguiente
seccion se presenta un proceso de MM donde se consideraran diferentes elementos
importantes y estos estan coordinados con las caracteristicas de las actividades propuestas.
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6 ELEMENTOS TEORICOS

En esta seccion se presentan elementos teodricos que forman parte de un proceso de MM en
el aula de matematicas. La integracion de los elementos tedricos de este modelo es de
contribucion propia. En esta propuesta de modelo, se consideraron importantes conceptos
que deben estar presentes durante el proceso de modelacion. Estos elementos no estan
presentes en los procesos de MM revisados en la literatura de Matematica Educativa. Mas
adelante se mostraran y se explicard la forma de como se incorporaron en el diagrama
propuesto.

Estamanera de modelar muestra interés en la construccion de una estructura cognitiva
ligada a la accion como lo plantea Leontiev (1975) donde la estructura cognitiva del
estudiante se construye a través de su participacion en actividades orientadas (descubrimiento
guiado segun Freudenthal, 1991), y el conocimiento se adquiere y se desarrolla mediante la
interaccion entre el individuo y su entorno, con la ayuda de herramientas digitales y en un
medio sociocultural, promoviendo el aprendizaje en espiral (segin Mason, 1996).

Esta propuesta de ensefianza promueve el aprendizaje en un medio tecnologico, para
esto, se utilizara la teoria de la instrumentacion de Rabardel (1995), que traduce la idea de
queun artefacto informatico se convierte en un instrumento para un individuo a través de los
procesos de instrumentalizacion e instrumentacion. Rabardel define un artefacto como “una
cosa que habra sufrido una transformacién de origen humano”. Instrumento es lo que el sujeto
construye a partir del artefacto (Garcia-Cuéllar, 2018). Al proceso de conversion, en manos
de un estudiante, del artefactoa instrumento le llaman Génesis Instrumental, este proceso es
complejoy el estudiante necesita tiempo para relacionar a las caracteristicas del artefacto con
la actividad del sujeto, en otras palabras, el usuario a partir del artefacto construye un
instrumento en un entorno determinado para una tarea determinada. Esta génesis contiene
dos entidades la instrumentalizacion, que se refiere a la apropiacion del artefacto y sus
propiedades, y la instrumentacion, que se refiere a la construccion de esquemas de uso (Del
Castillo & Montiel, 2009). Si ademas a este proceso se le afiade el componente del trabajo
en equipo (en un acercamiento sociocultural del aprendizaje), la construccion conceptual es
mas rica (ver el apartado sobre los elementos metodologicos).

Nuestra propuestade MM parte del modelo de Freudenthal (1991) y Mason (1996) que
trata sobre los procesos de una matematica horizontal y sus implicaciones hacia una
matematica vertical y como consecuencia un aprendizaje en espiral. La matematica
horizontal se refiere a la forma en que se ensefian y se organizan los temas matematicos frente
a una actividad. Freudenthal propuso que los conceptos matematicos deben presentarse de
manera gradual, comenzando por situaciones concretas y luego llevando a los estudiantes a
conceptos mas abstractos a medida que sus procesos de comprension avanzan. Se trata de
promover los conceptos matematicos de una manera progresiva (en espiral).
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La matematica vertical se refiere a la forma en que se encadenan los conceptos
matematicos a una propuesta mas general que la de la matematica horizontal. Freudenthal
habla que los conceptos matematicos deben ensefarse de manera coherente y progresiva, de
manera que los estudiantes puedan construir una base s6lida de conocimiento matematico.
Esto implica que los conceptos matematicos deben presentarse de manera conectada, de
modo que los estudiantes puedan comprender la relacion entre los diferentes conceptos y
aplicar lo que han aprendido en situaciones nuevas.

Objetos matematicos,

M ate matl Za r estructura, métodos ‘

Abstraccion Matematizacién
Modelo para Vertical

’ Traduccion
Contexto Realista Modelo Matematico

Modelo de

Matematizacion Horizontal

Diagrama 6 Proceso de MM Matematica Realista. Drijvers (2003) p. 54

A partir del Diagrama 6, propuesto por Drijvers sobre la matematica horizontal y
vertical, planteamos un proceso similar donde, a diferencia del diagrama de Drijvers, es un
proceso ciclico, para permitir un aprendizaje en espiral, por estarazon las flechas tienen dos
sentidos (ver Diagrama 7). Por ejemplo, en todo proceso de MM, se parte de una situacion
problema, donde los estudiantes después de refinar sus representaciones espontaneas
obtienen un modelo, pero, si el modelo matematico no corresponde con el fenémeno fisico
que se quiere modelar, ellos tienen queregresar a refinar su modelo. Otro aspecto importante,
es la caracterizacion de lo que representa una matematica horizontal y una matemaética
vertical. Como veremos enseguida, los avances en didactica de las matematicas nos han
permitido realizar esta caracterizacion.

El Proceso de Modelacion que se muestra en el Diagrama 7 consta de cuatro puntos
principales interconectados entre si, se inicia con una tarea o situacion problema que esta
relacionada con la produccion de representaciones espontaneas, esto corresponde a lo que
Freudenthal (1991) llama la matematica horizontal, la cual conduce del “mundo real” al
mundo de los simbolos, se sustenta con actividades como: identificar las matematicas que
pueden ser relevantes, respecto a la situacion problema o tarea, representar la situacion de
modo diferente, comprender la relacion entre los lenguajes natural, simbdlico y formal,
encontrar regularidades, relaciones y patrones en la situacion, traducir el problema a un
modelo matematico y utilizar herramientas y recursos adecuados, entre otras (Gémez &
Maestre, 2008).

52



Proceso de Modelacion

. Refinamiento de
Matematica

representaciones
espontaneas

Generalizacion hacia un
pensamiento
aritmético-algebraico

Produccion de
representaciones " A
espontaneas

Tarea
(situacion)

—— Accion
******* Estructura cognitiva
Generalizacion numérica

Diagrama 7 Construccion del proceso de Modelacion Matematica, fase 1

Al finalizar esta etapa, los estudiantes deberan obtener una generalizacion numérica,
y se conecta con el tercer punto donde se promueve el pensamiento aritmético-algebraico,
aunque en el curriculo cldsico de matematicas se distingue la aritmética y el algebra, en este
modelo se promueve, mediante la MM, la articulacion entre ambas conectandolas mediante
registros de representacion en ambos dominios. El desarrollo de esta estructura cognitiva se
lleva a cabo mediante la produccion y articulacion entre representaciones (Cortés, Hitt, &
Saboya, 2016).

Y finalmente conectamos la cuartaetapa, que corresponde a la matematica vertical que
es donde los simbolos son moldeados, reformados y manipulados, mecéanica, comprensivay
reflexivamente (Freudenthal, 1991). La matematizacion vertical incluye acciones como
utilizar diferentes representaciones y modelos, usar el lenguaje simbolico, formal y técnico
y sus operaciones, refinary ajustar los modelos matematicos; combinar e integrar modelos,
argumentar y generalizar. En este Ultimo punto los estudiantes deberan refinar sus
representaciones espontaneas donde se espera que el modelo matematico construido,
proporcione una respuesta al problema planteado.

Para promover las representaciones espontédneas en los estudiantes se consideran
fundamentales en la MM los siguientes elementos (ver Diagrama 8):

e Produccion de Representaciones espontaneas (Hitt & Gonzalez, 2015; Hitt & Quiroz,
2017).

e Visualizaciéon Matematica (Zimmerman & Cunningham, 1991; Hitt & Gonzalez,
2015).
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e Anticipacion y conjetura (Margolinas, 1992).

Por ello, en el segundo punto, se agrega la visualizacion matematica que hara emerger
la anticipacion y conjetura en los estudiantes. En el diagrama se incorporala distincion entre
los elementos de caracter cognitivo en formas punteadas y los elementos ligados a la accion
con formas continuas (ver Diagrama 8).

Proceso de Modelacion
Matematica

Refinamiento de
representaciones
espontaneas

Produccién de
representaciones

espontaneas I
,:: Aniceckn \:) Generalizacié_n hacia un
yatsisa s ~ pensamiento

7
Procesy de visualizacion mat‘e{nética

aritmético-algebraico

T2 Bosquejo de
Representacién %
5 representacion
numérica de los datos Py
grafica de los datos
Recoleccién de datos

[ Representacion verbal e icénica |

A

Generalizacion numérica
La situacion problema o tarea de modelacion se presenta a través del proceso de

Diagrama 8 Construccion del proceso de Modelacion Matematica, fase 2

visualizacion matematica donde los estudiantes generan representaciones espontaneas
producto de las representaciones funcionales (Hitt & Quiroz-Rivera,2017). En este punto se
promueve la produccion de representaciones espontaneas de los estudiantes y su evolucion,
mediante una actividad guiadaen el sentido de Freudenthal y bajo un enfoque sociocultural
del aprendizaje.

La visualizacion matematica es el proceso de producir o usar representaciones
geomeétricas o graficas de conceptos matematicos, principios o problemas, dibujados a mano
o generados por computadora, con ellos se busca un tipo de intuicidon que brinde profundidad
y significado a la comprension, que sirva como una guia confiable para la resolucion de
problemas e inspire descubrimientos creativos (Zimmermann & Cunningham, 1991). En la
visualizacion se encuentran relaciones entre diferentes representaciones durante el proceso
de resolucion o situaciones problema, por lo que estas representaciones no necesariamente
pertenecen a un especifico sistema de signos, por lo mismo se promueven representaciones
verbales e iconicas (Hitt & Gonzalez-Martin, 2015).

Estas acciones de articulacion de diferentes representaciones permiten hacer
predicciones, anticipaciones y procesos de generalizacion (Hitt, Cortés, & Saboya, 2017).
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Unade las funciones de las matematicas es permitir la anticipacion de los resultados de una
accion, en ese momento se produce un proceso de abstraccion (Margolinas, 1992)
Margolinas define anticipacion como la accidén de predecir, de suponer lo que va a pasar,
ademas sefiala que encierra un doble movimiento: la prediccion, y la garantia de la validez
de la prediccion. El proceso de visualizacion permite al estudiante a hacer anticipaciones y
conjeturas.

En el cuarto punto, se incorporan elementos para el refinamiento de las
representaciones espontaneas unos de caracter cognitivo y otros de accion (ver Diagrama 9):

e Control de la actividad matematica (Schoenfeld, 1985; Saboya et al 2015).

e Sensibilidad a la contradiccion (Hitt, 2020).

e Validacion (Joubert, 2013).

e Irmas alld en la investigacion (Perkins & Simmons, 1988).

En el Diagrama 9 se muestra el proceso de MM donde se incorpora, dentro del
refinamiento de las representaciones espontaneas, un proceso donde intervienen varios
elementos. En primerainstancia se encuentran los de caracter cognitivo como la anticipacion
y conjetura, control sobre la actividad matematica y la sensibilidad a la contradiccion. La
interaccion entre estos elementos, durante el proceso de resolucion de la actividad, llevara al
estudiante a la concepcion de un modelo (numérico, grafico y/o algebraico), que los
estudiantes tendran que validar. La validacion abre la posibilidad a un pensamiento mas
sofisticado, ligado a la actividad de buscary de ir més alld de la situacion planteada, dando
pie a una investigacion mas avanzada.
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“ Sensibilidad ™
\_alacontradiccion
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Diagrama 9 Proceso de Modelacion Matematica
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En esta etapa es fundamental el control de la actividad matematica relacionada con la
sensibilidad a la contradiccion, anticipacion y conjetura. Entendiéndose por control sobre la
actividad matematica, como la accion que permite decidir sila accidn es relevante onoy de
validar procesos complejos (con ejemplos, pequeiios niimeros, etc.) en la resolucion de
problemas (Schoenfeld, 1985; Saboya, Bednardz, & Hitt, 2015). Esta categoria de
comportamiento se ocupa de como los individuos usan la informacion potencialmente a su
disposicion. Se enfoca en decisiones mayores sobre qué hacer en un problema, decisiones
que “hacen o rompen” un intento de resolver el problema. Los comportamientos de interés
incluyen elaboracion de planes, la seleccion de objetivos, el seguimiento de subobjetivos en
la evaluacion de las solucionesa medida que evolucionan. Las caracteristicas definitorias de
accion en el nivel de control son las que deben tener consecuencias globales en la evolucion
de un proceso de resolucion. Son decisiones sobre quécamino tomary cual abandonar. Estas
decisiones los llevan a dejar de lado opciones que puedan llevarlos a nuevas posibilidades,
pero al hacerlo corren el riesgo de reducir los esfuerzos que pudieran haberlo llevado al éxito
(Schoenfeld, 1985).

Tener el control se traduce, para varios autores, en anticipaciony esto es antes de
cualquier resolucion. Se trata, pues, de ponerunacondicion para la validez del resultado antes
de saberlo. Esta anticipacion conducirda menudo a una verificacion posterior (con respecto
a estas condiciones de validez del resultado establecidas a priori) (Saboya, Bednardz, & Hitt,
2015).

Debido a la dificultad a la que se enfrentan los estudiantes, puede emerger una situacion
contradictoriay la posibilidad de una sensibilidad a la contradiccion. Los alumnos expresan
un sentimiento de malestar ante un resultado inesperado, contradictorio. El individuo da
marcha atrés para encontrarel error y sentirse comodo (Hitt,2004), desde un puntode vista
cognitivo, la sensibilidad ala contradiccion es la toma de conciencia de la existenciade una
contradiccion, acompafniada de un sentimiento de malestar, y al momento de la resolucion del
problema o situacion, el malestar se transformaen un sentimiento de bienestar (Hitt, 2020).
Es importante en el disefio de actividades plantear preguntas que proporcionen al estudiante
la oportunidad de salir del error, del obstaculo epistemologico que se pueda presentar segiin
el contenido matematico que se esté trabajando.

A partir del proceso cognitivo de sensibilidad a la contradiccion, control de la actividad
matematica, anticipacion y conjetura emerge el modelo numérico, grafico y/o algebraico de
la situacién problema. La intencion de este proceso cognitivo por medio de la actividad,
dentro de un ambiente de aprendizaje sociocultural, promueve en los estudiantes, la
emergencia de conceptos como el de variable y el de la covariacion entre variables.

Un aspecto importante para considerar en el disefio de tareas es la validacion, ya que
dentro del control de la actividad matematica debe existir la validacion de procesos. La
validacion es el proceso de verificacion intuitiva, con ejemplos o con pequefios numeros que
permitan validar una respuesta o una solucion. La validacion ocurre cuando una interaccion
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intencionada incluye un elemento de prueba, teorema o explicacion y es tratada asi por el
interlocutor (Joubert, 2013). Tanto para los matematicos como para disefiador de actividades,
el término validacion evoca a menudo el problema de la demostracion. Para Margolinas
(1992) este término es mas amplio y abarca, en particular, la prueba y la verificacion.

Una vez validada la solucion del problema o situacion problema, se busca que el
estudiante vaya mas alla de la investigacion. En este proceso, se esta formando unaestructura
cognitiva que incluye: el dominio especifico, creencias generales y estrategias que funcionan
para extender y retar el conocimiento con un dominio particular, la accion caracteristica es
el pensamiento critico y creativo. Al disefar la actividad, deben estar presentes elementos
donde se pueda mejorarun proceso o generalizar un resultado. Sin duda, el enfoque de ir mas
alla de la investigacion es ambicioso y es el més dificil de cultivar a través de la educacion
matematica (Perkins & Simmons, 1988).
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7 ASPECTOS METODOLOGICOS

En el apartado correspondiente a la problematica se plantearon algunas dificultades
relacionadas con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en todos los niveles, un
problema central que se sefialo, se refiere a la ensefianza de tipo procedimental, donde las
nociones conceptos matematicos son introducidas sin contexto, para que después, los
alumnos “apliquen” estos conocimientos en contextos cientificos. Este problema, es
compartido por investigadores en Matematica Educativa.

En el objetivo general de nuestro trabajo se estd proponiendo el disefio de una
propuesta de ensefianza basada en la MM, para darle concrecion, se seguira una metodologia,
la cual estamos dividiendo en etapas, €stas se relacionan con los objetivos especificos del
trabajo.

La primera etapa consistio en el desarrollo de un marco conceptual, se genero un
diagrama con un proceso de MM de contribucion propia. Para la realizacion de este se hizo
unarevision de la literatura sobre la MM, la cual proporciondun panorama general de lo que
se ha trabajado y/o investigado sobre MM en Matematica Educativa. Se realiz6 una
investigacion de las diferentes perspectivas de la MM, asi como el uso de la tecnologia en el
aula de matematicas, el enfoque STEM integrado, y los diferentes procesos de MM segin la
perspectivay el objetivo que se persigue, en el siguiente apartado, se presentaun cronograma,
en donde se detalla cada accion realizada en los primeros tres semestres correspondientes a
esta primera etapa.

En la segunda etapa se disefl6 una actividad, con la que se planea una experimentacion
para validar la propuesta de ensefianza. Para el disefio de las actividades de la intervencion
utilizara el método de ensefianza ACODESA, este método de ensefianza considera primordial
lanocion de representaciones funcionales espontaneas y la posibilidad de su evolucién dentro
de una comunidad en un trabajo en colaboracion en el aula de matematicas (Hitt & Quiroz-
Rivera, 2017), ya que se incluyen actividades para el trabajo individual y colaborativo, el
debate y la institucionalizacion como estrategia para propiciar el aprendizaje y favorecer la
formacion de estudiantes capaces de plantear y resolver problemas en distintos contextos
(Hitt & Gonzalez-Martin, 2015).

Con la articulacidn de estos elementos, se presentd un modelo particular de MM con
un respaldo teorico solido que servird de base para el disefio de la intervencion educativa,
que, junto con los aspectos metodologicos describiran en el siguiente apartado, formaran el
presente trabajo.

En este trabajo se estda promoviendo la resolucidn de situaciones problema utilizando a
la MM como estrategia didactica, tradicionalmente en el aula de matematicas encontramos
tareas que se les presentan a los estudiantes como problemas y/o ejercicios, pero ;qué es una
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situacion problema? ;Existen diferencias entre ejercicio, problemay situacion problema?
Para poder responder estas preguntas se muestran las definiciones de cada una.

Si el enunciado matematico inmediatamente sugiere un procedimiento a seguir, se
puede decir que la actividad es un ejercicio. Sial leer el enunciadomatematicono induceal
lector, de inmediato a seguir un procedimiento y requiere, transformar el enunciado y/o
utilizar representaciones institucionales y/o producir representaciones espontdneas para
entender y avanzar en la tarea, se le llama problema. En cambio, si la lectura del enunciado
matematico, como el caso de un problema, no proporciona un procedimiento a seguir, sino
que se debe construir un modelo (posiblemente que no sea Unico), donde se necesita
interpretar el fendmeno ligado al enunciado, entonces se dice que, es una situacion problema
(Hitt, Saboya, & Cortés, 2017). La importancia de esta diferenciacion de las tareas
matematicas radica en los aspectos relacionados con el disefio de actividades de MM en
donde las situaciones problema estan ligadas a contextos, principalmente, cientificos.

La dindmica en un aula de matematicas, donde se plantea un problema de MM, no es
igual a una clase de matematicas tradicional, aqui se promueve en los estudiantes un
pensamiento diverso, donde el docente debe estar pendiente de que los estudiantes propongan
diferentes soluciones, utilicen representaciones espontaneas, es decir, que desarrollen su
creatividad para obtener el modelo estudiado. Por lo que nuestra siguiente discusion, se tora
hacia como disefar situaciones problema que promuevan el pensamiento divergente, el cual
esta ligado a la creatividad, y el pensamiento convergente, ligado a estabilizar el
conocimiento.

Segun Hitty Dufour (2021), la intencidn detras de plantear situaciones problema en las
clases de matematicas, es promover un pensamiento divergente que se relaciona con la
creatividad, para después plantear al estudiante resolucion de problemas y ejercicios, del
mismo contenido matematico, para promover un pensamiento convergente.

Guilford (1967, como se cité en Razumnikova (2013)), cred los términos pensamiento
divergente y convergente, para designar las operaciones psicoldgicas involucradas en la
resoluciéon de problemas. Razumnikova (2013) resume ambas definiciones de la siguiente
manera, el pensamiento divergente se define como la produccion de diversas respuestas
apropiadas a una tarea o pregunta abierta, en la cual el producto no est4d determinado por la
informacion. Por lo que, el pensamiento divergente se concentraen generar un gran niimero
de respuestas alternativas, incluyendo las originales, inusuales o inesperadas. Por lo tanto, el
pensamiento divergente esta relacionado con la creatividad.

El pensamiento convergente implica encontrar solamente una respuesta correcta 'y
convencional, para un problema bien definido. Se examinan muchos hechos o ideas mediante
el pensamiento convergente, por su validez l6gica o en las cuales se sigue un grupo de reglas.
El pensamiento convergente se enfoca en alcanzar la solucion de un problema mediante el
reconocimiento y expresion de criterios establecidos. Se cree que los examenes
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estandarizados de inteligencia miden el pensamiento convergente. Bajo ese criterio, estando
dentro de larama de la didactica de las matematicas, y siguiendo las indicaciones de Guilford
(1967, como se citdé en Razumnikova (2013)), es importante comenzar una actividad ligada
al pensamiento divergente (situacién problema) y luego, promover el pensamiento
convergente (problemas y ejercicios).

El método de ensefianza ACODESA otorga gran importancia a la evolucion de las
representaciones espontaneas en la resolucién de una situacion problema, al introducir
conceptos matematicos, fomentando el pensamiento diversificado en los estudiantes, y asi,
estimulando la generacion de las representaciones espontaneas. Durante el proceso de
resolucion de la situacion problema el docente, no debe proporcionar soluciones o pistas a
los estudiantes, por el contrario, debe observar el trabajo individual del estudiante y apoyar
a un rico intercambio de ideas, dentro de un proceso comunicacion sociocultural (Hitt &
Gonzalez-Martin, 2015).

Las representaciones espontaneas del estudiante podran evolucionar a una
representacion grupal, frente a una tarea que demanda trabajo en equipo, y ésta, se somete
un proceso de discusion, comunicacidn, argumentacion, comparacion y validacion (Hitt &
Quiroz, 2019). El trabajo en equipo posterior a la produccion de representaciones funcionales
espontaneas se rige por el seguimiento de las etapas de ACODESA, que se presentan a
continuacion.

En ACODESA se distinguen cinco etapas diferentes que constituyen el método de
ensefianza (ver Diagrama 10), cada una se ejemplificard con una parte de la actividad
propuesta. Esta actividad se encuentra en etapa de disefio, en términos del proceso de MM,
solo abarca la matematica horizontal (Ia actividad se encuentra como anexo al final del
documento) que esta relacionada con la produccidén de representaciones espontaneas
mediante la visualizacion matematica. Para el semestre V se tiene programado terminar la
actividad incluyendo la matematica vertical y todos los elementos que la conforman (ver
Tabla 5 en la seccion de Cronograma).

Trabajo individual. Durante esta etapa los estudiantes se enfrentan a una actividad no
rutinaria, construyendo representaciones funcionales espontaneas y produciendo
representaciones externas (sobre papel o pantalla de computadora). Cuandose les presenta
el problema, se inicia el trabajo individual, permite al estudiante prepararse para la
discusion, con el resto de su equipo, mediante representaciones espontaneas, que surgen de
manera natural.

Esta actividad comienzacon una lectura del contexto de la situacion problema que es el
llenado de recipientes de diferentes formas, para promover el pensamiento divergente, que,
mediante un applet de GeoGebra se hace una simulacion del fenomeno. En las primeras
preguntas invitan al estudiante realizar un dibujo de la situacion problema posteriormente
deberan expresar con palabras las magnitudes que estan sefialando en el dibujo (ver Figuras
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17,18 y 19). En el trabajo individual el estudiante primero interioriza la representacion de
la situacion mediante el uso del applet de GeoGebra que debe manipular, para después
exteriorizarlo en el dibujo y de manera verbal. En el proceso de MM esta fase corresponde
al proceso de visualizacion matematica donde se inicia con la representaciones verbales e
iconicas.

Actividad 1

| Trabajo individual |

Recipiente 1. Abre la siguiente liga Recipiente 1 la aplicacion de GeoGebra te mostrara la
simulacion del llenado de un recipiente. Mueve el punto H (en la imagen de la 1zquierda)
hacia arnba v hacia abajo, para simular “llenar o vaciar” el recipiente, ademds puedes
mover el recipiente en 3D (de la derecha) hacia todos los lados v observar de diferentes
angulos la imagen, mantén la imagen de GeoGebra abierta para contestar las preguntas de
la actividad:

1. ;Qué forma geométrica tiene el recipiente?
I

Figura 16

_!\J

Realiza un dibujo del llenado del recipiente donde sefiales sus magnitudes.
1

Figura 17

Explica cudles son las magnitudes que sefialaste en el dibujo anterior:

—_— e

Figura 18

Trabajo en equipo. En esta etapa los estudiantes trabajaran en la misma tarea, pero en
equipos de trabajo, en esta etapa se espera que se presenten procesos de discusion y
validacion. Se espera que, a través del trabajo en colaboracion, haya un refinamiento de las
representaciones funcionales espontaneas, que surgieron durante la etapa individual.

En la actividad analizan el fenomeno de llenado de recipientes de tres formas diferentes,
por lo que, una vez terminado el primer recipiente de forma individual, trabajan en equipo en
el primer recipiente. Al terminar, vuelven al trabajo individual, para analizar el segundo
recipiente, para posteriormente trabajar en equipo el segundo recipiente y el mismo
procedimiento sucedera con el tercer recipiente. Una vez que el cuestionario de los tres
recipientes fue resuelto, los estudiantes trabajan con su equipo, para que, en conjunto,
transiten por las diferentes representaciones: grafica, tabular y algebraica (ver Figuras 20, 21
y 22). En el diagrama de MM esta parte de la actividad corresponde al proceso de
visualizacion matematica donde se realiza una representaciéon numéricay un bosquejo de la
representacion grafica de los datos, con lo que se espera que emerjan la anticipacion y
conjetura.
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9. Investiga en internet:
a) ;Como calcular el volumen de este recipiente?

Figura 19
Trabajo en equipo
1. En el Recipiente 1 ;Como calcularias la superficie del agua conforme va
cambiado la altura del agua?
| |
Figura 20

2. (Qué medidas de la superficie le corresponden a cada altura del agua? Anota los
datos en la siguiente tabla.
Altura

Superficie

3. Dibuja la grifica del cambio de la superficie con respecto a la altura del
Recipiente 1.

superficie
A

]

Figura 21

Discusion. Al concluir el trabajo en equipo, los estudiantes se preparan para participar
en los procesos de discusion y validacion (refinamiento de representaciones). Cada equipo
propone sus resultados y los pone a consideracion de toda la clase. Una vez mas las
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representaciones funcionales espontaneas pasan por otra etapa de refinamiento. Es
importante llegar a un acuerdo en el grupo

Parallevar a cabo la discusion los estudiantes deberan de presentar frente al grupo los
resultados que su equipo obtuvo (ver Figura 23). La discusion no es facil de dirigir, el docente
debe tener claro cuales son las representaciones espontaneas por refinar. Debe de crear un
ambiente de debate cientifico, en donde la validacion sea un elemento central, de manera que
se favorezca un aprendizaje equitativo (Hitt & Quiroz, 2019). El procesode MM en esta parte
de la actividad se ubica en la generalizacion numeéricay la generalizacion del pensamiento
aritmético algebraico, esto prepara al estudiantes para el siguiente paso que es la matematica
horizontal.

Presentacion. Trabajo en equipo
Preparen una presentacion para el resto del grupo, donde expliquen los diferentes
aspectos:
¢ Un dibujo de las magnitudes de los tres recipientes
Relaciones entre las magnitudes de los tres recipientes
Grafica Volumen-altura del liquido de los recipientes 1 y 2
¢ Diferencias o similitudes entre 1a forma y las graficas volumen — altura del
liquido de los recipientes 1 y 2.

Figura 22

Autorreflexion. El trabajo en la autorreflexion es individual en un proceso de
reconstruccion. Esta etapa permite a los estudiantes reconstruir individualmente lo que se
hizo en el trabajo en grupo y con ello se fortalece el conocimiento. Esta etapa es crucial en
la metodologia ACODESA ya que todo el trabajo individual y en equipo una vez pasado el
consenso se puede olvidar rapidamente. La estabilidad del conocimiento adquirido en las
etapas anteriores no podra alcanzarse si no se pasa por un periodo de reconstruccion
(autorreflexion) de lo realizado (Hitt & Quiroz, 2019).

Para la autorreflexion se les entregard un nuevo cuestionario que contestaran
individualmente. Las preguntas se disefiaran, cambiando el ritmo del cuestionario inicial, con
la finalidad de, en forma resumida, medir el avance de los alumnos.

Proceso de institucionalizacion. Se propicia cuando el docente presenta a los
estudiantes los resultados de las actividades desarrolladas y los procesos institucionales de
resolucion de la situacion. En esta etapa el maestro resume los resultados de los equipos,
muestra la evolucion de las representaciones espontaneas que emergieron en las etapas
anteriores y discute su eficacia antes de introducir las representaciones institucionales y los
procesos correctos.
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Diagrama 10. Metodologia ACODESA (Hitt & Gonzalez-Martin, 2015) p. 207

Una vez terminado el disefio de la actividad se procederd a la etapa III del trabajo.
Con el objetivo de evaluar la pertinencia del proyecto de intervencion educativa se realizara
una experimentacion piloto, la cual se planed como a continuacion se describe.

La experimentacion piloto se llevara a cabo bajo la modalidad sincrénica y presencial.
Debido a que se esta proponiendo un medio de aprendizaje sociocultural, es importante los
tipos de interacciones que se presenten durante la actividad, es necesario la observacion y el
registro de estas interacciones.

Las caracteristicas de la poblacion que se escogerd para la experimentacioén son
estudiantes de tercer ano de secundaria en México. Debido al medio de aprendizaje
sociocultural y las etapas del método de ensefianza ACODESA, se tendran tres equipos de
trabajo, por lo que la cantidad de estudiantes que se necesita para la experimentacion es de
seis a ocho estudiantes.

Parallevar a cabo la observacion de la experimentacion se necesitan una persona como
conductor de la actividad (docente) y un observador. Se tendrd una sesion previa con la
persona que llevara a cabo el rol de docente, para que conozca la actividad. El docente tendra
que hacer la actividad en papel, respondiendo cada una de las preguntas que se hacen en ella.
Ademas, debera conocer el tipo y calidad de las intervenciones que tendrd a lo largo de la
actividad de modelacion, el tipo de preguntas que debe hacer en dado caso que los alumnos
tengan bloqueos y cdmo serdn sus intervenciones en las diferentes etapas del método de
ensefianza ACODESA. Una vez que la actividad haya sido resuelta, habra una discusion entre
el docentey el observador para determinar aspectos puntuales de lo que se debe observar, asi
como aspectos generales de las instrucciones.

Con el grupo de estudiantes se llevara a cabo una sesion de entrenamiento previo para
uso de GeoGebray Tracker en el uso de las herramientas del software que se utilizaran en la
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actividad experimental. Los estudiantes deben conocer las herramientas de cada software que
se van a utilizar, por lo que la finalidad de esta sesion serd que tengan un recorrido por estas
herramientas con videos, en el caso de Tracker, que se le proveeran parala toma de datos, y
estos mismosdatos se utilizaran en GeoGebra. El tiempo estimado para esta sesion es de dos
horas.

Una vezrealizada la sesion de entrenamiento, se aplicara la actividad en cinco sesiones
en dias consecutivos con una duracién de una hora cada una.

Los instrumentos de recoleccion de informacidn que se recuperaran son: las respuestas
de las hojas de trabajo, ademas de la videograbacion de uno de los equipos, se tendran los
archivos de Tracker y GeoGebra, ademas de un formato de observacion con los registros de
las interacciones. Esta informacion sera analizada, para refinar la actividad y realizar los
cambios pertinentes en el diagrama de MM.

Finalmente se trabajard en la etapa IV del trabajo de intervencion educativa. En esta
etapa final, se realizara la experimentacion definitivacon la cual se recabara informacion que
servird para realizar el reporte del analisis de resultados y elaboracion del documento
correspondiente.

Todas las acciones descritas anteriormente se encuentran en la siguiente seccion en
forma de cronograma y distribuidas en los ocho semestres del posgrado.
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8 CRONOGRAMA

Con laintencion de organizar las acciones que se han hecho en los primeros cuatro semestres
del posgrado y que se planean hacer en los proximos cuatro semestres, se presenta un
cronogramacon un listado de acciones para concluir el trabajo, los rectangulos sombreados
corresponden a los meses que se trabajo o se trabajara en cada accion.

Semestre | | | Semestre |l

2022

Acciones -
Ene | Feb | Mar | Abr| May | Jun | Jul | Ago | Sept | Oct [Nov| Dic

Revision de literatura sobre
1 [Modelacion Matematica en
Matematica Educativa

Escrito preliminar de los

2

antecedentes

Revision de la literatura sobre
3 las diferentes perspectivas de

Modelacion Matematicaen la
educacion

Revision de literatura sobre el
4 |uso de latecnologiaen
Matematica Educativa

Revision de literatura sobre
5 |enfoque STEM en Matematica
Educativa
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Tabla 3 Cronograma correspondiente al tercer y cuarto semestre

Semestre |l

Semestre |V

Acciones

2023

Ene

Feb

Mar

Abr

May

Jun

Jul

Ago

Sept

Oct

MNov

Dic

Revision de literatura sobre
enfoque STEM en Matemética
Educativa

El planteamiento de la
problematica a abordary
objetivos del proyecto de
intervencién

Desarrollo de un marco
conceptual el cual es un proceso
de MM

Disefio de actividad para
pilotaje

Planeacién de la
experimetacion

10

Versidn definitiva de la
introduccién y antecedentes
para el documento predoctoral

11

Versién definitiva del estado
del arte parael documento
predoctoral

12

Versidn definitiva de la
problematica y objetivos para el
documento predoctoral

13

Versién definitiva de las
caracteristicas del proyectode
intervencién educativa parael
documento predoctoral

14

Versidn definitiva de los
elementos tedricos parael
documento predoctoral

15

Versidn definitiva de los
elementos metodolégicos para
el documento predoctoral

16

Envio del documento del
examen predoctoral

17

Examen predoctoral
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Tabla 4 Cronograma correspondiente al quinto y sexto semestre

Semestre V

Semestre VI

Acciones

2024

Ene

Feb

Mar

Abr

May

Jun

Jul

Ago

Sept

Oct

Nov

Dic

actividad

Pilotaje de primera

datos

Analisis preliminar de

resultados

Refinamiento de

Disefio(s) de
Actividad(es)
completa(s)

definitiva

Implementacion,
experimentacion

Tabla 5 Cronograma correspondiente al séptimo y octavo semestre

Semestre VII

Semestre VIII

Acciones

2025

2026

Ene

Feb

Mar

Abr

May

Jun

Jul

Ago

Sept

Oct

Nov

Dic

Feb

Procesamiento de
datos

Analisis de datos
implementacion
definitiva

Version definitiva del
estado del arte

10

Version definitiva de
probleméticay
objetivos

11

Version definitiva de
Aspectos Tedricos

12

Version definitiva de
Aspectos
Metodoldgicos

13

Version definitiva de
la Tesis

14

Presentacion del
examen
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ANEXO 1

Parte 1. Actividad “Llenado de recipientes”

Nombre del alumno: Nombre de los integrantes del equipo:
1.
2.
3.
Situacion:

Ahorraragua en casa es una responsabilidad que tenemos todos. A menudo
damos por hecho que tenemos un suministro constante de agua limpia, sin
embargo, este es un privilegio del cual muy pocos gozan.

El 22 de marzo de cada afio se conmemora el dia Internacional del Agua,
para recordarnos qué tan importante €s tener acceso a agua que sea segura
para beber. jTodos los seres vivos necesitamos agua limpia y segura!
México es un pais con desigualdades sociales y econdmicas, por lo que hay
familias que no cuentan con agua potable para hacer sus actividades diarias
en casa y tienen que recurrir a larenta de pipasde agua o ir por agua a otros
lugares. Por lo que es muy importante aprender sobre el llenado de cisternas,
tinacos y otras formas de almacenamiento de agua para uso doméstico.
En esta actividad estudiaremos el llenado derecipientes desde la perspectiva
matematica, en cada actividad se te plantearan retos a resolver sobre
recipientes de diferentes formas.

Actividad 1

| Trabajo individual |
Recipiente 1. Abre la aplicacion de GeoGebra con nombre Recipiente 1 te mostrara la
simulacién del llenado de un recipiente. Mueve el punto H (en la imagen de la izquierda)
hacia arriba y hacia abajo, para simular “llenar o vaciar” el recipiente, ademas puedes
mover el recipiente en 3D (de la derecha) hacia todos los lados y observar de diferentes
angulos la imagen, mantén la imagen de GeoGebra abierta para contestar las preguntas
de la actividad:
1. /Qué forma geométrica tiene el recipiente?
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2. Realiza un dibujo del llenado del recipiente donde senales sus magnitudes.

3. Explica cudles son las magnitudes que sefalaste en el dibujo anterior:

4. Cuando subes el nivel del agua del recipiente, ;cudles magnitudes cambian y
cudles permanecen constantes?
Magnitudes constantes Magnitudes que cambian

5. Haz una lista con las parejas de magnitudes que consideres que estan
relacionadas entre si.
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6. (Cdémo estan relacionadas entre si, las magnitudes de cada pareja?

7. Siencuentras una relacion entre dos magnitudes, ;qué magnitud depende de la otra?

| Trabajo en equipo

8. Comparay discute con el resto del equipo tus respuestas a las preguntas 1-7.

9. Investiga en internet:
a) (Como calcular el volumen de este recipiente?

b) (Como se relacionan las magnitudes en el llenado de este recipiente?

c) ¢Coémo calcularias el volumen ocupado por el liquido?
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| Trabajo individual

Recipiente 2. De la misma forma abre la aplicacion de GeoGebra con nombre
Recipiente 2, te mostrara la simulacion del llenado de un recipiente. Mueve el punto H
(en la imagen de la izquierda) hacia arriba y hacia abajo, para simular “llenar o vaciar”
el recipiente, ademds puedes mover el recipiente en 3D (de la derecha) hacia todos los
lados y observar de diferentes angulos la imagen, en cualquier momento puedes volver
aqui para contestar las preguntas de la actividad:

10. ;Qué forma geométrica tiene el recipiente?

11. Realiza un dibujo del llenado del recipiente donde sefiales sus magnitudes.

12. Explica cudles son las magnitudes que sefialaste en el dibujo anterior:

13. Cuando subes el nivel del agua del recipiente ;Cudles magnitudes cambian y

cuales permanece constante?

Magnitudes constantes

Magnitudes que cambian
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14. Haz una lista con las parejas de magnitudes que consideres que estan
relacionadas entre si.

15. ;Coémo estan relacionadas entre si, las magnitudes de cada pareja?

16. Si encuentras una relacion entre dos magnitudes, ;qué magnitud depende de la otra?

| Trabajo en equipo

17. Comparay discute con el resto del equipo tus respuestas a las preguntas 10-16.

18. Investiga en internet:
a) (Como calcular el volumen de este recipiente?
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b) ;Como se relacionan las magnitudes en el llenado de este recipiente?

¢) (Como calcularias el volumen ocupado por el liquido?

| Trabajo individual

Recipiente 3. Abre la aplicacion de GeoGebra nombre Recipiente 3 te mostrara la
simulacién del llenado de un recipiente. Mueve el punto H (en la imagen de la izquierda)
hacia arriba y hacia abajo, para simular “llenar o vaciar” el recipiente, ademas puedes
mover el recipiente en 3D (de la derecha) hacia todos los lados y observar de diferentes
angulos la imagen, mantén la imagen de GeoGebra abierta para contestar las preguntas

de la actividad:
19. /Qué forma geométrica tiene el recipiente?
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20. Realiza un dibujo del llenado del recipiente donde sefiales sus magnitudes.

21. Explica cudles son las magnitudes que sefialaste en el dibujo anterior:

22. Cuando subes el nivel del agua del recipiente, ;cuales magnitudes cambian y

cuales permanecen constantes?

Magnitudes constantes

Magnitudes que cambian

23. Haz una lista con las parejas de magnitudes que consideres que estan

relacionadas entre si.
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24. ;Como estan relacionadas entre si, las magnitudes de cada pareja?

25. Si encuentras una relacion entre dos magnitudes, ¢qué magnitud depende de la otra?

Trabajo en equipo

26. Compara y discute con el resto del equipo tus respuestas a las preguntas 19-25.

27. Investiga en internet:
a) (Como calcular el volumen de este recipiente?

b) ;Cdédmo se relacionan las magnitudes en el llenado de este recipiente?
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¢) (Coémo calcularias el volumen ocupado por el liquido?

28. Ya que analizaron los tres recipientes, ;qué similitudes y diferencias encuentran

de lo que cambia y de lo que permanece constante entre los tres recipientes?

Parte 2 Actividad “Llenado de recipientes”

Nombre de los integrantes del equipo:
1.

2.

3.

| Trabajo en equipo

86



1. En el Recipiente 1 ;Como calcularias la superficie del agua conforme va
cambiado la altura del agua?

2. (Quémedidas de la superficie le corresponden a cada altura del agua? Anota los
datos en la siguiente tabla.

Altura

Superficie

3. Dibuja la gréfica del cambio de la superficie con respecto a la altura del
Recipiente 1.

Superficie
A

» Altura

4. ;Qué medidas de volumen le corresponden a cada altura del agua? Anota los
datos en la siguiente tabla.

Altura

Volumen

5. Ahoradibujala grafica del volumen del Recipiente 1 con respecto de la altura
del agua.
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Volumen

Altura

6. (Cuadles son las diferencias que encuentran en ambas graficas?

7. En el Recipiente 2 ;Como calcularias la superficie del agua conforme va
cambiado la altura del agua?

8. (Quémedidas de la superficie le corresponden a cada altura del agua? Anota los
datos en la siguiente tabla.

Altura

Superficie

9. Dibuja la gréfica del cambio de la superficie con respecto a la altura del
Recipiente 2.
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Su}»erﬁcie

Altura

10. ;Qué medidas de volumen le corresponden a cada altura del agua? Anota los
datos en la siguiente tabla.

Altura

Volumen

11. Ahoradibujala grafica del volumen del Recipiente 2 con respecto de la altura
del agua.

Vo}umen

Altura
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12. ;Qué similitudes encuentras en las graficas de volumen con respecto a la altura
de los recipientes 1y 2?

13. ;Qué diferencias encuentras entre las graficas de volumen con respecto a la
altura de los recipientes 1y 2?

Presentacion. Trabajo en equipo

Preparen una presentacion para el resto del grupo, donde expliquen los diferentg
aspectos:

Un dibujo de las magnitudes de los tres recipientes

Relaciones entre las magnitudes de los tres recipientes

Grafica Volumen-altura del liquido de los recipientes 1y 2

Diferencias o similitudes entre la forma y las graficas volumen — altura del
liquido de los recipientes 1y 2.
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