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INTRODUCCION

En los ultimos anos, el campo de Educaciéon Matemadtica ha experimentado un aumento notable
en el interés por la investigacion educativa y en el disefio de propuestas de ensefanza. Estas
importantes lineas de trabajo se han centrado en el desarrollo de estrategias que puedan abordar
de forma reflexiva las dificultades de aprendizaje que los estudiantes experimentan en el area
de Matematicas. En este sentido, se ha observado un impulso fundamental hacia la elaboracién
y evaluacién de proyectos de intervencion educativa, que tienen como objetivo apoyar la
practica docente, reconociendo su papel crucial en la ensefianza y el aprendizaje. La premisa es
que, al implementar estrategias de ensefianza novedosas y ajustadas a las necesidades
individuales de los estudiantes, se pueda propiciar la comprensién y dominio de conceptos
matematicos y, principalmente, su aplicacion en situaciones de la realidad.

El presente trabajo se enmarca en esta perspectiva y surgié debido a la identificacion de
dificultades en la ensefianza y el aprendizaje de nociones relacionadas con una clase especifica
de covariacion; la covariacion exponencial continua. Estas dificultades nos han llevado a
cuestionar por qué los estudiantes tienen problemas para entender estos conceptos y su
aplicacion en situaciones del mundo real. Esto nos motivo a realizar una revision al estado actual
de la ensefianza del Célculo, rama fundamental de las Matematicas para estudiar, analizar,
entender y modelar fendmenos de variacion y cambio, pero en muchos casos se aborda desde
un enfoque centrado en rutinas procedimentales y en el tratamiento de nociones estaticas y
formales.

En este contexto, el proposito de este trabajo es desarrollar una propuesta didactica
orientada a favorecer el pensamiento variacional de los estudiantes a través del estudio de
nociones dindmicas vinculadas con la covariacién exponencial continua. Esta propuesta buscara
proporcionar a los estudiantes herramientas conceptuales que permitan articular las ideas de
variacion continua y cambio en progreso desde la perspectiva de un enfoque variacional y el uso
de cantidades infinitesimales. Con ello, se pretende ofrecer una alternativa al enfoque formal y
tradicional, centrado en nociones estaticas como funciones numéricas, limites y variacion
discreta, a fin de propiciar una comprension dindmica de los fendmenos de variacion.

El documento se estructura en seis apartados. En el primer apartado se presentan los
antecedentes, donde se analizan las dificultades de ensefianza y aprendizaje reportados en la
literatura, asi como el marco curricular y epistemoldgico del tema. Posteriormente, en el
segundo apartado, se expone el estado del arte, que recupera aportaciones previas de
investigacion en Matematica Educativa que han abordado problematicas similares afines a
nuestros propositos. En el tercer apartado se plantea la problematica de interés, justificacion y
objetivos del proyecto. En el cuarto apartado se describe la propuesta didactica y sus
caracteristicas, mientras que en el quinto apartado se presentan los aspectos tedricos que
fundamentan nuestra propuesta didactica. Luego, en el sexto apartado se describen los aspectos
metodologicos, y finalmente, se presentan las conclusiones, anexos y el cronograma de trabajo,
que resume la planeacion y los tiempos previstos para la realizacion del proyecto.
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1 ANTECEDENTES

La comprension de los conceptos matematicos requiere, en gran medida, reconocer sus raices y las
condiciones que motivaron su desarrollo. La gran mayoria de nociones surgen como una respuesta
aproblemas de la realidad, a patrones observados en el mundo o a necesidades practicas de distintas
civilizaciones. La nocidén exponencial es un ejemplo emblematico, su origen se remonta a antiguas
observaciones sobre crecimiento y decaimiento que seguian regularidades consistentes. A lo largo
de los siglos, estas regularidades se formalizaron matematicamente, dando paso a ideas
fundamentales que hoy siguen siendo esenciales no solo en matematicas, sino también en ciencias
naturales, sociales, la economia, la ingenieria y diversas disciplinas que estudian procesos
dindmicos.

En la ensefianza tradicional, la covariacion exponencial, junto con otras nociones como la
razén de cambio y acumulacion, suelen abordarse desde enfoques tradicionales centrados en la
memorizacion y aplicacion mecanizada de procedimientos formales (Pinilla et al., 2024; Retana,
2013; Salinas y Alanis, 2009). Este tratamiento, predominantemente algebraico y geométrico,
coloca en segundo o tercer plano los procesos dindmicos que historicamente dieron sentido a estas
nociones. Como sefialan Khanh et al. (2020), existe una transformacion pedagdgica importante en
comparacion con el desarrollo historico de la nocion exponencial y la manera en que se presenta
en los libros de texto. Esta transformacion a menudo ignora la secuencia temporal del desarrollo
historico, lo que ha llevado a una simplificacion del conocimiento sobre lo exponencial ensefiado
desde la escuela secundaria hasta la universidad. Esta simplificacion puede generar una vision
reducida del concepto exponencial, al desvincular su ensefanza de los procesos historicos y
epistemologicos que dieron lugar a su desarrollo.

Hoy en dia, existe una familiaridad general con la “ley exponencial” (Curtis, 1978), en parte
debido al amplio interés en la radioactividad. Sin embargo, la desintegracion radioactiva se
descubri6é hasta 1900, mucho después de que los conceptos de crecimiento y decrecimiento
exponencial hubieran sido formulados matematicamente. Esto refuerza la importancia de reconocer
que el concepto exponencial se gesto a lo largo de siglos de reflexion matematica. Reconocer este
desfase historico es fundamental para comprender que las ideas actuales no surgieron de manera
natural del fendémeno que hoy se usa como ejemplo paradigmatico.

Asi mismo, el estudio moderno de la covariacion exponencial se realiza a partir de la nocion
formal de funcién y la definicion rigurosa de limite, que no existia cuando se gestaron las ideas
fundamentales del Calculo. Historicamente, el desarrollo conceptual estuvo anclado a la nocion de
diferencial y al uso de cantidades infinitesimales, herramientas matematicas que permitian describir
procesos dinamicos de variacion continua de una manera intuitiva y directamente vinculada con
los fendmenos de la realidad. Sin embargo, en la ensefianza actual, los significados infinitesimales
y fenomenolégicos han sido sustituidos casi por completo por significados geométricos y formales,
donde la derivada se introduce como la pendiente de la recta tangente y la integral como el area
bajo la curva.



1 Antecedentes

Si bien las interpretaciones descritas anteriormente tienen bases historicas y utilidad
conceptual intramatematica, su predominio en la ensefianza resulta limitado para comprender
fendomenos reales en los que las cantidades no poseen naturaleza geométrica. En muchos contextos
cientificos e ingenieriles no existen pendientes ni areas bajo la curva que interpretar; lo que se
requiere es comprender razones instantaneas de cambio y acumulaciones de pequefios cambios.
Estas interpretaciones, esencialmente variacionales, suelen diluirse en los enfoques tradicionales
centrados en la definicion moderna de funcion y limites, lo que separa al estudiante de los
significados fenomenolédgicos que dieron origen al Calculo.

Como resultado, los significados dindmicos y fenomenoldgicos que sustentan la matematica
de la variaciéon y el cambio, y que son esenciales para comprender la covariacién exponencial y
otros tipos de covariaciones, quedan relegados frente a rutinas procedimentales y tratamientos
geométricos que no reflejan la naturaleza dindmica de los fenomenos. Esta desvinculacion entre la
evolucion histdrica del conocimiento, los significados fundamentales de los conceptos y su
ensefianza escolar constituye un éarea de oportunidad que motiva el presente proyecto de
intervencion propuesto en esta tesis. Recuperar los significados que permitan a los estudiantes
razonar sobre procesos dinamicos se vuelve indispensable para favorecer el desarrollo de ideas
variacionales, y promover una comprension aplicada y coherente hacia los fenémenos reales que
se buscan modelar.

1.1 Indagando acerca de la ley exponencial y las cantidades infinitesimales

Curtis (1978), en su concepcion de la /ey exponencial previa a 1900, expuso los primeros
indicios de la variacion exponencial que han existido desde civilizaciones antiguas. Sefald que los
ejemplos fisicos de crecimiento y decrecimiento exponenciales se fundamentan en conceptos
simples. Esta ley puede entenderse mejor como una correspondencia uno a uno entre dos tipos de
progresiones numéricas: la aritmética, donde la diferencia entre términos sucesivos es constante y
se logra mediante la repeticion aditiva de una cantidad, y la geométrica, donde la relacién entre
términos sucesivos se mantiene fija y se logra mediante la multiplicacion repetida por una cantidad
fija.

Curtis senala que muchas caracteristicas de la progresion geométrica ya estaban presentes en
registros anteriores a los trabajos de Arquimedes, entre ellos, papiros egipcios y tablas cuneiformes
sumerias. Por ejemplo, los egipcios antiguos eran expertos en progresiones geométricas y basaban
su sistema aritmético en ellas.

1.1.1 Primeras formulaciones: explorando el legado de Arquimedes en la Antigua
Grecia

Arquimedes, conocido por sus contribuciones a la geometria y la fisica, también exploro
conceptos matematicos relacionados con el crecimiento y la transformacion de las cantidades a lo
largo del tiempo. Sin embargo, aunque sus investigaciones no se centraron especificamente en lo
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exponencial, sus ideas y métodos de razonamiento influyeron en el desarrollo posterior de este
campo.

El concepto de exponente encuentra sus raices en las ideas planteadas por Arquimedes en la
Antigua Grecia. Sus exploraciones matematicas sentaron las bases para comprender la relacion
entre la magnitud de un fendomeno y el tiempo en el que se desarrolla, un principio esencial en el
estudio de lo exponencial. Ademas, senala una propiedad fundamental de las progresiones
geométricas. Esta propiedad puede expresarse en términos contemporaneos de la siguiente manera:
cuando se multiplica un término en una posicién determinada m por otro término en la posicion n,
el resultado es un término en una posicion diferente, especificamente, la suma de los rangos de los
términos originales m + n. Este postulado es equivalente a la identidad a™ - a™ = a™*™. Distintos
fenomenos modelados con sucesiones aritméticas y geométricas cumplen esta relacion cuantitativa.

Para ejemplificar esta propiedad fundamental tomemos los valores numéricos de las
siguientes dos sucesiones numéricas, los de la fila superior corresponden a los valores numéricos
de una progresion aritmética (formada por la repeticion sucesiva de la adicion de 1) y los de la fila
inferior corresponden a los valores numéricos de una progresion geométrica (formados por la
repeticion sucesiva de la multiplicacion por 2, teniendo como razén comun este nimero).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 8 16 32 64 128 256 512 1024

Para obtener 16 X 64 debemos hacer lo siguiente, en la fila superior nos ubicamos en el
numero 4 y avanzamos hasta el sexto valor (10) y debajo del 10 tiene el valor 1024, es decir, al
sumar 4 + 6 = 10 obtenemos el producto 16 X 64 = 1024.

Curtis enfatiza la importancia de diferenciar entre la ley exponencial y la ley potencia debido
a sus caracteristicas distintas en fenomenos fisicos, lo cual puede resultar confuso para los
estudiantes. La ley potencia, en particular, se define por una correspondencia uno a uno entre los
valores numéricos de una progresion aritmética y una secuencia de valores numéricos como
1,4,9,16,..., que se forma cuando los términos de una progresion aritmética se elevan a una
potencia fija.

2.1.2 Formulaciones del siglo XVII: un vistazo al surgimiento de las representaciones
simbolica y grdfica de la nocion exponencial

Curtis (1978) sefiala que, a pesar de que el siglo XVII introdujo las notaciones y
representaciones graficas que son fundamentales para el pensamiento cuantitativo actual, el
desarrollo de los logaritmos, publicados por John Napier en 1614, precedi6 y fue independiente de
este avance, siendo impulsado por necesidades practicas de célculo aritmético. Aunque los
logaritmos facilitaron las formulaciones posteriores de lo exponencial, sus creadores no contaban
con el concepto de exponencial. La elaboracion de una tabla de logaritmos requeria el calculo de
conjuntos de progresiones aritméticas y geométricas, asi como el entendimiento de sus operaciones
combinadas de suma y multiplicacion.
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En “La Geometrie” de 1637, Descartes introdujo el uso de un superindice para representar la
multiplicacion repetida, lo que popularizé el término “exponencial” relacionado con la palabra
francesa “exposant” o “exponente”. Ademads, Curtis (1978) menciona que esta notacion mejord las
previas empleadas por Nicole Oresme, Nicolas Chuquet, Michael Stifel, Simon Stevin y otros.

El desarrollo de modelos matematicos exponenciales y logaritmicos se debido a
consideraciones geométricas relacionadas con representaciones graficas. Descartes discutid la
espiral logaritmica en una carta de 1638, mientras que otra carta en la misma época solicitaba el
area bajo una curva sujeta a una relacion especifica entre la ordenada y la subtangente. Aunque
Descartes conocia algunas propiedades de la curva exponencial, no la nombré ni menciondé el
término logaritmo. Torricelli, alrededor de 1644, estudio las propiedades geométricas de esta curva,
aunque el término “exponencial” se le asocié mucho después. Propuso dos nombres para esta curva,
“hemihyperbola” y “linea logarithmica sive Neperiana”. La tltima se abrevi6 a “logarithmica” y
fue el nombre aceptado para el logaritmo inverso hasta el siglo XVIII. Algunos historiadores
malinterpretaron “logarithmica” como “logaritmo”, subestimando la comprension de estas
nociones matematicas en el siglo XVIIL Torricelli demostré que la subtangente de esta curva era
constante y, al aproximarla con rectangulos, mostr6 sus propiedades diferenciales e integrales en
términos geométricos.

Christiaan Huygens extendié y promovid los descubrimientos de Torricelli entre 1661 y
1690. Aunque no menciond directamente a Torricelli, Huygens adoptdé su terminologia,
refiriéndose a la curva como “logarithmica” en latin y “logarithmique” en francés. En un
manuscrito de 1661, Huygens utilizé una progresion geométrica interpolada con los logaritmos en
base decimal de Briggs para construir la logarithmica (ver Figura 1), y examiné sus propiedades
geomeétricas.

y—

NIy

—

T

oK |
| |
| |
| |

Figura 1 Construccion de la curva exponencial a partir de un manuscrito de 1661 de Christiaan Huygens. Tomado de
Curtis (1978)

En conjunto, los avances del siglo XVII evidencian un proceso progresivo de la nocion
exponencial, en el que se desarrollaron nuevas formas de notaciones, estudios geométricos y
primeras representaciones graficas. Este panorama historico ofrece un punto de referencia esencial
para situar la evolucion de la covariacion exponencial en la ensefianza actual.
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1.1.2 Un acercamiento a las cantidades infinitesimales

El Célculo moderno o Analisis Matematico descansa sobre tres fundamentos: los nimeros
reales, las funciones y los limites, entre otros (Jiménez et al., 2022). Sin embargo, ninguno de estos
conceptos estaba completamente desarrollado a principios del siglo XVIII. Por ejemplo, los
numeros reales no fueron completamente sistematizados hasta 1872, cuando Dedekind y Cantor
presentaron construcciones independientes de ellos. La nocién moderna de funcién como una
correspondencia (valor de entrada-valor de salida) no se defini6 claramente hasta 1837 por
Dirichlet, aunque Euler ya la habia introducido en el siglo anterior como una expresion analitica
de una variable. Asimismo, el concepto de limite fue clarificado en 1821 por Cauchy y formalizado
por Weierstrass hacia 1872, durante sus cursos en la Universidad de Berlin.

A pesar de que aun no surgian estos conceptos, el Célculo fue desarrollado a lo largo del
siglo XVII, los sistematizadores de esta nueva rama de las matematicas fueron Sir Isaac Newton y
Gottfried Wilhelm Leibniz. Mas tarde, Leonard Euler también contribuy¢ significativamente en
este campo. Newton, cuyo descubrimiento del Célculo se puede situar alrededor de 1665, dos siglos
antes de que los conceptos de funcidon y limite estuvieran disponibles en su forma actual, logré
avanzar en este campo. Los matematicos del siglo XVII no utilizaron formalmente las nociones
modernas, apoyandose en cambio en profundas intuiciones, se enfocaron en tres ideas
fundamentales: la nocion de cantidad continua, la comprension de la cantidad variable y el manejo
de lo infinitamente pequefio. Estas ideas clave permitieron a los matematicos de esa época
desarrollar el Calculo, incluso en ausencia de la formalizacion y rigurosidad que caracterizan su
estudio en la actualidad.

En el siglo XVII, los mateméticos se educaban a partir de los textos cldsicos griegos de
Euclides y Arquimedes. La solucion de los griegos a los diversos problemas que se enfrentaban se
basaba en la idea de la continuidad de las cantidades, derivada de la percepcion del espacio como
continuo, como mas tarde afirmaria Leibniz con la frase “Natura non facit saltus” [La naturaleza
no da saltos] se referia a la idea de que los cambios en la naturaleza se pueden considerar de manera
gradual y continua, en lugar de ser bruscos o discontinuos o por porciones, la continuidad deja
implicito lo discreto, pero no viceversa. Este significado, desde el punto de vista del Calculo, se
relaciona directamente con la nocidon de continuidad en matematicas, y es esencial para el estudio
de fendomenos de la naturaleza correspondiente al continuo fisico; mas adelante se retomaré esta
idea. De acuerdo con Castillo-Garsow et al. (2013) Nicole Oresme explor6 la variacion en la
intensidad del cambio utilizando iméagenes de variacion suave, identificando tres tipos: cambio
constante, cambio regularmente creciente o decreciente, y cambio irregular. Estos tipos sugieren
diferentes tasas de cambio, tanto constantes como variables. Su trabajo influy6 en Leibniz, quien
desarroll6 representaciones simbolicas de la tasa de cambio instantanea, dando origen al Calculo
basado en imagenes de variacion suave (Edwards, 1979).

Los griegos diferenciaban entre nimeros y cantidades: los nimeros surgian del contar y eran
objeto de estudio de la aritmética, mientras que las cantidades, resultado del proceso continuo de
medir, eran tratadas por la geometria. Algunas cantidades podian expresarse como proporciones
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numéricas, pero otras no, como se demostré con el descubrimiento de las cantidades
inconmensurables, lo que llevd a considerar la geometria como una ciencia mas amplia que la
aritmética.

Por consiguiente, los razonamientos aritméticos fueron reemplazados por razonamientos
geométricos durante casi dos mil afios en Europa. La nocion de cantidad variable o magnitud
variable se origind en el movimiento, y la relacion entre las variables se entendié como curva o
superficie. El Calculo del siglo XVII estuvo estrechamente ligado a la investigacion sobre curvas,
aunque con una concepcion diferente de las mismas en comparacion con los griegos: una curva se
percibia como la trayectoria seguida por un punto moévil que cambia continuamente de direccion.
La idea del infinito se ocultaba en esta época, ya que los matematicos griegos lo consideraban
problematico, y la nocién de limite, fundamental en el Célculo moderno o Analisis Matematico,
aun no habia sido desarrollada completamente. En su lugar, el paso al limite se abordaba mediante
un razonamiento apagdgico, un tipo de razonamiento indirecto basado en la contradiccion, que se
aplicaba especificamente a través del método de exhaucién o método de agotamiento, atribuido al
geometra y filosofo griego Eudoxo de Cnido (390-340 a.C.). Este método consiste en un
procedimiento geométrico que permite calcular dreas y volimenes de forma aproximada utilizando
elementos de area o volumen “muy pequefios”, y la precision de la aproximacion mejora
significativamente a medida que estos elementos se hacen cada vez “mds y mas pequefios”.

Figura 2 El método de exhaucion de Eudoxo aplicado a la cuadratura del circulo. Adaptado de totumat [Fotografia]
por Arias-Garcia (2020), https://totumat.com/2020/05/15/la-integral-definida/

Arquimedes (287-212 a.C.), llevd el método de exhaucion a su maximo desarrollo en la
antigiiedad. Utilizé este método para calcular areas y volimenes de figuras y cuerpos irregulares.

El estudio de cantidades infinitesimales destaca la capacidad de modelar matematicamente
la variacion o el cambio en las magnitudes a través de sus diferenciales, cuyos valores varian a lo
largo de intervalos de tamafio especifico. Esto se logra de una manera mas dindmica sin necesidad
de abordar el tema desde la perspectiva rigurosa y formal del Analisis Matematico o Calculo
moderno.

Euler concebia el Calculo como “método para determinar cocientes de incrementos
infinitesimales, obtenidos de ciertas funciones cuando la variable de la que dependen experimenta
un incremento infinitesimal”. Desde esta perspectiva, se considera que el enfoque infinitesimal del
Célculo resulta mas intuitivo que el basado en limites. En otras palabras, “la nocion principal del
Célculo no es el limite, sino el diferencial. El concepto de limite es esencial en el Analisis
Matematico” (Jiménez et al., 2022, p. 325).
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Jiménez et al. (2022) plantean la siguiente pregunta: ;Qué es entonces el diferencial de una
magnitud variable? Responden a esta interrogante explicando que, para Leibniz, los diferenciales
dx y dy son cantidades fijas, pero infinitamente pequefias en comparacion con los valores
numéricos de la magnitud variable independiente, x y los valores numéricos de la magnitud
variable dependiente, y. En el contexto geométrico, dx representa la diferencia infinitesimal entre
dos abscisas consecutivas, mientras que dy corresponde a la diferencia infinitesimal entre dos

ordenadas consecutivas. El cociente Z—z describe la pendiente de la tangente a la curva en un punto.
Desde esta perspectiva intuitiva entonces, la derivada y’ se entiende como el cociente de estos
diferenciales Z—z .

Por su parte, imaz y Moreno (2010) mencionan que, en el trabajo de Leibniz, se destacan dos

principios fundamentales, segin Guillaume de L’Hdpital (1661-1704), quien los adopté6 como
axiomas en su libro sobre el Analisis de los infinitesimales en 1691. Estos principios son:

1. Toda curva puede considerarse como un poligono que tiene una infinidad de lados.
Cada lado es un segmento infinitesimal.

2. Si A es una cantidad finita y a es un infinitesimal (cuando se la compara con A)
entonces, A + a puede sustituirse por A en los célculos. (p. 23)

A continuacion describiremos, utilizando los principios de Leibniz sobre los infinitesimales,
como se puede calcular la diferencial de un producto de dos magnitudes variables, en este caso,
xy. Como se muestra en Imaz y Moreno (2010):

La diferencial de xy, d(xy), se define como la diferencia entre el valor de xy en un punto
y el valor de xy en otro punto infinitesimalmente cercano. Es decir, se calcula como:

d(xy) = (x + dx)(y + dy) — xy,

Aqui, dx y dy representan cambios infinitesimales en las variables x e y, respectivamente.
Al multiplicar los binomios (x + dx) y (y + dy), obtenemos:

(x+dx)(y+dy) =xy +xdy + ydx + dxdy,
Esto es, la expresion se desglosa en varios términos:
xy: el valor original del producto xy.
xdy: el cambio en y, multiplicado por el valor original de x.
ydx: el cambio en x, multiplicado por el valor original de y.
dxdy: el producto de los cambios infinitesimales dx y dy.

Segun el segundo axioma de Leibniz, el producto de los infinitesimales dx y dy (es decir,
dxdy es tan pequefio en comparacion con los otros términos, que puede ser despreciado. En otras
palabras, dxdy es un término “infinitesimal de segundo orden”, que es casi nulo en comparacion
con los otros términos, por lo que se elimina de la expresion. Esto deja:
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d(xy) = xdy + ydx.

De este modo, la diferencial del producto de dos variables es la suma de los productos de
cada variable por el cambio infinitesimal de la otra. El resultado muestra que el cambio
infinitesimal en el producto xy (denotado por d(xy) depende del cambio en x multiplicado por el
valor de y, y del cambio en y multiplicado por el valor de x. Este resultado es intuitivo, ya que el
cambio en el producto se ve afectado por como cambian tanto x como y.

Este es un ejemplo clasico de cémo los diferenciales (cantidades infinitesimales) permiten
aproximar y entender el comportamiento de magnitudes variables en momentos muy cercanos,
especialmente til para el calculo de tasas de cambio instantaneas. Es importante sefialar que las
operaciones para obtener la diferencial d(xy) involucran sumas y productos entre cantidades
finitas e infinitesimales, lo que implica que estamos trabajando en un dominio numérico extendido
que incluye niimeros infinitesimales.

Leibniz consideraba a los infinitesimales como herramientas conceptuales analogas a los
numeros imaginarios, que se emplean para facilitar los calculos con cantidades finitas. Asi como
los niimeros imaginarios se introducen para resolver ecuaciones que no tienen soluciones
racionales, los infinitesimales proporcionan un método eficiente para manejar cantidades
extremadamente pequefias en el contexto del célculo diferencial e integral. Leibniz veia en los
infinitesimales un recurso util para describir y analizar fendémenos de cambio continuo, permitiendo
el calculo de derivadas y la determinacion de areas y volumenes en situaciones donde los métodos
clasicos no eran efectivos.

Leibniz también destacaba la utilidad de los infinitesimales como una extension del analisis
matematico mas alla de lo que es directamente perceptible o medible en el mundo fisico. Aunque
los infinitesimales no tienen una existencia tangible como los numeros reales, su valor radica en la
capacidad de representar cambios imperceptibles en magnitudes, lo que en tltima instancia ayuda
a resolver problemas complejos relacionados con el movimiento, el crecimiento y la variacion
continua. De este modo, los infinitesimales no solo se convierten en una abstraccion matematica
poderosa, sino también en una base conceptual para el desarrollo de los principios fundamentales
del célculo.

1.1.3 Diferenciales de las cantidades exponenciales

A las cantidades de la forma 2Y, %, e*, es decir, expresiones cuyos exponentes son variables,
se les denominan exponenciales. El estudio de sus diferenciales tiene su origen en el analisis
infinitesimal, que surgié como respuesta a la necesidad de describir fendmenos de crecimiento y
decrecimiento continuo. En el caso de la exponencial e*, Leonhard Euler mostré que su
comportamiento diferencial es Unico; su razon instantanea de cambio es exactamente igual a la
misma cantidad, es decir:
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Este resultado es fundamental en el estudio de cantidades que crecen o decrecen de manera
exponencial, es decir, aquellas cuya variacion en cada instante es directamente proporcional a su
propio valor. Dicho de otro modo, el cambio infinitesimal de e* respecto a x se expresar como:

de* = e*dx.

Para justificar este resultado, Euler y los matematicos posteriores utilizaron el desarrollo en
potencias de e*, que permite descomponer a e* en una suma infinita de términos polinomicos. Esta
suma se escribe como:

£ _q x? x3
e’ = +'X'+'§T'+'§T'+"'

Si se aplica un pequefio incremento dx a x, se obtiene:
dx?  dx3  dx*
eXtax = ¥ . gdx = ¥ (1+dx+7+?+7+---).
El diferencial de e* se expresa como:

2 3
d(e¥) = eXtdx — X = g% . X _ oX —. oX(gdX _ 1) = ... = g¥ (dx +dzi!+%+ )

Sin embargo, los términos que incluyen dx?,dx3, etc., son infinitesimales de orden superior
y, por lo tanto, insignificantes en comparacion con dx. Aplicando el segundo axioma de L’Hopital,
estos términos se pueden omitir, simplificando la expresion a:

de* = e*dx.

Euler fue uno de los primeros en sistematizar el uso de cantidades infinitesimales para
estudiar el comportamiento de funciones exponenciales. En este contexto, las cantidades
infinitesimales se tratan como numeros muy pequefios que, aunque no sean exactamente cero,
tienden a serlo. Estas ideas se consolidan en el analisis moderno con el uso de hiperreales, lo que
permite tratar formalmente los diferenciales en el contexto de cantidades infinitesimales.

Este razonamiento prueba que el diferencial de la exponencial es directamente proporcional
a si misma, sin recurrir a conceptos rigurosos como el de limite. Al descomponer e* en una suma
infinita de términos polindmicos y aplicar las reglas del Célculo primigenio, se observa que su
comportamiento es Unico en comparacion con el diferencial de otras cantidades: el cambio
infinitesimal en e* no solo es proporcional a ella misma, sino que la tasa de variacion instantanea
en cualquier punto es igual al valor de e* en ese mismo punto. Geométricamente esto significa
que, independientemente del valor de x, la pendiente de la curva de e* en un punto es siempre
igual a la altura de la curva en ese punto.

Es importante destacar que en las aplicaciones reales el modelo exponencial que se emplea
no corresponde a f(x) = e*. Para los fendmenos concretos del mundo fisico, quimico, econdémico
o bioldgico, el modelo adecuado mas simple es:

f(x) = Aek*,
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Pues incorpora aspectos esenciales que permiten ajustarlo a la realidad:

e Constante inicial A: representa el valor de la magnitud dependiente en el instante
inicial. Para asegurar la congruencia dimensional, A debe portar las unidades de la
magnitud dependiente (miembro izquierdo de la igualdad), permitiendo que el
modelo se ajuste a las condiciones especificas del fenomeno que se estudia.

e Parametro k: determina la naturaleza del cambio (k > 0 creciente exponencial; k <
0 decreciente exponencial) y, desde el punto de vista dimensional, debe tener las
unidades inversas de la magnitud independiente x para que el producto kx sea
adimensional. Solo en este caso la operacién de exponenciacion en e** esta bien
definida (no se puede elevar e a una cantidad con unidades).

A continuacidn se muestra cOmo se obtiene la razon instantdnea de cambio que rige al modelo
exponencial simple:

f(x) = Ae®*.

Aqui f es la magnitud dependiente (con sus unidades), A es su valor inicial (mismas unidades
que )y k posee unidades inversas a x para que kx sea adimensional.

Se considera un pequefio incremento dx en la variable independiente y se define el
diferencial:

df = f(x + dx) — f(x).
Sustituyendo f(x + dx) tenemos:

f(x + dx) = Aekx+dx),

k(x+dx) — pgkx+kdx — okx . pkdx.

Usando e e

df — Aek(x+dx) _Aekx,

df — Aekx . ekdx _ Aekx.
Factorizando Ae**:

df = Ae** - (ek¥* — 1),
Dividiendo entre dx obtenemos:

af _ Aekx.(gkdx_q)

dx dx
Para dx infinitesimal, el desarrollo en suma infinita de términos polindmicos de e*%* es:
kdx)? (kdx)? (kdx)*
(kd)?  (kd)®  (kdx)*
2! 3! 4!

Sustituyendo en el cociente diferencial y simplificando el numerador:

ekd* = 1 + kdx +

10
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kdx)? (kdx)3 (kdx)*
af _Aekx-s,lékdx:( 2’!6) i 3’!6) i 4’!‘) —/{)

dx dx ’

kdx)? (kdx)3 (kdx)*
af Ak (kdx+L 2’!‘) £ 3’!‘) £ 4’!0 Fes)

dx dx

Los términos con dx?, dx3, ... son infinitesimales de orden superior respecto de dx y, por

tanto, S€ desprecia su contribuci(')n:
dx)> dx)3 Ax)*
lf Aekx(kdx:/V/Z') /./&/y) =(4C) =)

dx dx

Entonces obtenemos:

df _ Ae**(kdx)

dx dx

Simplificado dx:
a _ AekX-(kgh)

dx &

af

= Ae** - (),
Y = k- Aekx.
dx

Dado que f(x) = Ae**, se obtiene:
af
L=k G0

El miembro izquierdo df /dx tiene las mismas unidades de f/x. El miembro derecho k -
f (x) tiene las mismas unidades que k - f. La igualdad exige que k porte unidades inversas a las de
x y solo de esa manera kx seria adimensional. Imponer f(0) = A (con las unidades de f)

. : d : .,
selecciona, entre todas las soluciones de d—£ = kf(x), precisamente f(x) = Ae®*. Esta condicion

ancla el modelo a los datos del fenomeno (punto de partida del contexto).

Esta propiedad, caracteristica exclusiva de las magnitudes variables de comportamiento
exponencial, modeladas con funciones exponenciales, es lo que las hace tan especiales. Permite
modelar procesos de crecimiento o decaimiento exponencial, donde la velocidad del cambio es
directamente proporcional al valor actual de la cantidad en cuestion, como ocurre en fendmenos
naturales como el crecimiento poblacional, la desintegracion radiactiva, la eliminacion de
contaminantes del combustible o de una droga en el organismo. De esta manera, el diferencial de
Ae** | al ser proporcional a la misma, refuerza su papel central en el Célculo y las aplicaciones
cientificas, ya que es capaz de describir cambios dindmicos con una simplicidad matematica
elegante.

1.1.4 Formulaciones matematicas del siglo XVIII: un vistazo a algunas aplicaciones de
procesos dinamicos

11
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De acuerdo con Curtis (1978), la formulacién matematica de la nocion de exponencial en el
siglo XVII no solo permiti6 identificar y cuantificar los procesos exponenciales en la naturaleza y
sus razones de cambio, sino que también sento las bases para una amplia gama de aplicaciones en
el siglo XVIII y posteriores.

Algunos de estos procesos exponenciales se encuentran en fendmenos que fueron estudiados
histéricamente antes del descubrimiento de la radioactividad en 1900. Por ejemplo: en 1701, la
formulacion de la ley de enfriamiento de Newton; en 1729, el desarrollo de la ley de absorcion de
Bouguer, coincidiendo con la época en que Euler propuso el exponencial complejo, facilitando la
descripcion matematica del movimiento armoénico amortiguado. La concepcion de Euler y el
término “exponencial” fueron rapidamente adoptados, suplantando los términos anteriores como
“logarithmique”y “subtangent”. Posteriormente, Johannes Lambert revis6 y ampli6 el trabajo de
Bouguer en 1760 utilizando la notacion euleriana e**, la cual fue revisada nuevamente por August
Beer en 1851 (Curtis, 1978).

Estos desarrollos se refieren a fendmenos concretos que muestran la aplicabilidad de las
nociones relacionadas con la covariacion exponencial. Por ejemplo, segin Maor (2006):

e Cuando un objeto con una temperatura inicial Ty se coloca en un entorno con una
temperatura constante Ty, experimenta un enfriamiento a una tasa que es proporcional a la
diferencia entre su temperatura T y la temperatura del entorno T;, T — T;, proceso

o . . dT , )
representado por la ecuacion diferencial e —a(T — T;). Esta es comiinmente conocida

como la ley de enfriamiento de Newton. La solucion de esta ecuacion diferencial es T =
T, + (Ty — T)e™*, lo que indica que la temperatura del objeto gradualmente se acerca a
T;, pero nunca la alcanza por completo.

e Cuando las ondas de sonido se propagan a través de un medio como el aire, su intensidad

, . o . odl . .
esta determinada por una ecuacion diferencial e —al, donde x representa la distancia

recorrida por las ondas. La solucion de esta ecuacion es I = Iye®, I, es la intensidad de la
fuente sonora, lo que indica que la intensidad disminuye exponencialmente a medida que
la distancia aumenta por las ondas. Esta relacion es similar a la ley de Bouguer-Lambert-
Beer.

Estos fendmenos o procesos dindmicos muestran que el estudio de la covariacion exponencial
es accesible para su comprension tanto en el ambito académico como en el cotidiano, al analizar
las magnitudes fisicas involucradas, sin necesidad de mucha sofisticacion matematica. Su
relevancia trasciende la desintegracion radioactiva, que es solo un caso particular de su alcance y
originalidad.

Desde el punto de vista dindmico, a diferencia de otras covariaciones, una magnitud de
comportamiento exponencial que estd presente en fendmenos o procesos de la realidad, como los
ejemplos anteriores, tiene la siguiente propiedad o caracteristica cuantificable importante para su
estudio y reflexion:

12
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e Se trata de una magnitud covariante cuya razon instantdnea de cambio es proporcional al
valor actual de dicha magnitud. En otras palabras, la variacion infinitesimal de la magnitud
variable de interés es directamente proporcional a su valor actual, dy = kydx, y por lo
tanto, la razon instantdnea de cambio es directamente proporcional al valor de la magnitud,

Y — ky.

dx

Partiremos de este contexto historico-epistemologico, que muestra que los procesos de
crecimiento y decrecimiento exponencial son, en esencia, fendmenos cuantitativos de naturaleza
dindmica. No obstante, pese a que la nocion exponencial tiene raices profundas y numerosos
ejemplos histdricos, su ensefianza ha tendido a centrarse en procedimientos algebraicos, dejando
de lado la interpretacion dindmica y la conexion con fenémenos continuos.

Comprender la covariacion exponencial no solo implica manipular férmulas, sino sobre todo
razonar sobre cambios, interpretar las propiedades cuantitativas de los fenomenos y relacionarlas
conceptualmente. Sin embargo, la literatura especializada en el area de Matematica Educativa ha
identificado dificultades de ensefianza y aprendizaje en este tema, como la visualizacion de la
variacion continua, la interpretacion de la razén de cambio proporcional y la aplicacion a
fenomenos reales. A continuacion se presentan algunas de estas dificultades, que justifican la
necesidad de estrategias didacticas innovadoras para promover la comprension dindmica de los
fendmenos exponenciales.

1.2 Continuidad exponencial: dificultades en el estudio de la covariacion en
procesos dinamicos

Carlson et al. (2003) y Jiménez et al. (2022) sostienen que la nocion de covariacion implica
la coordinacién de los valores numéricos de dos magnitudes variables que experimentan cambios
simultaneos, teniendo en cuenta como estas magnitudes cambian en relacion una con otra. En este
contexto, la covariacion implica que las magnitudes variables no solo cambian al mismo tiempo,
sino que también lo hacen de manera interdependiente, en lugar de independiente. Sin embargo, el
proceso de asimilar estas ideas puede presentar desafios, especialmente en lo que respecta a la
formacion de imagenes mentales de la variacion y covariacion continua y suave, de acuerdo con
Yu (2024) “una posible razon para esto es que los estudiantes no estan coordinando como covarian
los valores de dos cantidades” (p. 9).

A continuacion se presentan algunos desafios relacionados con la visualizacion de la
covariacion continua y suave por parte de los estudiantes, asi como obstaculos en la comprension
del comportamiento exponencial y su razén de cambio. Todo esto esta relacionado con el
aprendizaje de la percepcion cuantitativa de crecimiento y decrecimiento exponenciales en los
estudiantes.

1.2.1 Desafios en la visualizacion de la covariacion continua y suave

En la matematica del cambio, la comprension de la covariacion y la continuidad en procesos
dindmicos es esencial para diversas disciplinas, desde las ciencias naturales hasta las ciencias
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sociales, la economia y la ingenieria (Hodanova y Nocar, 2016; Kaput y Roschelle, 2013;
Thompson y Carlson, 2017). Estos conceptos son fundamentales no solo para la prediccion de
fendmenos naturales y cientificos, sino también para el desarrollo de habilidades cognitivas y
analiticas en los estudiantes.

Particularmente, los procesos de comportamiento exponencial, matematizados mediante
modelos exponenciales, son de gran importancia en muchos campos. Se utilizan para resolver
problemas en ciencia y tecnologia, como en arqueologia, finanzas y fendmenos de crecimiento y
decrecimiento natural (Khanh et al., 2020). Estos modelos se basan en la nocion de que las
magnitudes variables en ciertos fendmenos muestran un comportamiento continuo y suave a lo
largo del tiempo o el espacio, sin saltos abruptos ni interrupciones.

Sin embargo, los estudiantes pueden enfrentar varias dificultades al formarse imégenes
mentales de variacion continua y suave, Carlson et al. (2003), Castillo-Garsow et al. (2013), asi
como Thompson y Carlson (2017), han sefalado una serie de obstadculos que los estudiantes
enfrentan al intentar formar ese tipo de imagenes mentales. Entre estas dificultades se encuentran
las siguientes. En primer lugar, los estudiantes tienden a simplificar las relaciones de covariacion
continua y suave, tendiendo a buscar patrones lineales o discretos, en lugar de reconocer la
variacion continua entre las variables. Ademas, pueden experimentar limitaciones en la percepcion
de patrones complejos de covariacion, especialmente aquellos que no siguen una tendencia lineal
evidente. Esta ausencia de percepcion puede deberse a la falta de experiencia o familiaridad con
estrategias didacticas que exhiban apropiadamente a la variacién continua y suave.

Un desafio adicional surge debido a la ausencia de herramientas conceptuales apropiadas y
estrategias de visualizacion efectivas. Esta carencia dificulta la capacidad de formar imagenes
mentales precisas de la variacion continua y suave, que implica concebir una variable como
siempre tomando valores en un flujo continuo y experiencial a lo largo del tiempo (Castillo-Garsow
et al., 2013, p.34). Los estudiantes pueden encontrarse sin estrategias de razonamiento adecuadas
pararepresentar y comprender la relacion entre variables en contextos no lineales (Campo-Meneses
y Garcia-Garcia, 2020; Sureda y Otero, 2013). Esta falta de herramientas conceptuales y estrategias
de visualizacion limita su capacidad para abordar eficazmente problemas que requieren variacion
no lineal, lo que a su vez dificulta su comprension y resolucion de problemas relacionados con
fendmenos en este contexto.

Segun Johnson y McClintock (2018) y Saldanha y Thompson (1998), la comprension y la
interpretacion de graficas como representaciones de un continuo plantea desafios para los
estudiantes. Esta dificultad se manifiesta con mayor claridad cuando los estudiantes recurren a la
técnica de punteo para analizar las graficas, es decir, trazar algunos puntos sobre la grafica para
inferir su comportamiento general, y luego conectar estos puntos para formar la curva. Si bien esta
técnica es comunmente empleada para graficar funciones numéricas, puede llevar a los estudiantes
a percibir la grafica covariacional como una representacion estatica de una relacion entre
cantidades, pasando por alto su naturaleza dindmica y continua.
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1.2.2 Obstaculos en la comprension del comportamiento exponencial y la razon
instantanea de cambio

Los estudiantes pueden enfrentar diversos obstaculos al intentar comprender la percepcion
cuantitativa de los procesos exponenciales, tanto en términos de crecimiento como de
decrecimiento, asi como en la comprension de las nociones dindmicas que se relacionan con ella,
por ejemplo: la razon instantdnea de cambio, entre otros. Una de las dificultades principales radica
en la conceptualizacidon no intuitiva de esta nocion. Para muchos estudiantes, acostumbrados a
pensar en cambios lineales y predecibles, la naturaleza exponencial del crecimiento y
decrecimiento resulta confusa (Davis, 2009; Presmeg y Nenduradu, 2005). La idea de que las
cantidades aumenten o disminuyan de manera exponencial, es decir, en proporcion a su valor actual
resulta dificil de asimilar. De esta forma, Castillo-Garsow (2012) propone que la capacidad de
pensar el cambio de manera continua, lo que denomina razonamiento suave, es un factor
fundamental para comprender la naturaleza del crecimiento exponencial, ya que implica concebir
que los valores numéricos de la magnitud cambian en todo momento.

Un desafio adicional radica en la dificultad para visualizar y argumentar el cambio
exponencial. Arlebick et al. (2013) sefialan que la combinaciéon de lenguaje coloquial y
terminologia matematica a menudo obscurece la claridad y precision de lo que los estudiantes
intentan comunicar. Por lo tanto, la capacidad de imaginar cémo los valores numéricos de una
magnitud cambian exponencialmente a lo largo del tiempo resulta ser complicada para los
estudiantes. Esta dificultad se refleja en la descripcion e interpretacion de la estructura matematica,
dado que las ambigiiedades 1éxicas y las frases largas y complejas en matematicas pueden dificultar
la comprension de los conceptos o provocar ideas erréneas (Avgerinos y Remoundou, 2021). Asi
mismo, la comprension del tipo de comportamiento de las magnitudes presentes en los fendmenos
implica un desafio y provoca dificultades para muchos de los estudiantes.

Ademas, los estudiantes pueden tener dificultades para vincular el crecimiento y el
decrecimiento exponencial con situaciones del mundo real, debido a la forma en que estos temas
se abordan en el aula. Khanh et al. (2020), quienes analizaron el enfoque de ensefianza de las
nociones exponenciales en libros de texto, mencionan que estos tienden a seguir un patron similar
al siguiente proceso: primero se define el concepto, luego se presentan ejemplos practicos, y
finalmente se plantean problemas de aplicacion. De este modo, destacan que ha habido una
transformacion pedagdgica en el proceso de desarrollo de las nociones exponenciales, en
comparacion con su surgimiento y evolucion historico-epistemoldgica. Esta transformacion pasa
por alto la secuencia temporal del desarrollo exponencial.

Finalmente, la nociéon de razdén instantanea de cambio puede resultar especialmente
desafiante para algunos estudiantes. La investigacion sobre la comprension de los estudiantes
acerca de la razon de cambio ha revelado dificultades en la conceptualizacion de la tasa y su
interpretacion en los fendmenos fisicos y sociales (Avgerinos y Remoundou, 2021; Yu, 2024). Por
lo que la comprension de este concepto es fundamental para entender el comportamiento de las
magnitudes que intervienen en procesos exponenciales. Estos obstidculos pueden dificultar la
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capacidad de los estudiantes para desarrollar una comprension completa y profunda del
comportamiento exponencial y sus aplicaciones en el mundo real.

Varios estudios (Bressoud et al., 2016; Larsen et al., 2017; Thompson y Harel, 2021) han
recurrido al trabajo pionero de Orton (1983) para resaltar las dificultades de los estudiantes en la
comprension del significado cuantitativo, tanto de la razon de cambio promedio, como de la razon
instantanea de cambio. Orton sefiala que estas dificultades surgen de una comprension deficiente
del concepto de razéon como una relacion multiplicativa. Estas investigaciones subrayan la
importancia de fortalecer la comprension temprana de conceptos fundamentales como la razon, ya
que sientan las bases para el éxito en Célculo y otras areas de las matematicas.

Thompson y Harel (2021) sefialan que una fuente mas elemental de las dificultades de los
estudiantes con el concepto de razon instantdnea de cambio se relaciona con la poca coordinacion
de las relaciones cuantitativas entre covariaciones. En lugar de concentrarse en las relaciones
cuantitativas entre los valores numéricos de las magnitudes, usualmente se presta mas atencion a
la pendiente de las rectas secante y tangente, asi como los valores de entrada de la funcion. Este
enfoque hace que los estudiantes no comprendan la fenomenologia dinamica de la razon de cambio
(Yu, 2024), en particular, su vinculacién con procesos exponenciales debido a la desconexion entre
los conceptos matematicos y las aplicaciones reales (Khanh et al. (2020); Presmeg y Nenduradu,
2005).

El recorrido historico y epistemologico muestra que las nociones que sustentan la covariacion
exponencial surgieron a partir de la necesidad de describir fenomenos dinamicos mediante
cantidades variables y cambios infinitesimales. Sin embargo, su ensefianza se ha distanciado de
estos significados fundamentales, privilegiando enfoques formales que limitan la comprension de
los fendmenos de comportamiento exponencial. Esta brecha entre el desarrollo histérico del
conocimiento y su tratamiento escolar evidencia la necesidad de recuperar significados dinamicos,
fenomenoldgicos y variacionales que permitan al estudiante interpretar el cambio continuo en
contextos reales. En este sentido, los antecedentes expuestos justifican la pertinencia del proyecto
de intervencion que se espera desarrollar en esta tesis, cuyo propdsito es reorientar la ensefianza
hacia representaciones, actividades y experiencias que promuevan una comprension dinadmica,
intuitiva y coherente de la covariacion exponencial continua.

A partir de los antecedentes expuestos se perfila la problematica de interés, lo que hace
necesario indagar en trabajos relacionados con los propodsitos del proyecto. El estado del arte
permite reconocer que las dificultades en la ensefianza y el aprendizaje de las nociones vinculadas
con la covariacion y especificamente la de tipo exponencial no son nuevas, sino que han sido
abordadas desde distintas perspectivas en el campo de Matematica Educativa. En esta seccion se
recuperan y organizan dichas aportaciones para identificar qué se ha investigado sobre el tema, qué
elementos resultan pertinentes para orientar el desarrollo del pensamiento variacional y qué vacios
o necesidades persisten, con el fin de trazar con mayor precision la direccion del presente proyecto
de intervencion.
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En la literatura de investigacion en Matematica Educativa no es dificil detectar que el pensamiento
variacional ha sido interpretado desde diversas perspectivas, las cuales se pueden clasificar en dos
categorias. En la primera categoria se encuentran las posturas que relacionan el pensamiento
variacional con el estudio de variables y funciones como entidades abstractas, enfocandose en el
analisis de las funciones, sus propiedades y operaciones a partir de definiciones formales, en el
espiritu del Analisis Matematico. Segun este enfoque, los fenomenos de la realidad, junto con las
magnitudes asociadas, se consideran ejemplos ilustrativos o aplicaciones secundarias de las
funciones. Por otro lado, en la segunda categoria se encuentran aquellas posturas que lo ven como
un tipo de pensamiento matematico que se centra en el analisis y la matematizacién o modelacion
de magnitudes variables presentes en fendmenos y procesos, ya sean fisicos o sociales, en el
espiritu del Céalculo primigenio. Estas interpretaciones enfocan sus realizaciones didacticas en la
introduccion del concepto de magnitud fisica y en la representacion matemadtica de su
comportamiento, utilizando el concepto de magnitud variable como esencial.

Particularmente, en este proyecto se pretende abordar didacticamente las dificultades de
ensefianza y aprendizaje relacionadas con las nociones dindmicas asociadas con la covariacion
exponencial continua desde la perspectiva del pensamiento variacional. Dicho esto, nos alineamos
con la postura que considera al pensamiento variacional como un tipo de pensamiento matematico
que requiere una manera dinamica de pensar, lo que nos lleva a situarnos en la segunda categoria
mencionada anteriormente. Por lo tanto, a continuacion se describen aportaciones de la literatura
de Matematica Educativa que nos encaminan hacia ese fin.

2.1 Investigaciones sobre la formacion de imagenes mentales de covariacion
en procesos dinamicos

Castillo-Garsow et al. (2013) sefialan que entender la variacion implica crear imagenes
mentales, y con esto se refieren a los procesos u operaciones mentales que un individuo lleva a
cabo en una actividad matematica. Los autores utilizan el término “imagen” para describir la
dinamica de esas operaciones mentales, las cuales definen como una actividad cognitiva que se
puede llevar a cabo sin necesidad de realizar una accion visible. Asi, postulan que diferentes
imagenes mentales de cambio estan asociadas con distintas actividades cognitivas, lo que influye
en la comprension de la variacion.

Castillo-Garsow et al. (2013) describen dos tipos de imagenes de variacidn, la primera es;
imagen de variacion suave y la segunda es; imagen de variacion por porciones o unidades. La
primera se genera al conceptualizar que una magnitud variable siempre adquiere valores en el flujo
continuo, es decir, varia continuamente. La segunda implica imaginar que la variacion ocurre de
forma discreta. Cuando se planifican actividades didéacticas para fomentar estos tipos de imagenes
de variacion en los estudiantes, es crucial proceder con precaucion, dado que cada una de estas
imagenes conduce a la formacion de diferentes conceptos matematicos.
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De acuerdo con Castillo-Garsow et al. (2013), el razonamiento suave se refiere a concebir el
cambio como un proceso continuo y fluido, en el que una magnitud varia sin interrupciones. Por el
contrario, el razonamiento fragmentado describe el cambio en términos de paquetes discretos o por
porciones, donde se observa como una magnitud cambia “de un valor a otro” en intervalos
definidos. Los autores argumentan que las imagenes de variacion suave son mas poderosas que las
imagenes de variacion por porciones, ya que los estudiantes que razonan en términos discretos o
por porciones suelen enfrentar mayores dificultades al intentar comprender los procesos como un
cambio continuo, mientras que aquellos que emplean el razonamiento suave logran superar estas
limitaciones. Ademas, sostienen que el razonamiento suave constituye una raiz cognitiva para el
razonamiento por porciones, es decir, que es posible desarrollar imagenes de variacion por
porciones a partir de una concepcidn continua, pero no es posible construir un entendimiento de lo
continuo desde una visidon por porciones.

Thompson y Carlson (2017) describen a la variacion continua y suave como el tipo de imagen
que implica pensar en la variacion del valor de una cantidad a medida que su magnitud aumenta en
bits, y al mismo tiempo anticipar que dentro de cada bit el valor varia suavemente. Por lo tanto, las
imagenes que se espera promover en este proyecto son imagenes de variacion continua y suave,
para que los estudiantes logren asimilar las propiedades cuantitativas de la covariacién exponencial
continua, por medio del analisis de fenomenos de comportamiento exponencial. Sin embargo,
resulta claro que existen diferencias entre el continuo fisico y el continuo matematico. Mientras
que en los fendmenos de la realidad el continuo fisico se presenta de manera discreta, el continuo
matematico lo modela de manera continua; mas adelante retomaremos este punto. Por consiguiente,
en este trabajo, al abordar la covariacidon continua, se asume la continuidad en el sentido
matematico, para ello se consideran las concepciones de Ely y Ellis (2018), que se describen a
continuacion.

Ely y Ellis (2018) proponen un nuevo modo de razonamiento variacional y covariacional
llamado razonamiento continuo a cualquier escala. Este modo de razonamiento se fundamenta en
los conceptos de incrementos e infinitesimales de Leibniz, en lugar de basarse en imagenes de
movimiento. En consecuencia, los autores sugieren que esto implica tres actividades cognitivas: en
primer lugar, visualizar una magnitud variable que adquiera todos los valores del continuo en
cualquier escala; en segundo lugar, comprender que no hay una escala en la que el continuo se
vuelva discreto; y, por ultimo, reescalar o hacer “zoom” a cualquier incremento arbitrario pequefio
para la magnitud variable independiente y coordinar esa escala con los valores correspondientes de
la magnitud variable dependiente. Por lo tanto, los autores sugieren que este nuevo modo de
razonamiento, al que denominan el escalamiento de la variacion continua como forma de
razonamiento covariacional puede respaldar una comprension mas solida de los conceptos
fundamentales del Calculo.

Por lo tanto, para que los estudiantes puedan imaginar apropiadamente una variacion
continua y suave, es necesario pensar en la covariacion continua simultdnea de dos magnitudes
variables a cualquier escala. Alternativamente, la tecnologia, como se mencionard mas adelante,
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y razonamiento covariacional

puede ayudar a los estudiantes a construir esa imagen de covariacioén continua y suave. Estas dos
soluciones no son incompatibles, y es posible que una combinacion de ambas sea lo que mejor
permita a los estudiantes construir el tipo de imagen de covariacion requerido para comprender los
fendmenos de la realidad.

2.2 Investigaciones sobre el desarrollo del pensamiento variacional,
razonamiento variacional y razonamiento covariacional

Jiménez et al. (2022) realizaron una investigacion para analizar la ensefianza de conceptos
variacionales, centrandose en ideas tanto dindmicas como estaticas. Se enfocaron en diferenciar el
uso de magnitudes variables y funciones, y en los desafios de su ensefianza. Destacan que, al
estudiar y modelar procesos o fenomenos de la realidad, se requieren de conceptos como
magnitudes variables, que son cualidades cuantitativas de los procesos dindmicos. Argumentan que
las funciones son una de las herramientas para matematizar estas magnitudes y que sus propiedades
estan relacionadas con las caracteristicas de las magnitudes.

Jiménez et al. (2022), asi como Jiménez (2020) interpretan al “pensamiento variacional”
como la forma matematica de pensar necesaria para entender la variacion y el cambio en progreso
(Thompson et al., 2019) en los distintos fendomenos. Thompson y Carlson (2017) argumentan que
este tipo de pensamiento esta constituido por dos componentes: razonamiento variacional y
razonamiento covariacional. El razonamiento variacional implica comprender el cambio suave y
continuo de una sola magnitud, y el razonamiento covariacional, implica entender como dos
magnitudes cambian simultdneamente y estan relacionadas entre si. Proponen que desarrollar la
habilidad de razonar variacionalmente es crucial antes de desarrollar el razonamiento covariacional
en los estudiantes, y que este proceso se puede llevar a cabo desde la secundaria y el bachillerato.
Describen siete comportamientos variacionales y covariacionales basicos, y sugieren el uso de
herramientas tecnologicas para iniciar el desarrollo del razonamiento sobre magnitudes variables
en los estudiantes.

En este proyecto se analizaran dos tipos de procesos de la covariacion exponencial continua:
el crecimiento covariacional acelerado y el decrecimiento covariacional desacelerado (ver Figura
3). Jiménez et al. (2022) argumentan que ‘el principal significado de la derivada, para el Calculo,
no es el de pendiente de la recta; es el de razon instantanea de cambio” (p. 338). Y describen ideas
variacionales detras de la interpretacion de esta nocion dindmica, como se muestra a continuacion:

/ \

a) b)
Figura 3 Dos de los comportamientos covariacionales basicos. Tomado de Jiménez et al. (2022)

La primera de ellas (ver Figura 3a) es la forma grafica elemental asociada con el crecimiento
covariacional acelerado, se refiere a un comportamiento en el que los valores de la magnitud
variable independiente aumentan de forma uniforme, mientras que los respectivos valores de la
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magnitud variable dependiente aumentan cada vez mas. Graficamente, este comportamiento se
representa mediante una curva ascendente con concavidad positiva en el plano cartesiano. Por lo
que toca a la razon instantdnea de cambio, esta “es positiva (la magnitud variable dependiente
crece) y creciente (crece cada vez mas)” (Jiménez et al. 2022, p. 307).

La segunda de ellas (ver Figura 3b) es la forma grafica elemental asociada con el
decrecimiento covariacional desacelerado, comportamiento en el que los valores de la magnitud
variable independiente aumentan de manera uniforme, mientras que los valores de la magnitud
variable dependiente disminuyen cada vez menos. Graficamente, este comportamiento se
representa mediante una curva descendente con concavidad positiva en el plano cartesiano. “Por lo
que toca a la razon instantdnea de cambio, ésta es negativa (ya que la magnitud variable dependiente
decrece) y creciente (puesto que decrece cada vez menos)” (Jiménez et al. 2022, p. 307).

En su estudio, Carlson et al. (2003) afirman que el razonamiento covariacional implica
coordinar dos cantidades que cambian simultdneamente y observar como cada una varia en relacion
con la otra. Identifican cinco acciones mentales asociadas con este tipo de razonamiento:

Coordinar el valor de una variable con los cambios en la otra.

Coordinar la direccion del cambio de una variable con los cambios en la otra.

Coordinar la cantidad de cambio en una variable con los cambios en la otra variable.
Coordinar la razéon de cambio promedio de la funcion con los incrementos uniformes del
cambio en la variable de entrada.

5. Coordinar la razéon de cambio instantanea de la funcion con los cambios continuos en la
variable independiente, para todo el dominio de la funcion.

AW~

Estas acciones mentales representan procesos cognitivos fundamentales que los estudiantes
necesitan emplear para entender como dos variables estan relacionadas y como cambian juntas.
Identificar y describir estas acciones es crucial para comprender el razonamiento covariacional y
como los estudiantes llegan a conclusiones en procesos dindmicos. Ademas, describen cinco
niveles (N1, N2, N3, N4 y N5), de desarrollo de las imégenes de la covariacion basados en estas
acciones mentales para cada imagen. Por otra parte, Jiménez (2020) sostiene que, para que los
estudiantes puedan adquirir la habilidad de razonar de manera covariacional, es esencial desde el
punto de vista cognitivo desarrollar primero la capacidad de razonar variacionalmente, es decir, de
razonar sobre una sola magnitud variable. El autor se refiere a esta etapa como el nivel cero (NO)
del desarrollo del razonamiento covariacional, ya que debe anteceder a los cinco niveles descritos
por Carlson et al. (2003).

2.3 Propuestas didacticas relacionadas con el estudio de cantidades

infinitesimales y procesos de covariacion

2.3.1 El Proyecto DIRACC: una propuesta innovadora para la ensefianza del Calculo

El proyecto DIRACC, desarrollado por Thompson et al. (2019), representa un enfoque
innovador en la ensefianza del Calculo, con el objetivo de que los estudiantes construyan una
comprension reflexiva entre los conceptos de acumulacion y razéon de cambio, simbolicen esa
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relacion y luego la extiendan para que tenga un alcance mas amplio. Este enfoque aborda los dos
problemas fundamentales del Calculo, los cuales son descritos de la siguiente manera:

Sabemos qué tan rapido varia cierta cantidad en cada momento, y queremos saber cuanto
de ella hay en cada momento.

Sabemos qué tanto de cierta cantidad hay en cada momento, y queremos saber qué tan
rapido ella varia en cada momento. (Thompson et al., 2019)

Para facilitar este proceso, el proyecto emplea un software propuesto por los autores, una
calculadora grafica, que ayuda en la representacion visual, la comprension de registros de
representacion y otras reflexiones dindmicas.

Entre las caracteristicas principales del enfoque, se destaca que siempre se hace referencia a
los valores de las variables, las cuales estan en constante variacion. El término “cambio” implica
un proceso dindmico de variaciéon en curso, lo que requiere una percepcion activa de que las
magnitudes estan experimentando un “cambio en progreso” en ese momento. El concepto central
del proyecto es el de “diferencial”, que representa una variable cuyo valor varia a lo largo de
intervalos de tamafio especifico. Se enfatiza la importancia de la “razéon de cambio” en lugar del
tradicional concepto de “pendiente”. Ademads, se desarrollan conceptos como la funcion exacta y
aproximada de razon de cambio, entre otras caracteristicas fundamentales relacionadas con las
cantidades infinitesimales.

2.3.2 Estrategias didacticas enfocadas hacia la ensefianza-aprendizaje de procesos de
covariacion

En su estudio, Arzarello (2019) introduce la nociéon de covariacién instrumentada,
considerando la covariacion como una forma mas amplia de pensamiento o razonamiento. Tras
examinar detenidamente la literatura, sefiala que este tipo de razonamiento surge como una
busqueda de relaciones entre variables concretas, dindmicas y continuas, para representar el cambio
y los fendmenos de movimiento. Sugiere que la covariacion instrumentada puede ser ttil para los
profesores al disefiar situaciones didacticas que introduzcan a los estudiantes al razonamiento
covariacional en contextos de geometria dindmica, es decir, utilizando herramientas tecnologicas
para abordar situaciones de covariacion.

Basandose en la idea de que la covariacion puede ser ensefiada con éxito desde los primeros
afios de la escuela mediante el uso de tecnologia, Arzarello destaca que el uso de artefactos permite
visualizar las caracteristicas matematicas de los fenémenos, alejandose del andlisis de objetos
estaticos como las funciones conjuntistas. Considera que el entorno de geometria dindmica actia
como un artefacto que potencia las caracteristicas observables de los fendmenos dependientes de
la formulacion del problema y permite su instrumentacion. Destaca que la coordinacion de
multiples artefactos puede facilitar el aprendizaje mediante una planificacion didactica cuidadosa.

Para respaldar estas conclusiones, Arzarello lleva a cabo un experimento de ensefianza en el
cual los estudiantes deben analizar el famoso experimento de Galileo Galilei del plano inclinado,
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identificando la covariacion entre las magnitudes involucradas. Coordina la instrumentacién
usando tres artefactos: un video profesional del fendmeno, una simulacion en GeoGebra de este y
una tabla en la pizarra, donde se registran los argumentos de los estudiantes. Destaca que estos
artefactos, de naturaleza diferente, ayudan a los estudiantes a comprender el fenémeno fisico en
cuestion, lo que resulta en un enfoque mas comprensivo y enriquecedor del aprendizaje.

Harel (2008), en su vision del pensamiento matematico propone que la ensefianza de las
matematicas no debe limitarse a aspectos formales como definiciones, demostraciones y
problemas, sino que sobre todo debe centrarse en el desarrollo de herramientas cognitivas
conceptuales. El describe las matematicas como dos conjuntos complementarios: maneras de
entender y maneras de pensar, que estan relacionadas con acciones mentales. Estos procesos
incluyen varios actos mentales como interpretar y decodificar problemas matematicos, lo que
produce maneras de entender, que pueden ser correctas o incorrectas, dependiendo de la
experiencia y conocimiento previo del estudiante. A las maneras de entender las define como el
producto cognitivo de un acto mental. Ademas, Harel introduce el concepto de maneras de pensar,
que se desarrollan a partir de las maneras de entender a través de observaciones repetidas de los
actos mentales, y a estas las define como las caracteristicas cognitivas de esos actos mentales. Estos
conceptos permiten a los profesores inferir el conocimiento de los estudiantes y disefar actividades
de aprendizaje para desarrollar formas deseables de entender y pensar en matematicas.

Amador y Jiménez (2023) conciben al pensamiento variacional como el tipo de pensamiento
matematico que requiere una manera de pensar dindmica que esta estrechamente vinculado al
estudio de las magnitudes variables. Definen a las magnitudes variables como “aquellas
propiedades o cualidades perceptibles y cuantificables en los fendmenos y procesos de la realidad,
que por su naturaleza intrinseca son dindmicas”. Siguiendo la visién de pensamiento matematico
de Harel (2008), los autores proponen dos constructos teoricos para el desarrollo del pensamiento
variacional: Maneras Variacionales de Entender y Maneras Variacionales de Pensar, cada uno de
ellos relacionado con las propiedades cuantitativas de las magnitudes variables. Estos criterios
operativos les ayudaron a elaborar y evaluar una secuencia de actividades didacticas destinada a
promover el pensamiento variacional en los estudiantes. La realizacion didéactica propuesta por los
autores se centraba en el estudio de la covariacion exponencial simple, desde el punto de vista de
las sucesiones numéricas.

Para el disefio de las actividades didécticas los autores identificaron y caracterizaron una serie
de Maneras Variacionales de Entender y Maneras Variacionales de Pensar, referidas a cualquier
proceso de variacion y a partir de ellas, identificaron y caracterizaron un conjunto de maneras
variacionales de entender mas especificas, relacionadas con los procesos de covariacion
exponencial simple, y ellas guiaron el desarrollo de su propuesta de actividades didacticas para que
los estudiantes desarrollaran un conjunto de imagenes, ideas y herramientas variacionales.
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2.4 Enfoques didacticos sobre el modelo matematico para la covariacion

exponencial

2.4.1 Enfoques para estudiar la funcion exponencial

Foti (2021), en su investigacion, realiza un trabajo sistematizado en el que describe diversos
enfoques de ensefianza de la funcidén exponencial, centrandose en el tratamiento formal de la
funcion. Aunque nuestro trabajo no se basa en el enfoque funcional, sino en el enfoque variacional,
es posible trasladar las ideas rescatadas por Foti al contexto de la modelacion a través de funciones
que describen relaciones cuantitativas entre magnitudes variables. Este enfoque variacional permite
razonar sobre magnitudes cuya naturaleza intrinseca es dindmica (Amador y Jiménez, 2023), lo
que proporciona una perspectiva mas acorde con el tratamiento de la covariacion y el cambio
continuo entre dichas magnitudes; mas adelante retomaremos este punto. A continuacion, se
presenta una descripcion de los siete enfoques de ensefianza de la funcion exponencial, consignados
por Foti (2021):

El primer enfoque de ensefianza de la funcién exponencial que analiza Foti se basa en la
construccion de la funcidon exponencial mediante la prolongacion de las propiedades de las
potencias. En este enfoque, se extienden las propiedades de las potencias con exponentes enteros a
exponentes reales, permitiendo asi definir la funcién exponencial para todo nimero real. Esta
estrategia parte de la familiaridad del alumno con las reglas de las potencias y busca generalizar
€s0s conceptos para abarcar exponentes mas alla de los numeros naturales y enteros.

El segundo enfoque que analiza Foti consiste en estudiar la funcion exponencial a partir de
una sucesion geométrica. Para ello, primero se define una sucesion de niimeros reales, donde cada
término se obtiene multiplicando el anterior por una constante fija (la razén de la sucesion). A
través de esta sucesion, se busca entender el comportamiento de la funcién exponencial como el
limite de las potencias sucesivas de un nimero base, lo que conecta la idea de crecimiento
multiplicativo con el concepto de funcion exponencial.

El tercer enfoque que Foti presenta para ensefiar la funcion exponencial es estudiarla como
la inversa de la funcion logaritmica. En este enfoque, se parte de la comprension de las funciones
logaritmicas y se explora como la funcion exponencial puede considerarse su inversa. Es decir, si
la funcion logaritmo responde a la pregunta “;a qué potencia debo elevar la base para obtener un
numero?”, la funcién exponencial responde a “;qué numero produce una potencia dada? . Este
método permite vincular las propiedades de ambas funciones y desarrollar una comprension mas
profunda de su relacion.

El cuarto enfoque que Foti resefa para ensefiar la funcion exponencial es buscar una funcién

continua cuyo factor de incremento entre x y x + h sea independiente de x. En este enfoque, se
f(x+h)
f)
unicamente de h, es decir, g(h), que depende solo del incremento y no de x. Esta caracteristica es
fundamental para la definicion de la funcién exponencial, ya que refleja el comportamiento de

busca una funciéon f(x) que cumpla con la propiedad de que el cociente sea una funcion
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crecimiento constante en relacion con el incremento h, independientemente del valor de x. Es decir
f(x+h)
= g(h).
f) (h)

El quinto enfoque matematico que Foti presenta consiste en buscar una funcion continua cuya

tasa de incremento relativo entre x y x + h sea independiente de x. En este caso, se busca una
fx+h)=f(x)
()
h, es decir, g(h), y no de x. Este enfoque pone énfasis en la idea de que el cambio relativo de la
funcion en cualquier intervalo h debe ser constante, una caracteristica clave de la funcion
fx+h)—f(x)
o —90).

funcion f(x) que cumpla con la propiedad de que el cociente dependa tinicamente de

exponencial. Es decir

El sexto enfoque que Foti analiza se basa en buscar una funcion derivable que modele la
evolucion de una magnitud cuya tasa de incremento es proporcional a la magnitud misma, es decir,
se describe mediante la ecuacion diferencial y' = ky, donde y’ es la derivada de y respecto a x, y
k es una constante de proporcionalidad. Este enfoque destaca la relacion entre la tasa de cambio de
una magnitud y su valor actual, lo que lleva a la definicion de la funcion exponencial como la
solucion de esta ecuacion diferencial, con lo cual se modela un crecimiento continuo y
proporcional.

El séptimo enfoque que Foti consigna consiste en ver la funciéon exponencial como una
funcion continua que transforma las sumas en productos, es decir, cumple con la ecuacion funcional
f(x+y) = f(x)-f(y). Esta relacion resalta una propiedad clave de la funcion exponencial: al
sumar dos valores de x y y, el valor de la funcion en (x + y) es igual al producto de sus valores
en x e y. Esta caracteristica es fundamental para la construccion de la funcion exponencial y para
su interpretacion en términos de crecimiento multiplicativo.

Como observamos, los enfoques identificados por Foti se sitian en donde las funciones y
relaciones se tratan en un contexto ideal continuo, sin interrupciones ni saltos. Esto permite
explorar la funcion exponencial desde un enfoque teodrico, destacando propiedades como la
continuidad, la derivabilidad y las transformaciones funcionales. No obstante, al operar en este
marco ideal, los significados pueden desconectarse de las experiencias reales y dindmicas que los
estudiantes tienen con las magnitudes variables, lo que demanda un esfuerzo adicional para
vincular estos conceptos con aplicaciones practicas, donde estas aplicaciones son de naturaleza
discreta.

A pesar de esta limitacion, cada enfoque proporciona una manera de abordar la funcién
exponencial, resaltando diferentes aspectos esenciales para su comprension. Desde la extension de
las potencias hasta la resolucion de ecuaciones diferenciales, esta diversidad de enfoques ofrece
flexibilidad en la ensefianza, permitiendo que los estudiantes accedan al concepto exponencial de
acuerdo con su nivel de comprension y habilidades previas.

2.4.2 Continuo fisico vs continuo matematico
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Enfoques didacticos sobre el modelo matemadtico para la covariacion exponencial

La nocién de continuo en la modelacion de los fendmenos de la realidad es diferente a la
modelacion matematica, tiene limitaciones. Todos los fendmenos de la realidad material tienen un
limite en cuanto a las cantidades que pueden manejarse. Por ejemplo, a escala subatdmica, la fisica
clasica deja de ser aplicable, y las leyes de la mecéanica cuantica toman su lugar. Ademas, a escalas
cotidianas, la materia esta compuesta por unidades discretas: atomos y moléculas. Menos de un
atomo o molécula de una sustancia no puede existir.

Un ejemplo simple es el llenado de un recipiente con agua. La cantidad minima de agua que
se puede agregar es una molécula, porque menos de eso implicaria tener dos atomos de hidrégeno
y un atomo de oxigeno separados, lo cual ya no constituye agua, pues no tiene sus propiedades
quimicas. Aunque, desde un punto de vista practico, parezca que el llenado es un proceso continuo,
en términos matematicos no lo es, ya que la unidad minima es una molécula. Modelar este proceso
molécula por molécula seria extremadamente complejo, por lo que resulta mas conveniente
considerarlo como una variacidon continua en la matematica.

Otro ejemplo es la corriente eléctrica, que es el flujo de electrones en un conductor. Los
electrones, al moverse de un atomo a otro, generan dicho flujo. Cada electrén siempre esta
completo en su desplazamiento. Sin embargo, desde un punto de vista macroscopico, parece que
los electrones fluyen continuamente. En realidad, la corriente minima la genera un solo electron,
ya que no existen “medios” ni “cuartos” de electron. Aunque la corriente es un fenémeno discreto,
debido a que un electron tiene una carga extremadamente pequefia, no existe instrumento que pueda
registrar su movimiento de manera individual. Por ello, el fendémeno se modela como un flujo
continuo.

La constante de Planck también ilustra este punto: si intentamos medir distancias menores
que esta constante, entramos en el mundo cuantico, donde rigen otras leyes distintas a las de la
fisica clasica. El continuo fisico no tiene las mismas propiedades que el continuo matematico. En
el continuo matematico, se puede tomar una cantidad y hacerla tan pequefia como se quiera, pero
en la realidad fisica hay limites. Para la distancia, este limite es la constante de Planck. ;Existen
numeros menores que este valor? Si, una infinidad de ellos, todos mayores que cero, pero no tienen
una correspondencia fisica directa.

Un ejemplo adicional es la sal de mesa, que estd compuesta de un atomo de sodio y uno de
cloro. Separados, el sodio es corrosivo y el cloro es un gas toxico. Sin embargo, cuando se
combinan, forman una molécula de sal (cloruro de sodio), que no tiene las propiedades daiiinas de
sus componentes individuales. Desde un punto de vista préactico, al igual que no es sencillo detectar
una molécula aislada de agua, tampoco es sencillo medir la corriente eléctrica generada por un solo
electron.

A pesar de que la realidad fisica es discreta, modelar fenomenos como si fueran continuos
resulta satisfactorio en términos practicos, ya que las soluciones obtenidas con modelos
matematicos continuos son suficientemente precisas para resolver problemas reales con un margen
de error aceptable. En la matematica se trabaja con un modelo ideal continuo, donde se estudian
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fendmenos, se resuelven situaciones, y luego se aplica ese conocimiento a la realidad, donde las
soluciones siguen siendo ttiles y aplicables.

Este enfoque matematico es posible gracias a la abstraccion de la realidad, aun reconociendo
que el continuo fisico es distinto del continuo matematico. En el continuo fisico, hay un limite més
alla del cual cambian las reglas y entran en juego otros principios. A pesar de que los fenomenos
de la realidad son discretos, el calculo permite modelarlos como si fueran continuos, lo cual es
extremadamente Util.

Retomando los aportes de Castillo-Garsow et al. (2013) sobre las imagenes de variacion
suave y por porciones, la imagen de variacion suave corresponde al continuo matematico, y este
enfoque acepta la covariacion discreta sin contradicciones. Sin embargo, desde el punto de vista
cognitivo, si alguien tiene una imagen mental de covariacion discreta, le resultard dificil
comprender la modelacion a través del continuo matematico, es decir, mediante la abstraccion.

En sintesis, la literatura revisada muestra que la comprension de la covariacion exponencial
continua enfrenta obstaculos tanto en su enseflanza como en su aprendizaje. Estas dificultades se
relacionan principalmente por la falta de imagenes mentales de variacion continua y suave, la
escasa atencion a las magnitudes variables y la prevalencia de enfoques centrados en funciones
estaticas, reglas operativas o definiciones formales que poco se vinculan con los procesos
dindmicos que modelan los fendmenos exponenciales.

Los estudios revisados evidencian la necesidad de propuestas didacticas que promuevan
maneras de entender y pensar variacionalmente, apoyadas en tecnologias que permitan visualizar
el cambio en progreso, coordinar magnitudes a cualquier escala y construir significados vinculados
con la razon instantanea de cambio, este panorama no solo delimita las bases tedricas para nuestro
proyecto, sino que también deja en claro los retos que atn persisten.

Con base en ello, a continuacion se presenta la problematica que da origen al presente
proyecto de intervencidn, junto con su justificacion y los objetivos que guian el disefio didactico
orientado al desarrollo del pensamiento variacional mediante el estudio de la covariacion
exponencial continua.

3 PROBLEMATICA, JUSTIFICACION Y OBJETIVOS

En este apartado se describe la problematica que constituye la base de la intervencion planteada en
este proyecto. Tal problematica surge de la identificacion de diversas dificultades en la ensefianza
y el aprendizaje de nociones relacionadas con la covariacién exponencial continua. En el aula, su
tratamiento suele reducirse a procedimientos mecanizados y estaticos de caracter algoritmico, lo
que impide a los estudiantes construir una comprension profunda de estos conceptos y plasmarlos
en situaciones del mundo real. Estas dificultades, descritas en apartados anteriores, nos han
motivado a cuestionar por qué los estudiantes presentan obstaculos para comprender y aplicar estas
nociones en contextos de la realidad. Frente a este panorama, se hizo necesario examinar
criticamente el estado actual de la ensefianza del Calculo, rama fundamental de las matematicas
que permite estudiar, analizar y modelar fenomenos de variacion y cambio.
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Especificamente en la formacion de los futuros ingenieros, el aprendizaje del Célculo es una
de las areas fundamentales en su preparacion académica, ya que proporciona herramientas
poderosas para comprender y abordar los fendmenos de la realidad. Sin embargo, la ensefianza en
el curriculo universitario evidencia un desajuste entre los objetivos formativos y las necesidades
practicas de estos estudiantes. Por un lado, gran parte de la estructura tedrica de los programas de
asignatura estan disefiados para fomentar el pensamiento l6gico y abstracto desde un enfoque
formal, caracteristico del Andlisis Matematico. Por otro lado, los estudiantes de ingeniera, y en
general aquellos que no se especializan en matematicas, requieren herramientas que les permitan
interpretar, modelar y resolver situaciones vinculadas con los procesos fisicos y tecnologicos de su
campo profesional. Esta discrepancia entre lo que se ensefa y lo que se demanda en la practica
genera un escenario conflictivo que afecta la motivacion, la permanencia y el rendimiento
académico de los estudiantes en los cursos de Calculo, evidenciando la necesidad de replantear
estrategias de aprendizaje que favorezcan una comprension mas cercana a las necesidades de su
practica profesional.

En este sentido, diversos autores han sefialado que la ensefanza tradicional limita la
comprension de los conceptos dindmicos del Calculo. Hace tiempo, Zieldovich y Yaglom (1970)
plantearon que las matematicas deben ensefiarse en funcion del proposito que se les quiere otorgar:
ya sea formar el pensamiento 16gico, preparar para la aprobacion de exdmenes o, en el caso de los
ingenieros, brindar herramientas cognitivas para abordar problemas reales de la tecnologia, la
ingenieria y el entorno fisico. Esta reflexion pone de relieve la necesidad de repensar los propositos
y enfoques de ensefanza del Célculo, orientandolos hacia las demandas contemporaneas de la
formacion profesional en ingenieria.

De manera complementaria, Redish y Smith (2008) enfatizan que la formacién de los
ingenieros debe orientarse al desarrollo de una experticia adaptativa, entendida como la capacidad
de aplicar los conocimientos matematicos de manera flexible a situaciones novedosas, recurriendo
a la modelacion y la innovacién como recursos para la resolucion de problemas vinculados a su
desarrollo profesional. No obstante, esta vision contrasta con la realidad de los cursos de Calculo,
en los que predomina un enfoque abstracto, formal y riguroso que, en la practica, dificulta el
desarrollo de habilidades de aplicacion de ideas y técnicas para comprender los fendmenos con los
cuales los estudiantes se enfrentaran en su vida laboral.

3.1 El aprendizaje de nociones dinamicas del Calculo por estudiantes de

Ingenieria

El estudio del Célculo como herramienta para entender y cuantificar el entorno se constituye
como uno de los pilares de aprendizaje en la educacion de los futuros ingenieros. Por tanto,
resultard crucial que ellos logren desarrollar habilidades para innovar y argumentar de forma
adecuada, a fin de solventar las dificultades dentro de sus campos de estudio. Estos jovenes
necesitaran adquirir competencias matematicas que les posibiliten comprender, interpretar y
reflexionar sobre los fendémenos del mundo real, y plasmarlos en un lenguaje matematico (Capote
et al., 2016; Sharhorodska et al., 2018).
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Sin embargo, el aprendizaje de esta disciplina ain se ve influenciado por enfoques
pedagbgicos convencionales y/o tradiciones que priorizan los conceptos abstractos, la
memorizacion de féormulas y la ejecucion de procesos algebraicos formales. En consecuencia, el
estudio de funciones numéricas, el calculo de limites y la aplicacion mecéanica de reglas de
derivacion e integracion se convierten en los objetos matematicos principales, relegando el analisis
de los fenomenos de variacién y cambio que dieron origen al Calculo. Esta situacion se encuentra
directamente asociada con los planteamientos curriculares que organizan los programas de estudio
y orientan las practicas docentes.

En la Tabla 1 se muestra el contenido sintético del programa vigente de asignatura para el
curso de Célculo Diferencial e Integral 1 (6881) de las carreras de Ingenieria que ofrece la
Universidad de Sonora (UNISON). Este programa no difiere mucho de otros, y mantiene casi la
misma estructura que los libros de texto del Célculo moderno. En esta direccion, Bianchini et al.,
(2024) advierten que los textos de Célculo, en su mayoria, reproducen un enfoque centrado en la
promocion de técnicas formales y procedimientos algebraicos, lo que limita el desarrollo de
competencias vinculadas con la comprension dindmica de la variacion y el cambio. En el caso
particular del tratamiento didactico de fenomenos de comportamiento exponencial, Khanh et al.
(2020), senalan que los libros de texto suelen organizar los contenidos siguiendo un patrén similar
al siguiente proceso: primero se introduce la definicion formal del concepto, luego se presentan
ejemplos, y al final se plantean problemas de aplicacion. Este orden provoca que las aplicaciones
queden en un segundo o tercer plano, tratadas como problemas finales y no como situaciones
centrales de aprendizaje.

En esta organizacién, tanto en lo macro (programas curriculares) como en lo micro
(desarrollo del tema), ha habido una transformacion pedagogica en la ensefianza del Célculo que
contrasta con su evolucion historico-epistemologica. En el caso de las nociones exponenciales, esta
transformacion ha derivado en un distanciamiento respecto a la secuencia temporal que caracteriza
el surgimiento y desarrollo de tales nociones matematicas (Khanh et al., 2020). Mientras que en
sus origenes las ideas de variacidn fueron el foco central para el desarrollo conceptual, en la practica
educativa actual estas nociones suelen quedar relegadas, cediendo espacio a un énfasis en
procedimientos formales que privilegian el dominio técnico por encima de la comprension
dindmica.

Tabla 1 Programa vigente de asignatura de Calculo Diferencial e Integral I para Ingenieria

PROGRAMA DE ASIGNATURA

NOMBRE (6881) CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

OBJETIVO GENERAL Analizar problemas relativos a funciones reales de variable real, modelar
fenomenos fisicos, geométricos y de la Ingenieria, y resolver problemas
no matematicos utilizando conceptos y técnicas del Calculo Diferencial.

CONTENIDO

1. Funciones 1.1 Definicion, dominio y rango. 1.2 Desigualdades lineales, cuadraticas
y con valor absoluto. 1.3 Graficas de funciones. 1.4 Problemas de
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optimizacion modelados con funciones cuadraticas. 1.5 Funciones
inyectivas, suprayectivas y su caracterizacion geométrica. 1.6 La funcidon
inversa. 1.7 Algebra de funciones. 1.8 La funcién composicion. 1.9
Funciones polinomiales, racionales, trigonométricas, valor absoluto,
exponenciales, logaritmicas.

2. Sucesiones y 2.1 Definicion de sucesion. 2.2 Definicidon de convergencia de una
convergencia sucesion. 2.3 Teoremas sobre limites.

3. Limites y 3.1 Definicion de limite de una funcion en un punto dado, utilizando
continuidad sucesiones. 3.2 Teoremas sobre limites. 3.3 Limites infinitos, al infinito y

asintotas. 3.4 Definicion de continuidad en un conjunto.

4. Derivacion 4.1 Introduccioén al concepto de derivada. 4.3 Reglas de derivacion:
suma, producto, cociente. 4.4 La regla de la cadena. 4.5 La derivada de la
funcion inversa. 4.6 Derivacidon implicita. 4.7 Razones de cambio con
variables relacionadas. 4.8 Teoremas sobre derivadas. 4.9 Derivadas de
orden superior. 4.5 Criterios de maximos y minimos. 4.6 Monotonia,
concavidad, puntos de inflexion. 4.7 Aplicaciones de maximos y
minimos en problemas geométricos, fisicos y de la Ingenieria.

5. Diferenciacion 5.1 Introduccidn al concepto de diferencial. 5.2 Interpretacion geométrica
del diferencial. 5.3 Aplicaciones del diferencial.

Fuente: Elaborada a partir del programa de asignatura proporcionado por el Departamento de
Matematica, https://www.mat.uson.mx/web/index.php/docencia/fi-de-ingenieria/.

Los temas presentados anteriormente son interesantes desde un punto de vista tedrico, pero
poco practicos en la realidad; dificultan la comprension de conceptos dindmicos como la nocion de
variacion, covariacion, razon instantanea de cambio, entre otros (Vasco, 2003; Thompson y Harel,
2021), ya que la mayoria de tales temas, por su formalidad matematica, necesariamente no estan
ligados con procesos de la realidad. Esta estructura de ensefianza no compensa totalmente el
desarrollo de habilidades necesarias para abordar los desafios que los futuros ingenieros
enfrentardn en su carrera profesional, dado que transforma “ideas y conceptos intuitivos y
accesibles a la mayoria, en formalismos y teorias inaccesibles y no tan intuitivas” (Jiménez et al.,
2022), lo que dificulta a los estudiantes relacionar las herramientas del Célculo con la vida real.

Para seguir profundizando con esta problematica, a continuacion, se ha trazado un camino
que nos da un poco mas de claridad sobre las acciones educativas que se llevan a cabo actualmente
para estudiar los fenomenos de variacion y cambio. En especial, para comprender y abordar
didacticamente las dificultades que enfrentan los estudiantes al estudiar los fendmenos de
comportamiento exponencial y las nociones matematicas que surgen naturalmente de su estudio.

3.1.1 Desconexion entre la teoria y la practica

En la ensefianza tradicional del Célculo se observan ciertas divergencias entre la teoria
matematica y su aplicacion practica en ingenieria. Esta situacion se debe en gran medida al enfoque
formal de ensefnanza (Artigue, 1995; Herrera et al., 2024; Salinas y Alanis, 2009), que se centra en
la demostracion de teoremas, la memorizacion de férmulas y ejecucion de procedimientos
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algebraicos formales, en lugar de fomentar una comprension profunda de los conceptos dinamicos
del Calculo y su conexion realista.

El concepto de razén instantanea de cambio, por ejemplo, juega un papel crucial en el ambito
del Calculo aplicado. Segun Thompson (1994), “la comprension de la razon de cambio es una parte
fundamental del Célculo Diferencial que nos permite interpretar de forma matematica la tasa a la
que cambian los fendmenos naturales y tecnoldgicos” (p. 233). A pesar de esto, generalmente se
le presenta de manera abstracta a través de la definicion formal de limite, mediante la cual se
examina como se comporta localmente una funcion. Sin embargo, la idea de limite en si misma no
estd vinculada a la representacion de una realidad fisica, y es una abstraccion pura sin conexion
directa con ella. Aunque la formalizaciébn es necesaria para que los futuros matematicos
comprendan los conceptos rigurosamente, muchos estudiantes que no seguirdn esta trayectoria
profesional encuentran dificil visualizar su aplicacion en situaciones reales. Como resultado,
perciban estos conceptos como distantes y alejados de la vida cotidiana (Garcia, 2013; Moreno,
2005).

Ademas, la ensefianza tradicional del Calculo se centra en resolucion mecénica de problemas
de manera repetitiva a través del formalismo estipulado. Los estudiantes adquieren habilidades para
calcular derivadas y limites mediante la ejecucion de reglas y la manipulacion de formulas, pero a
menudo sin comprender el significado abstracto de estos conceptos. Este enfoque promueve un
proceso instruccional en el que los estudiantes aprenden a resolver problemas rutinarios, pero no
logran capturar el razonamiento detras de las formulas o modelos matematicos, ni como aplicarlos
en situaciones reales (Pérez, 2023).

Esta orientacion hacia la ejecucion mecéanica de procedimientos contribuye a la conocida
brecha entre teoria y practica, pues rara vez los estudiantes se enfrentan a problemas que les
permitan interpretar y modelar fenémenos reales. El estudio de Valencia y Valenzuela (2017),
quienes analizaron los tipos de problemas matematicos a los que se exponen los estudiantes en
libros de texto de Célculo, proporciona evidencia de esta situacion: entre el 65% y el 87% de los
ejemplos y ejercicios corresponden a problemas convencionales, caracterizados por estar situados
en contextos matematicos cerrados y que requieren la aplicacion directa de férmulas. En contraste,
los problemas que implican modelacion matematica, es decir, aquellos que exigen representar
fendmenos reales mediante modelos matematicos, representan apenas entre el 1% y el 2% del total.
Esta evidencia subraya la limitada exposicion de los estudiantes a situaciones que conecten la teoria
matematica con aplicaciones practicas.

Las implicaciones de esta falta de conexion se hacen evidentes cuando los estudiantes se
enfrentan a situaciones practicas, como analizar el enfriamiento de un objeto o el flujo de
electricidad en un circuito, donde la comprension profunda del cambio continuo y la modelacion
son fundamentales para una adecuada solucidon (Tall, 1991). En tales casos, las definiciones
matematicas convencionales resultan insuficientes para comprender la dinamica de las magnitudes
involucradas en los fendémenos observados. Esta desconexion entre la teoria y la préctica crea una
vacio en el aprendizaje, que dificulta que los estudiantes logren integrar los conceptos matematicos
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aplicados a situaciones especificas y especialmente en campos como la ingenieria (Bingolbali,
2007).

La formacion enfocada en algoritmos y procedimientos hace que sea dificil para los futuros
ingenieros emplear el Calculo de manera efectiva para analizar y resolver problemas en su campo
laboral; lo cual limita su habilidad para trasladar el conocimiento teérico y abstracto a situaciones
practicas.

3.1.2 Falta de visualizacion relativa a los fenomenos dinamicos

Uno de los grandes retos en la ensefianza del Calculo es la carencia de un enfoque que
favorezca la visualizacion de los fendmenos dindmicos. Tradicionalmente se ensefia el Célculo de
manera estatica, priorizando las funciones numéricas, las reglas de derivacion e integracion y los
limites, sin establecer conexiones entre estos conceptos y situaciones cotidianas, como se menciond
en la seccion previa. Este enfoque centrado en seguir pasos algoritmicos busca encontrar respuestas
numéricas, sin fomentar en los estudiantes la habilidad de comprender como cambian y se
relacionan las magnitudes variables en los fendmenos naturales, ni como se conectan entre si;
ademads, por su naturaleza, los objetos matematicos que utiliza no siempre estan directamente
relacionados con una aplicacion practica real.

En el ambito de la ingenieria se presentan situaciones dindmicas, como el enfriamiento de un
objeto o la descarga de un capacitor, que requieren una representacion visual para observar como
varian las magnitudes en relacion con el tiempo. Cuando a los estudiantes les falta la oportunidad
de visualizar estos cambios dindmicos, les resulta complicado comprender el concepto de razon de
cambio y su correlacion directa con las variaciones instantdneas de las magnitudes (diferenciales),
lo cual dificulta su comprension y capacidad para modelar el mundo real. La razon instantanea de
cambio es un concepto complicado para muchos estudiantes cuando se trata de fendmenos
exponenciales. En estos casos, la rapidez varia segun el estado actual del sistema y no es constante
como en otros casos mas simples (Thompson y Harel, 2021).

Segun Gatica y Ares (2012), la visualizacién desempeina un papel crucial en el aprendizaje
de conceptos matematicos dinamicos, ya que una representacion grafica adecuada de un proceso
covariacional permite a los estudiantes adquirir una comprension intuitiva de como los valores
numéricos de las magnitudes variables cambian efectivamente a lo largo del tiempo o el espacio.
Sin embargo, en la ensefianza habitual, los estudiantes suelen aprender a realizar operaciones entre
funciones numéricas y crear graficas sin entender realmente su significado en contextos reales.
Esta forma de aprendizaje restringe su capacidad para comprender los fendmenos de la realidad y
analizar los conceptos cambiantes que se presentan en esas situaciones practicas. Ademas, dado
que los valores numéricos empleados en las funciones numéricas se derivan de conjuntos
numéricos, carecen de conexion directa con los fendmenos reales que se deberian estudiar.

La complejidad se hace evidente en el campo de la ingenieria ambiental, por ejemplo, al
intentar predecir el crecimiento de una poblacién bacteriana en un entorno controlado. Este
crecimiento sigue una ley exponencial que se puede expresar mediante el modelo P(t) = Pye™,
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donde P(t) representa la cantidad de bacterias en el tiempo t y r es la tasa de crecimiento asociada
al fenomeno estudiado. A pesar de que este modelo matematico describe adecuadamente el
comportamiento del sistema biologico en estudio, suele ocurrir que muchos alumnos se centran
unicamente en encontrar la derivada de dichas funciones, sin comprender cabalmente como esta
nocioén refleja precisamente la intensidad del crecimiento bacteriano en cualquier momento. La
ausencia de representacion visual de este crecimiento exponencial mediante graficos interactivos
dificulta la comprension intuitiva de como evoluciona la poblacién a lo largo del tiempo, y cémo
se vincula la intensidad de cambio al tamafio de la poblacion (Campo-Meneses y Garcia-Garcia,
2020; Sureda y Otero, 2013).

3.1.3 Comprension fragmentada del cambio continuo

Ademés de la falta de conexidn entre la teoria y la practica, en la ensefianza formal del
Célculo surge otro inconveniente relevante: tiende a fomentar un razonamiento fragmentado o por
porciones en los estudiantes. En lugar de desarrollar una comprension profunda sobre como aplicar
estos procedimientos a la resolucion de problemas, se les ensefa a resolverlos siguiendo pasos
preestablecidos, como si fueran recetas. En contraste, Diaz Godino et al., (2004) sefialan que el
aprendizaje de las matematicas deber ser un proceso activo, en el que los estudiantes construyan el
conocimiento a partir de sus experiencias previas y de la interaccién con nuevos conceptos.

Como consecuencia, la comprension fragmentada lleva a los estudiantes a centrarse en la
ejecucion mecanica de los procedimientos y no en reflexionar sobre como las magnitudes variables
interactiian entre si en contextos reales, especialmente porque estos temas son tratados al final de
los cursos tradicionales de Calculo (Khanh et al., 2020). En este sentido, Jiménez et al., (2022),
enfatizan que los problemas fundamentales que motivaron el desarrollo del Calculo estan
vinculados, entre otras situaciones, con la determinacion de la razon instantanea de cambio entre
dos magnitudes variables y la resolucion de problemas de optimizacion. Por tanto, otorgar mayor
relevancia a este tipo de problemas dentro de los cursos de Célculo podria favorecer una
comprension mas integrada y dinamica de los conceptos matematicos.

En el campo de la ingenieria, los fendmenos frecuentemente involucran multiples variables
que cambian simultdneamente. Por ejemplo, en el analisis de un sistema de control, como el
comportamiento de un brazo roboético, por decir alguno, es necesario tener en cuenta factores como
la velocidad, la posicidn y la aceleracion, los cuales se encuentran interrelacionados (Ogata, 2010).
Los estudiantes que adoptan un razonamiento fragmentado suelen tener dificultades para integrar
estas variables en un solo modelo. Cuando los estudiantes se centran en memorizar procedimientos,
desarrollan una visién fragmentada de los conceptos (Castillo-Garsow, 2012), lo que impide que
perciban la naturaleza continua de los fendmenos y reduce la capacidad de aplicar eficientemente
conceptos matematicos a diferentes problemas.

Un caso clasico, en cursos después del Calculo Diferencial, es resolver ecuaciones
diferenciales; esto implica conectar varias razones de cambio y representarlas de forma dinamica,
lo que resulta un desafio para los estudiantes que intentan comprenderlo. Segiin Vorholter et al.
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(2021), la ensenanza convencional del Célculo y de la modelacion matematica no siempre
promueven un enfoque integral. A menudo resulta complicado para los estudiantes establecer
relaciones entre los conceptos abstractos y las situaciones practicas reales, lo que les dificulta
abordar de manera sistematica los desafios y comprender de forma profunda los fenomenos
dinamicos. Por ello, introducir un enfoque integral en el salén de clases podria ser mas efectivo
para fomentar habilidades en el &mbito de la modelacion y fomentar la comprension profunda de
dichos fenémenos.

3.1.4 Limitaciones del enfoque formal en la comprension de fendmenos de variacion y

cambio

El enfoque convencional y formal, que se centra en el uso de calculos automatizados,
promueve la resolucion de ejercicios habituales mediante la aplicacion de féormulas; no obstante,
no estimula la comprension conceptual de los procesos dinamicos en su totalidad. Es posible que
los estudiantes adquieran habilidades para calcular derivadas o resolver limites; sin embargo, esto
no garantiza que comprendan a cabalidad la naturaleza y significado detras de tales operaciones,
mas alld de sus aplicaciones geométricas especificas. La razoén instantdnea de cambio que esta
estrechamente vinculada a la intensidad o rapidez de cambio en procesos como el crecimiento de
poblaciones o la desintegracion radiactiva; es un concepto fundamental que requiere una
comprension intuitiva mas profunda a través de otro tratamiento didéactico.

Una critica fundamental al enfoque tradicional y formal del Célculo que se imparte
actualmente es que el énfasis en el célculo de limites y derivadas a través de formulas no permite
a los estudiantes comprender como estos conceptos se aplican en situaciones reales. En lugar de
facilitar a los estudiantes la comprension de como diferentes magnitudes interactiian en escenarios
dinamicos, la ensefianza tradicional se centra mayormente en la memorizacion de reglas, y como
consecuencia directa, los estudiantes tienden a percibir esta disciplina matematica como una tarea
mecanica, donde se abordan problemas de forma individual, sin comprender el entorno en el cual
los fendmenos tienen lugar.

Desde esta perspectiva, Jiménez et al. (2022) sefialan que el principal significado de la
derivada para el Célculo no radica en la pendiente de la recta tangente, como tradicionalmente se
ha ensefado, sino en su caracter de razon instantanea de cambio. Sin embargo, la ensefianza formal
prioriza interpretaciones geométricas y procedimientos algoritmicos, dejando de lado la
construccion de significados relacionados con la variacion y covariacion continua de magnitudes.
Complementariamente, Yu (2019) evidencia que los estudiantes tienden a concebir a la derivada
de manera estéatica y procedimental, la primera hace referencia a un significado centrado en un solo
instante o un valor puntual, y de manera procedimental, que hace referencia a la aplicacion de
reglas algebraicas o de célculo (como la definicion de limite junto con el cociente de diferencias),
sin reconocer su naturaleza dindmica ni su vinculo con fenémenos reales. La convergencia de estas
perspectivas refuerza la critica de que el enfoque formal limita el desarrollo de comprensiones
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profundas y dindmicas sobre la razon instantanea de cambio, reduciéndola a un proceso técnico
desprovisto de significado fenomenologico.

Para Artigue (2009), las estrategias educativas que se centran en la formalizacion y la
rigurosidad matematica pueden confundir a los estudiantes cuando intentan aplicar esos
conocimientos en situaciones reales. Al no vincular los conceptos matematicos a escenarios del
mundo real o laboral, los estudiantes tienden a memorizar en lugar de comprender profundamente
los problemas, lo que les dificulta adaptarse y resolver problemas reales en el campo de la
ingenieria. Kaput (1994) sugiere que “la ensefianza del célculo diferencial debe ir mas alla de
algoritmos estaticos, permitiendo que los estudiantes exploren la dindmica de los sistemas a través
de la experimentacion y la simulaciéon” (p. 110), enfatizando la necesidad de experiencias que
conecten conceptos matematicos con fenomenos dinamicos observables.

En sintesis, la evidencia revisada muestra que el predominio del enfoque formal en la
ensenanza del Calculo limita la comprension de los fendémenos de variacion y cambio, reduce a la
derivada y la integral a un procedimiento algoritmico y obstaculiza la construccion de significados
relacionados con la dinamica de las magnitudes variables. Estas limitaciones generan un
aprendizaje desarticulado, donde los estudiantes adquieren habilidades mecénicas sin desarrollar
una comprension conceptual y aplicable. Por tanto, resulta pertinente plantear un enfoque de
ensefianza alternativo, basado en la exploracion de la variacidon y covariacion continua, que permita
a los estudiantes interpretar y modelar fendmenos dinamicos de manera integral y contextualizada.

3.2 Justificacion

A partir de lo expuesto en secciones previas, se reconoce una problematica central en el
curriculo actual para la ensefianza del Célculo para estudiantes de ingenieria. Dicho curriculo se
orienta principalmente hacia el tratamiento de conceptos abstractos que son propios del Anélisis
Matematico, como los numeros reales, las funciones numéricas, limites, derivadas e integrales, los
cuales son fundamentales para la solidez matematica y estan ligados a la formalizacion abstracta.
No obstante, este enfoque desplaza a un segundo plano las dos ideas principales del Célculo que
resultan ser esenciales para los ingenieros: que la variacion en los fendmenos da lugar a la
necesidad de abordarlo mediante conceptos como la razon de cambio y la acumulacion, entendidas
como herramientas para comprender, modelar y resolver problemas derivados de situaciones
practicas.

Esta orientacion del curriculo, como sefalan diversos estudios, constituye un desafio para
que los estudiantes adquieran las habilidades necesarias para aplicar conocimientos en situaciones
practicas relevantes a sus futuras profesiones. Por tal razon, Dray y Manogue (2010) sugieren que
la ensefianza del Célculo deberia priorizar la introduccion de nociones que capturen su esencia
intuitiva, nociones que sean facilmente comprensibles y coherentes para los estudiantes. Una
aproximacion de este tipo facilitaria la conexidn entre los conceptos matematicos y su ejecucion
practica en la resolucion de problemas de ingenieria.
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En contraste con la orientacion abstracta, resulta esclarecedor recordar los origenes historicos
del pensamiento variacional. Durante la Edad Media, en las escuelas de filosofia de Oxford y Paris,
los pensadores se interesaron por comprender fendmenos de cambio, en especial el movimiento no
uniforme, e intentaron describirlos cuantitativamente mediante la nocioén de “grados de intensidad”
de ciertas cualidades como el calor, la iluminacion o la velocidad, en relacion con el tiempo o el
espacio. Posteriormente, Galileo Galilei dio un paso decisivo al estudiar de forma matematica el
movimiento no uniforme, introduciendo dos principios basicos de la variacion: el de continuidad,
segun el cual todo objeto en movimiento no uniforme recorre sin interrupciones todos los grados
de velocidad posibles; y el de unicidad, que establece que a cada grado de velocidad corresponde
un Unico instante (Crosby, 1998). Estas ideas marcaron un punto de inflexioén, pues sentaron las
bases para la matematizacion de la variacion continua y, con ello, para el surgimiento del Calculo
Infinitesimal.

Asi, el origen historico del término variacion esta estrechamente ligado a la necesidad de
describir matematicamente magnitudes en cambio continuo y fendémenos dindmicos de la realidad.
Newton y Leibniz formalizaron posteriormente estas ideas con el cdalculo de variaciones
infinitesimales, dando lugar a una nueva manera de pensar que es esencialmente dindmica y
continua (Kleiner, 2001).

Con base en esta perspectiva, el presente proyecto sostiene que la ensefianza del Calculo debe
recuperar su caracter practico y variacional, centrado en el analisis de situaciones reales y en el
desarrollo de un pensamiento matematico que permita a los estudiantes comprender y calcular
variaciones infinitesimales en magnitudes variables que intervienen en los fendmenos de la
realidad.

3.2.1 Necesidad de un enfoque de caracter variacional y practico

Para comprender los desafios actuales en la ensefianza del Célculo resulta imprescindible
examinar de manera critica no solo las investigaciones académicas y los planes de estudio vigentes,
sino también el contexto historico y educativo en que esta disciplina se gesto. Este analisis permite
reconocer que el Calculo no fue concebido como un cuerpo abstracto destinado a complicar la labor
de los cientificos, sino como una herramienta matematica para dar respuesta a problemas practicos
vinculados con la variacion y los fendmenos dinamicos de la naturaleza.

Sin embargo, en gran parte de los enfoques curriculares contemporaneos, asi como en
numerosos textos de Célculo, se ha diluido el sentido original de esta rama de las matematicas. El
término mismo de Cdlculo muchas veces se conserva mas por tradicion que por su asociacion con
los problemas reales que le dieron origen. Esta desvinculacion entre el proposito historico y la
practica educativa actual contribuye a que los estudiantes perciban el Calculo como un conjunto de
técnicas abstractas, mas cercano a la manipulacion algebraica que a la comprension profunda de
fendmenos de cambio.

Quizés el problema de la identidad del Calculo surgié a medida que esta disciplina
evolucionaba hasta convertirse en la materia que es hoy en dia, debido a las diversas perspectivas
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que han surgido a lo largo de los afios. Esta diversidad de enfoques ha generado en confusion los
procesos de ensefianza y aprendizaje, ya que cada libro o curso adopta posturas distintas y no
siempre queda claro cudles son los elementos realmente fundamentales para comprender el
Calculo. En muchos casos se suele confundir el Calculo y el Analisis Matematico, causando
desconcierto entre estudiantes y profesores por igual. A pesar de esto, es claro que comprender los
conceptos dinamicos del Calculo requiere que los estudiantes desarrollen un pensamiento
variacional. Sin embargo, como advertia Vasco (2003), aun persiste la falta de claridad sobre qué
es pensamiento variacional y sobre todo como promoverlo en la ensefianza. Esto ha dado lugar a
dificultades tanto tedricas; en la comunicacion entre investigadores y en la delimitacion del objeto
de estudio (;jestamos o no hablando de lo mismo?, ;estamos investigando la misma
fenomenologia?), como practicas; en el disefio e implementacion de propuestas en el aula
(¢ estamos o no proponiendo realizaciones didacticas anadlogas o compatibles?).

De manera simplificada, pueden reconocerse dos interpretaciones tedricas del pensamiento
variacional. Por un lado, aquellas que lo conciben como el tipo de pensamiento matematico
orientado al estudio y la matematizacion de las magnitudes variables que intervienen en fendémenos
de larealidad, sea esta fisica o social. En este caso, las propuestas didacticas se centran en introducir
el concepto de magnitud fisica y, en consecuencia, matematizar su comportamiento utilizando
como modelo matematico la nocién de magnitud variable. Por otro lado, se encuentran las posturas
que asocian el pensamiento variacional con el estudio de las variables y funciones como objetos
abstractos, y asumen que el nucleo de las realizaciones didacticas para el desarrollo de este tipo de
pensamiento reside en el estudio de las funciones y sus propiedades, a partir de una definicion
formal. Bajo esta perspectiva, los fendmenos de la realidad (y con ellos, las magnitudes variables)
quedan en un segundo o tercer plano, utilizados solo como simples ejemplos ilustrativos o
aplicaciones de las funciones.

Frente a esta tension, Jiménez et al. (2022), subrayan que “el objeto de estudio del Célculo
no son las funciones, sino las magnitudes variables. Las funciones son uno de los principales
objetos de estudio del Analisis Matematico”. La nocion fundamental del Calculo Diferencial no es
la derivada ni el limite, es el diferencial, que representa una diferencia o variacion infinitesimal
entre los valores numéricos de una magnitud variable (Ely, 2021; Jiménez et al., 2022). Esta
distincion es fundamental para orientar la ensefianza hacia un enfoque mas intuitivo y dindmico,
centrado en el andlisis de magnitudes variables y sus variaciones continuas e infinitesimales, en
lugar de reducirlas al estudio formal de los limites y las funciones numéricas.

Adoptar un enfoque variacional anclado al dinamismo de las magnitudes variables permitiria
a los estudiantes reflexionar sobre la aplicacion de los conceptos matematicos y su relacion con
fendmenos reales, promoviendo asi un aprendizaje mas conectado con la realidad. Ello implica
que, en lugar de centrarse en las manipulaciones algebraicas formales, los estudiantes deben
aprender a analizar como los valores numéricos de las magnitudes variables cambian a lo largo del
tiempo o con respecto a otras magnitudes, como se relacionan entre si y como pueden modelarse
en términos de relaciones cuantitativas y dindmicas.
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Este enfoque no necesariamente se relaciona de manera directa con la aplicacion de reglas
de derivacion y limites, porque estas nociones requieren el trabajo matematico sobre funciones
numéricas. Si debe integrar la variedad de representaciones (numéricas, graficas y algebraicas,
entre otras) que utiliza el Calculo para analizar y modelar el comportamiento de las magnitudes
variables y asi permitir a los estudiantes visualizar como tales magnitudes varian (Jiménez et al.,
2022). Ademas, a través de herramientas como simulaciones, graficos interactivos y otras, los
estudiantes pueden observar en tiempo real como cambian las magnitudes variables involucradas
en los fendmenos concretos, como por ejemplo la purificacion de combustibles o el
restablecimiento del ritmo cardiaco, y comprender la esencia y el significado dindmico de la razéon
instantanea de cambio a partir del analisis de los diferenciales de las magnitudes variables.

De este modo, resulta crucial que los estudiantes puedan elaborar y validar modelos
matematicos que describan cuantitativamente fenomenos dinamicos. La capacidad de modelar y
analizar tales fenomenos y aplicar ideas variacionales es una destreza fundamental para los
ingenieros, quienes en su ejercicio profesional deben predecir, controla y optimizar el
comportamiento de sistemas complejos.

Por tanto, integrar la ensefianza del Calculo bajo un enfoque de caracter variacional y practico
se convierte en una necesidad. Este tipo de aproximacion posibilita que los estudiantes comprendan
como cambian las magnitudes variables en el tiempo, que visualicen dichas variaciones a través de
diferentes representaciones, y que modelen fendmenos reales con mayor pertinencia. Un enfoque
de esta naturaleza no solo fortalece la comprension de conceptos como la covariacion o la razon
instantanea de cambio, sino que también potencia el desarrollo de habilidades de modelacion
matematica que son fundamentales en el campo de la ingenieria (Capote et al., 2016; Jiménez et
al., 2022; Sharhorodska et al., 2018).

3.2.2 Las cantidades infinitesimales como puente entre el mundo real y el mundo ideal

En el presente proyecto interesa promover que los estudiantes desarrollen un conjunto de
ideas matematicas que les permitan conectar el arsenal del Célculo con la realidad al modelarla.
De tal forma que el estudiante pueda ver el conocimiento matematico como parte y producto de
una modelacidn o una idealizacion del mundo real.

Sin embargo, como se ha venido reiterando, uno de desafios que enfrentan los estudiantes de
ingenieria es comprender como los conceptos abstractos de las matematicas emergen de los
fendmenos reales, y permiten modelarlos, sobre todo aquellos que se relacionan con su campo
profesional. En particular, las herramientas intuitivas proporcionadas por el Calculo primigenio,
entre ellas las cantidades infinitesimales, juegan un papel crucial al conectar el mundo real,
representado por fendmenos fisicos, con el mundo ideal o abstracto de las matematicas.

El Calculo Infinitesimal, que se enfoca en el uso de cantidades infinitesimales (es decir
valores extremadamente pequefios, pero no nulos, y valores extremadamente grandes), actia como
un puente entre el continuo fisico (el mundo real en el que los ingenieros aplican sus
conocimientos) y el continuo matematico (el mundo ideal de las matematicas). Esta distincion entre
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ambos “continuos” resulta crucial para comprender la relacion existente entre las matematicas y
los fenémenos fisicos (ver Figura 4).

El continuo fisico que experimentamos se manifiesta de forma fragmentada o discreta,
modelarlo como si fuera continuo resulta satisfactorio en términos practicos. Por ejemplo, en la
realidad muchos fenémenos como el movimiento de fluidos, la propagacion del calor o la
deformacion de materiales son aparentemente continuos, en la practica solo podemos medir ciertos
momentos discretos de esos fenomenos, debido a las limitaciones tecnologicas y de precision. Esto
implica que, en muchos casos, las cantidades involucradas en estos fendmenos son infinitamente
pequeiias, es decir, estdn fragmentados en funcidon de los sistemas de medicion y observacion
disponibles.

Por el contrario, el continuo matematico es representado de forma idealizada. Las funciones
matematicas y los modelos de célculo asumen que los nimeros forman un continuo, esto significa
que cualquier pequefia variacion en una cantidad puede ser descrita de manera infinitamente
amplificable y sin interrupcion alguna. Usando la abstraccion matematica podemos describir estos
cambios de forma precisa y sin las limitaciones propias del mundo fisico.

A pesar de que la realidad fisica se considera discreta en su naturaleza fundamentalmente
cuantica, resulta practico modelar los fendmenos como si fueran continuos, a fin de obtener
soluciones que sean lo suficientemente precisas y efectivas en la resolucion de problemas reales,
dentro de un margen de error aceptable en el mundo real. En el &mbito matematico se suele trabajar
utilizando un modelo ideal continuo bajo el cual son estudiados los fendmenos, y se resuelven las
situaciones planteadas, dando lugar a un conocimiento que puede ser aplicado a la vida real de
manera efectiva.

Infinitesimales

Fentmenos de la
realidad

Modelo matematico

———

Modelar

= 3 O iy
y Aplicar

Continuo fisico
{discreto)

Continuo matematico
[continuo)

% —_— Mundo ideal o
Mundo real IeTRISia abstracto

Figura 4 Version propia del proceso de modelacion

Este enfoque matematico es viable gracias a la abstraccion de la realidad; aunque sabemos
que el continuo fisico difiere del continuo matematico. En el continuo fisico existe un punto critico
en el que las normativas cambian y entran en accidn otras reglas. Aunque los fenomenos de la vida
real son discretos, la abstraccion matematica permite modelarlos como si fueran continuos, lo cual
resulta extremadamente util.
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En este proyecto ser retoman los hallazgos de Castillo-Garsow et al., (2013), referentes a las
iméagenes de variacion suave y por porciones o fragmentada; la imagen de variacion suave
corresponde al continuo matematico y este enfoque acepta la covariacion discreta sin conflictos
aparentes en términos cognitivos. Sin embargo y desde una perspectiva cognitiva, aquellos
estudiantes que se forman una representacion mental de covariacion discreta encontraran dificil
comprender la modelacion a través del continuo matematico, es decir, mediante la abstraccion.

Tomaremos entonces a las cantidades infinitamente pequefias como el puente entre estos dos
continuos, descritos como el mundo real y el mundo abstracto o ideal. Al hacer uso de cantidades
muy pequefias, el acercamiento al continuo matematico no es total porque este continuo es
infinitamente amplificable, llega un momento cuando el valor de dx, se mantiene fijo, muy pequefia
pero fijo, y en realidad lo que los diferenciales modelan es una variacion con saltos infinitesimales
tal que, si se retira el zoom, en términos de Ely y Ellis (2018), aparecen como continuos. En este
sentido, el aparato de las cantidades infinitesimales estd a medio camino entre la realidad que es
discreta y el continuo matematico que es un continuo infinitamente amplificable. Si hay brincos,
pero son muy pequefios, a tal grado que se puede apreciar como si el fenomeno fuera continuo.

3.2.3 El uso de la tecnologia como herramienta para comprender fendmenos

variacionales

La incorporacion de recursos tecnologicos en la ensefianza de las matematicas no puede
entenderse como un mero accesorio moderno, sino como un medio que posibilita nuevas formas
de interaccion con los conceptos matematicos y los fendomenos de la realidad. En el contexto de
este proyecto, la tecnologia desempeiia un papel importante como recurso complementario que
favorece el pensar y actuar matematicamente. Su incorporacion didactica tiene la finalidad de
ofrecer retroalimentacion inmediata a las tareas de los estudiantes y de potenciar su proceso de
aprendizaje.

Ahora bien, es importante reconocer que las herramientas tecnologicas permiten una
presentacion dindmica de informacion, pero este dinamismo no debe confundirse con la mentalidad
dindmica que caracteriza al pensamiento variacional. Mientras que la primera se refiere a la
capacidad técnica de mostrar transformaciones graficas o animaciones, lo segundo implica una
disposicion cognitiva para comprender y modelar la variacion y el cambio continuo y conjunto de
magnitudes variables presentes en los procesos de la realidad. Por tanto, la tecnologia no constituye
un fin en si mismo, sino un medio para estimular procesos de construccion de significado.

En este sentido, Arzarello (2019), a través de su propuesta de covariacion instrumentada,
subraya que los artefactos tecnologicos no deben ser considerados unicamente como medios de
representacion, sino como instrumentos que amplifican y hacen visibles las caracteristicas
matematicas de los fenémenos. A diferencia de un enfoque basado en funciones estaticas y
conjuntistas, el uso de entornos de geometria dinamica y de herramientas tecnoldgicas permite que
los estudiantes interactien con magnitudes en transformacion, favoreciendo asi la construccion de
imagenes variacionales.
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Ademéas, Arzarello también advierte que no todas las aulas de clases cuentan con tecnologia
de punta, lo cual exige repensar la manera en que se articulan los recursos didacticos. De ahi su
propuesta de enfatizar la combinacion de artefactos tradicionales (pizarrén, manipulables) con
recursos modernos (software, simulaciones, videos). En sus estudios muestra evidencia de que la
integracion organica de recursos tradicionales y digitales conduce a un aprendizaje mas profundo,
que el uso exclusivo de herramientas modernas.

Siguiendo estas consideraciones, el presente proyecto propone un uso intencional y
planificado de distintos recursos tecnoldgicos y manipulativos que permiten a los estudiantes
visualizar, explorar y analizar fendmenos de variacion de manera interactiva. Estos recursos, que
se detallan en la Tabla 2, estan orientados a la construccion de nociones dinamicas de la covariacion
y a la formacion de imagenes variacionales que serdn esenciales para el desarrollo y fortalecimiento
del pensamiento variacional.

Tabla 2 Recursos tecnoldgicos que se esperan utilizar en el proyecto

Recursos tecnologicos

Descripcion

Relevancia en el aprendizaje

Material manipulable

Artefactos fisicos que permiten
representar situaciones
dindmicas de manera tangible.

Facilitan el transito de lo
concreto a lo abstracto y
promueven conexiones
cognitivas con los artefactos

digitales.

Favorece la exploracion y
visualizacion de conceptos
matematicos, promoviendo un
aprendizaje personalizado y el
desarrollo de ideas

Software matematico
interactivo que permite el

GeoGebra disefio de graficos dinamicos y . .
. ~, . variacionales. Permite a los
manipulacion en tiempo real de X .
. . estudiantes interactuar con
parametros mediante applets. . .
magnitudes variables y generar
y fortalecer imagenes
dinamicas.
Facilita la comprension
L . mediante la visualizacion
Recurso audiovisual singular . , .
, repetida de fendmenos. Evita
. . que presenta fenémenos reales, ) .
Videoclips accidentes, errores asociados a

permite su analisis en un

la experimentacion directa y
entorno seguro y controlado.

permite un andlisis detallado de
situaciones dinamicas.

En sintesis, el uso didactico de la tecnologia en este proyecto no se reduce a una
modernizacion superficial de la ensefianza del Célculo. Por el contrario, responde a la necesidad
de generar experiencias de aprendizaje que acerquen a los estudiantes a la esencia del pensamiento
variacional: la comprension del cambio continuo y de la interdependencia entre magnitudes
variables. Asi, la tecnologia se concibe como un medio para articular lo visual, lo dindmico y lo
conceptual, reforzando la pertinencia de la intervencion propuesta en este proyecto y su potencial
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Objetivos

para transformar la manera en que los estudiantes de ingenieria se apropian de los conceptos
fundamentales del Célculo.

A raiz de lo mencionado anteriormente, y debido a la escasez en la literatura revisada de
trabajos que abordan el desarrollo de imagenes, ideas y herramientas variacionales, se considera
necesario elaborar un disefio de ensefianza destinado a promover el desarrollo y fortalecimiento del
pensamiento variacional en los estudiantes durante el estudio de fenomenos de comportamiento
exponencial. Por lo tanto, nos planteamos los siguientes objetivos.

3.3 Objetivos

Considerando la problematica y justificacion presentados previamente, se formulan a continuacion
los objetivos que serviran de orientacion para el proyecto de intervencion.

3.3.1 Objetivo general

Diseriar y validar una propuesta de actividades didacticas para el estudio de la covariacion
exponencial continua orientada al desarrollo del pensamiento variacional por estudiantes del
curso de “Calculo Diferencial e Integral” en el area de ingenieria.

Con el fin de lograr este objetivo general, se plantean los siguientes objetivos especificos:

OELl. Precisar la nomenclatura y caracterizacion de las maneras variacionales de entender
involucradas en la covariacion exponencial continua.

OE2. Identificar, seleccionar y/o adaptar fenomenos de la realidad de diferentes contextos
relacionados con la covariacion exponencial que se modelan como si fueran continuos, que
sean relevantes para los estudiantes y abordables con sus conocimientos previos.

OE3. Incorporar recursos tecnologicos digitales, como applets de simulaciones y
representaciones geométricas dindmicas, entre otros, que faciliten la visualizacion y
comprension de las propiedades cuantitativas de los fendmenos de covariacion seleccionados.

OE4. Valorar la pertinencia de la propuesta didactica mediante el logro alcanzado de
desarrollo del pensamiento variacional por los estudiantes.

En este apartado hemos identificado una problematica asociada al analisis matematico de los
fenomenos de covariacion exponencial continua. Parece que esta problematica tiene como fuente
de sus dificultades el enfoque didactico predominante en la ensefianza del Calculo, que en términos
generales privilegia el estudio de conceptos propios del Analisis Matematico, y de manera
particular, centra su atencion en el estudio de las funciones exponenciales, en lugar de los propios
fendmenos de covariacion exponencial. En nuestra opinion, el estudio matematico de las funciones
no tiene mucho que ver con el pensamiento variacional, a diferencia del estudio de los fendmenos
de covariacion exponencial, que requiere inherentemente un tipo de pensamiento variacional.

Después de un andlisis y una discusion exhaustiva en este proyecto, hemos llegado a la
conclusion de que la vision actual utilizada para fomentar el desarrollo del pensamiento variacional
en los estudiantes no es propicia para favorecer este tipo de pensamiento matematico, y hemos
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optado por una perspectiva diferente. Los detalles de esta discusion se abordan en el apartado de
elementos teoéricos. A continuacion, se presentaran las caracteristicas de la propuesta de
intervencion, tomando como base los objetivos enunciados en este apartado.

4 LA PROPUESTA Y SUS CARACTERISTICAS

La propuesta que se espera desarrollar en este proyecto se centra en el disefio, implementacion y
validacion de una serie de actividades didécticas orientadas a atender las dificultades previamente
descritas sobre la ensefianza del Calculo Diferencial, especificamente en el aprendizaje de la
covariacion exponencial continua.

Esta propuesta esta dirigida a estudiantes de ingenieria de la UNISON que cursan la materia
de Célculo Diferencial e Integral I, con el objetivo de promover un enfoque de ensefianza de
caracter variacional y practico mediante el analisis de magnitudes variables y el uso de cantidades
infinitesimales. Se busca que los estudiantes comprendan cémo dos magnitudes varian
conjuntamente en fendomenos de comportamiento exponencial y desarrollen la capacidad de
modelar matematicamente las relaciones cuantitativas a las que dichas magnitudes estan sujetas.

El sustento teodrico de la propuesta se apoya en el Modelo de Ensefianza de las Matematicas
basado en DNR (Harel, 2008), con especial atencion a la concrecion de nociones variacionales
adaptadas a este proyecto, asi como en el estudio de fendmenos reales como el punto de partida
para la construccion de conceptos matematicos. A continuacion se presentaran mas detalles.

4.1 Caracteristicas generales

e Titulo de la propuesta: “Propuesta de ensefianza de la covariacién exponencial continua
bajo el enfoque del pensamiento variacional”

e La propuesta esta dirigida a estudiantes del area de ingenieria de la Universidad de Sonora
que estén cursando la materia de primer semestre: Calculo Diferencial e Integral 1.

e El sustento tedrico tiene que ver con las herramientas del Modelo de Ensefianza de las
Matematicas basada en DNR de Harel (2008), adaptado hacia la concrecion del
pensamiento matematico de tipo variacional por los autores de este proyecto.

e Se propone un uso estratégico de recursos tecnologicos que apoyan el aprendizaje de
nociones ligadas con la variacion y covariacion. Entre ellos: materiales manipulables,
permiten el transito de lo concreto a lo abstracto; GeoGebra ofrece un espacio interactivo
para visualizar y experimentar con las magnitudes variables y construir representaciones
dinamicas; y los videoclips facilitan la observacion segura y repetida de situaciones
dinamicas del mundo real, evitando las limitaciones practicas de la experimentacion directa.

4.2 Caracteristicas especificas
e La intencion principal de nuestro trabajo es desarrollar un acercamiento didactico para la

ensefanza del Calculo Diferencial dirigido a estudiantes de ingenieria, desde una
perspectiva variacional y dindmica mediante el uso de cantidades infinitesimales.
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e El nucleo del proyecto se centra en abordar las dificultades de ensefianza y aprendizaje
relacionadas con la covariaciéon exponencial continua, promoviendo que los estudiantes
comprendan su caracter dinamico en lugar de reducirla al uso de reglas de calculo.

e Lapropuesta didactica se organizard en una serie de actividades cuidadosamente disefiadas
y/o adaptadas, partiendo del estudio de fendomenos dindmicos o en contextos de la
ingenieria, para posteriormente que desarrollen ideas matematicas relacionadas con la
covariacion exponencial continua.

e El proceso de ensefianza y aprendizaje se concibe de lo concreto a lo abstracto: primero se
analizan fendmenos que presentan un comportamiento exponencial, identificando sus
propiedades cuantitativas esenciales de variacion, y luego se formaliza dicho andlisis en el
modelo matematico de la funcidon exponencial. De esta manera, la funcioén no se introduce
como un objeto aislado, sino como una de las posibles representaciones de la covariacion
entre magnitudes variables en fenomenos reales.

4.2.1 Propésitos generales de la propuesta didactica

e Formar en los estudiantes una imagen adecuada de la covariacion continua y suave, que les
permita comprender, razonar y representar de manera dinamica la relacion entre magnitudes
que varian conjuntamente en fenémenos de cambio.

e Promover la apropiacion del lenguaje y de las herramientas propias del pensamiento
variacional, a fin de que los estudiantes logren matematizar y comprender el
comportamiento de las magnitudes variables en diferentes contextos.

e Favorecer el desarrollo de maneras variacionales de pensar, enmarcadas en el estudio de la
covariacion exponencial continua, con el propdsito de fortalecer la capacidad de los
estudiantes para analizar procesos dindmicos.

e Preparar a los estudiantes con herramientas cognitivas que les permitan interpretar a la
expresion analitica exponencial como modelo de la covariacion exponencial continua,
partiendo de situaciones realistas que los conduzcan a construir y validar modelos
matematicos vinculados con fendmenos de la realidad.

4.3 Caracteristicas del tema matematico de interés

El tema matematico que constituye el eje de esta propuesta es la covariacion exponencial
continua, abordada desde nociones dindmicas centrales como la razon de cambio promedio y la
razoén instantanea de cambio. Estos conceptos permiten comprender como se modifican dos
magnitudes que varian conjuntamente en fendmenos que presentan un comportamiento
exponencial, superando la vision estdtica y meramente algoritmica que predomina en la ensefianza
tradicional.

Para estudiantes de ingenieria, el estudio de estas nociones resulta fundamental, pues les
posibilita apropiarse de las herramientas que el Calculo Diferencial ofrece para analizar, modelar
e interpretar situaciones en su campo profesional. En este sentido, fendémenos como la eliminacion
de contaminantes, la desintegracion radiactiva, la depreciacion de activos o el crecimiento
poblacional pueden ser comprendidos de manera mas profunda al analizar las tasas de cambio que
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subyacen en su comportamiento. De este modo, el estudio de la razon de cambio promedio y de la
razén de cambio instantdnea en contextos exponenciales brinda un escenario que favorece el
desarrollo del pensamiento variacional y la construccién de modelos matematicos vinculados con
la realidad ingenieril.

De este modo, el estudio de la covariacion exponencial continua no se limita a
procedimientos algoritmicos, sino que requiere un lenguaje variacional que permita interpretar,
expresar y comunicar las relaciones cuantitativas dindmicas entre magnitudes variables. La
siguiente seccion describe algunas de las caracteristicas de este lenguaje y su papel en el desarrollo
del pensamiento variacional en los estudiantes de ingenieria.

4.4 Caracteristicas del lenguaje variacional a promover en la propuesta de

ensenanza

El lenguaje variacional constituye un recurso fundamental para la comprension matematica
por los estudiantes, ya que permite formular descripciones dindmicas precisas sobre el
comportamiento de magnitudes variables. Este lenguaje no solo facilita la comunicacion de ideas,
sino que también habilita la utilizacion de herramientas variacionales, que permiten comprender
de qué manera una magnitud variable puede cambiar, ya que es esencial determinar el grado y la
naturaleza de ese cambio, lo que implica cuantificarlo. Su promocién en el aula brinda la
posibilidad de emplear la notacion funcional como representacion analitica para expresar
matematicamente las relaciones covariacionales entre magnitudes variables, con el propdsito de
traducir situaciones de cambio matematicamente.

En el contexto de esta presentacion, se describira un primer acercamiento al significado de
la derivada desde un enfoque variacional, distinto a su significado geométrico, es decir, el de la
pendiente de la recta tangente a la curva en un punto. En el estudio y matematizacion de las
magnitudes covariantes, el significado de la derivada emerge de manera natural del
comportamiento de las magnitudes, y se articula en torno a tres ideas intimamente relacionadas:
rapidez promedio, densidad promedio y razoén promedio.

Los fendmenos de comportamiento exponencial son situaciones covariacionales no
uniformes, por lo que la primera y mas sencilla herramienta matematica que desarrolla el Calculo

para describir dicha situacion lo constituyen los cambios promedio o razones promedio de cambio
Ay
Ax’
magnitud variable dependiente, con respecto al incremento uniforme de su variable independiente,
es la razon constante de cambio de un proceso uniforme imaginario (ideal) que permitiria pasar del

estado inicial al estado final del proceso real no uniforme.

De forma general, para cualquier proceso de variacion: la razon promedio de cambio de una

En el caso particular de una magnitud de comportamiento exponencial, la razon promedio de
cambio relativa, para incrementos iguales de la magnitud variable independiente, es igual a una
constante numérica no nula. Algebraicamente, si consideramos el modelo de covariacion
exponencial:
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x(t) = Ae*t, con:
t es el valor actual de la magnitud variable independiente.
x es el valor actual de la magnitud variable dependiente.

x(t) es la representacion algebraica del valor actual de la magnitud variable dependiente, en
la notacion de funciones.

La razén promedio de cambio relativa en el intervalo actual At se expresa como:

Ax  x(t+At)—x(t) _ Aekt+AD_gekt
At At - At '

La expresion:

Ax Aek(t+At)_Aekt
At At ’

Representa la razéon de cambio promedio de la magnitud variable x en el intervalo actual At,
donde At es el incremento de t.

Propiedad de la covariacion exponencial:

Ax Aek(t+At)—Aekt
At At ’

Factorizamos Ae*t:

Ax Aek(t+Al’)_Aekl'
At At ’
Aekt‘l-kAt_Aekt

Ax
At At ’
Ax  AektekAt_gpkt
At At ’
Ax _ Aekt(ekAt—1)
At At '
Vemos que la razon promedio de cambio relativa depende de:

Ae*t : el valor actual de la magnitud variable dependiente.

k

e*At — 1 :un factor que depende solo de k y del incremento At.

Esto significa que:

e Lamagnitud variable dependiente no cambia de manera uniforme como el caso lineal.

e Los incrementos iguales en la variable independiente generan cambios proporcionales en
la variable dependiente.

e El cambio es multiplicativo y no aditivo, lo que explica el comportamiento caracteristico
de fenomenos de esta naturaleza.
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Interpretacion variacional de la razon de cambio promedio relativa

La razén de cambio promedio mide como cambia la magnitud x cuando la magnitud variable
independiente t se incrementa en At.

At At

e El cambio depende del valor actual de la magnitud variable dependiente y del incremento
At, pero siempre mantiene una proporcion constante relativa a x.

e [a magnitud variable dependiente cambia en proporcion a su valor actual.
Esto significa que para cada incremento igual en la magnitud variable independiente ¢, la
magnitud variable dependiente x aumenta en la misma proporcion con respecto a su estado
actual.

kAt
e —1
—( ) C

e Larazén de cambio promedio relativa solo depende de At, no de t. El término S

constante si At es fijo.

Esta interpretacion variacional de la razén de cambio promedio relativa permite que los
estudiantes comprendan que, para cada incremento igual en la magnitud independiente t, la
magnitud dependiente x aumenta proporcionalmente a su estado actual, capturando asi la esencia
de los fendmenos de covariacion exponencial continua.

En conclusion, la promocidn de un lenguaje variacional y herramientas variacionales dentro
de esta propuesta no solo facilitard la comprension de nociones fundamentales del Calculo
Diferencial, sino que también preparard a los estudiantes a modelar fendmenos reales de manera
dinamica y precisa. El enfoque permite trascender la manipulacion algebraica y fomenta la
construccion de imagenes mentales e interpretaciones cuantitativas sobre variaciones
infinitesimales, constituyendo un pilar central para el desarrollo del pensamiento variacional en
ingenieria.

En el siguiente apartado se desarrollan los aspectos tedricos que sustentan este proyecto de
intervencion, con el propdsito de clarificar las nociones, enfoques y fundamentos que orientan el
estudio de la covariacidon exponencial continua y el desarrollo del pensamiento variacional. En ¢l
se articulan las perspectivas conceptuales sobre las maneras de entender y las maneras de pensar,
los principios que guian el disefio de tareas matematicas y tecnoldgicas, asi como los elementos
cognitivos implicados en la coordinacion de magnitudes variables. Este marco no solo organiza las
ideas que fundamentan la propuesta didéctica, sino que también ofrece los criterios necesarios para
analizar los procesos de aprendizaje y justificar las decisiones metodoldgicas adaptadas en el
proyecto.
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En este apartado se presentan las consideraciones tedricas que a nuestro criterio son compatibles
con los objetivos del proyecto. Tales consideraciones se fundamentan, en primer lugar, en las
reflexiones realizadas por Guershon Harel (2008, 2008a, 2008b) en torno a la caracterizacion
pedagogica del conocimiento matematico. El autor establece una concepcidon pragmatica del
término “pensamiento matematico” y propone una estructuracion fundamental de la ensefianza de
las matematicas a la que denomina “ensefianza basada en DNR”, la cual orienta la comprension
del aprendizaje matematico desde una perspectiva cognitiva y didactica.

En segundo lugar, se incorpora un analisis de la literatura especializada en el area, con la
intencion de establecer una interpretacion y caracterizacion, coherente con su surgimiento y
evolucién, de la manera matematica de pensar denominada “pensamiento variacional”.

Estos aspectos nos permiten reconocer y establecer constructos teéricos y metodologicos que
ofrecen directrices para favorecer el desarrollo de este tipo de pensamiento matematico por parte
de los estudiantes, especialmente en contextos donde la comprension de la variacion y covariacion
constituye un eje central de aprendizaje.

A partir de las consideraciones previas, el presente marco local, denominado Marco Teorico
v Explicativo para el desarrollo del pensamiento variacional, se organiza en tres componentes:

e Componente 1: La vision del pensamiento matematico segiin Guershon Harel

e Componente 2: Un enfoque del pensamiento variacional

e Componente 3: Una estructura operativa que define las implicaciones metodologico-
didacticas para el desarrollo del pensamiento variacional

Con la finalidad de complementar y fortalecer las herramientas de disefio de tareas de
aprendizaje para promover el desarrollo del pensamiento variacional por los estudiantes, se
consideran dos subcomponentes esenciales que concretan la dimension operativa de este marco:
los principios de disefio de tareas matematicas (Barzel et al., 2013) y los principios de disefio de
tareas tecnologicas (Swidan et al., 2019).

Por lo tanto, a fin de contextualizar los componentes que integran este marco tedrico y
explicativo, resulta pertinente iniciar con una reflexion sobre el significado del término
pensamiento matematico. Dado que el desarrollo del pensamiento variacional se concibe en este
trabajo como una forma particular de dicho pensamiento, es necesario esclarecer primero qué se
entiende por ¢l. Comprender como se ha concebido este término en la literatura educativa permite
situar con mayor precision el sentido de los aspectos tedricos que sustentan este proyecto y, al
mismo tiempo, fundamentar la eleccion del enfoque adoptado en este estudio.

Introduccion

El término “pensamiento matematico” ha sido utilizado de diferentes maneras en el &mbito
educativo y académico, por ejemplo, algunos autores lo utilizan como sinénimo de “cultura
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matematica”. Desde este punto de vista, los docentes (especialmente en educacion bésica)
probablemente asuman que fomentar el pensamiento matematico implica inicamente ampliar el
conocimiento sobre conceptos y resultados de la disciplina. Otra parte de los docentes lo identifican
como pensamiento l6gico, entendiendo que su desarrollo consiste en ensefiar a los estudiantes a
razonar. Sin embargo, esta interpretacion es limitada, ya que el pensamiento logico no es exclusivo
de la matematica y no abarca toda la complejidad del pensamiento matematico.

El pensamiento logico se centra en el uso correcto del lenguaje y en la coherencia de las
expresiones, lo que influye en la capacidad de los estudiantes para comprender ideas matematicas.
Sin embargo, el pensamiento matematico va mas alla de la loégica y se manifiesta en multiples
situaciones de la actividad humana, lo que justifica su presencia como asignatura obligatoria en la
educacion basica.

A pesar de la importancia del concepto, no existe una definicion clara y ampliamente
aceptada de pensamiento matematico. Se han propuesto algunas descripciones, como aquella que
lo vincula mas con la actividad matematica que con la memorizacion de formulas y procedimientos.
También se ha diferenciado entre el pensamiento matematico elemental (relacionado con la
educacion preuniversitaria) y el pensamiento matematico avanzado (propio del nivel universitario
y de posgrado). En cambio, estudios como los de Selden y Selden (2013) y Sternberg (1996) han
sefalado la ambigiliedad del término, y revisiones recientes, como la de Van Schendel (2019),
concluyen que no se ha logrado establecer una definicion clara y aplicable de pensamiento
matematico.

Este problema tiene repercusiones en tres niveles, enfocdndonos en el ambito educativo y
académico. Primero, los docentes suelen tener una concepcion poco precisa de “pensamiento
matematico”, asocidndolo con la enculturacién matematica o con el pensamiento l6gico. Segundo,
los documentos curriculares oficiales no ofrecen explicaciones concretas ni ejemplos ilustrativos
que permitan a los docentes comprender el concepto de manera clara. Tercero, en el ambito
académico, las teorias sobre pensamiento matematico son variadas y no necesariamente
concordantes, aunque no se contradigan.

Ante la dificultad de definir el término “pensamiento matemdatico” de manera rigurosa, la
alternativa consiste en “establecer la concepcion semantica y operativa” de dicho término, es decir,
explicar su significado y su aplicacion en contextos educativos especificos (Camarena et al., 2022,
p. 52). Por estos motivos, en este trabajo intentamos apoyarnos en la concepcion de pensamiento
matematico propuesta por Harel (2008, 2008a, 2008b) como una base para disefar estrategias de
ensefanza dirigidas a estudiantes que no han elegido formarse como matematicos, sino como
ingenieros o cientificos naturales (fisicos, quimicos, bidlogos, gedlogos, etc.), con el fin de
favorecer la comprension y aplicacion de conceptos matematicos en sus respectivos campos.

5.1 Pensamiento matematico segiin Guershon Harel

Harel (2008, 2008a, 2008b, 2021), afirma que el proposito fundamental de la educacion
matematica consiste en desarrollar el pensamiento matematico en los estudiantes. Dicho
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pensamiento lo concibe como un conjunto de maneras matematicas de entender y maneras
matematicas de pensar. El autor define a las maneras de entender como el producto cognitivo
particular de un acto mental realizado por una persona, y a las maneras de pensar como las
caracteristicas cognitivas de un acto mental realizado por una persona, las cuales pueden inferirse
a partir de las acciones repetidas de sus maneras de entender.

Esta profunda reflexion realizada por Harel en torno a la caracterizacion del conocimiento
matematico y del proposito fundamental de la ensenanza de las Matematicas, y promovida por ¢l
activamente durante los afios recientes, le ha llevado a formular un esquema metodologico para
alcanzar tal propdsito. Dicho esquema lo ha denominado “la ensefianza basada en DNR”. El
acrdstico en la denominacion proviene de los tres principios fundamentales en los que se sustenta
dicho esquema; el principio de Dualidad (D), el principio de Necesidad intelectual (N), y el
principio del Razonamiento reiterado (R).

El principio de Dualidad establece que los estudiantes desarrollan maneras de pensar solo
mediante la construccion de maneras de entender, y las maneras de entender que producen estan
determinadas por las maneras de pensar que ya poseen (Harel, 2008, p. 19). Este principio afirma
que las maneras de entender (conceptos y habilidades) y las maneras de pensar (practicas,
disposiciones y creencias) son interdependientes: entre ellas existe una relacion bidireccional.

Por su parte, el principio de Necesidad establece que para que los estudiantes aprendan lo
que nos proponemos ensefiarles, deben tener una necesidad de ello, donde “necesidad” se refiere a
una Necesidad intelectual, no a una necesidad social o economica (Harel, 2008, p. 20). El término
Necesidad intelectual al que apela Harel se refiere a la natural y espontanea inclinacion del ser
humano hacia la curiosidad, a esa tendencia inquisidora a entender el porqué de las cosas. Es la
tendencia natural de un espiritu racional. En este sentido, la ensefianza debe disenarse de modo que
despierte en los estudiantes el deseo de comprender, mas que la obligaciéon de memorizar.

Finalmente, el principio de Razonamiento reiterado destaca que los estudiantes deben
practicar de manera reiterada el razonamiento para internalizar, organizar y retener las maneras de
entender y las maneras de pensar (Harel, 2008, p. 21). La experiencia repetida (no la mecanizacion)
es la clave para la consolidacion y profundizacion de las maneras matematicas de entender y de
pensar. “La secuencia de problemas debe provocar continuamente el razonamiento a través de las
situaciones y de las soluciones, y debe responder a las cambiantes necesidades intelectuales de los
estudiantes” (Harel, 2008, p. 21).

5.1.1 El aprendizaje y la ensefianza desde la perspectiva del modelo DNR

Harel (2021) plantea una profunda critica a los enfoques tradicionales de ensefianza de las
matematicas, sefialando que estos suelen alinearse con lo que Greeno (1992) denomina la filosofia
de “pensar con lo bésico”. Desde esta perspectiva, se asume que la comprension matematica
emerge Unicamente después de que el estudiante ha adquirido una cantidad suficiente de hechos,
procedimientos y conocimientos elementales; es decir; primero debe “aprender lo basico” para
poder pensar. En contraste, tanto Greeno como Harel defienden una filosofia de “pensar es basico”,
segiin la cual el entendimiento y el pensamiento se desarrollan mediante una progresion de
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actividades intelectuales desafiantes desde el inicio del aprendizaje, en lugar de posponer la
oportunidad de pensar hasta después de dominar un conjunto de contenidos previos.

Desde la perspectiva del modelo DNR (Dualidad, Necesidad intelectual y Razonamiento
reiterado), las matematicas, tanto en su dimension institucional como en la cognitiva del estudiante,
se componen de dos categorias complementarias de conocimiento; maneras de entender y maneras
de pensar. El conocimiento matematico institucionalizado a lo largo de la historia puede concebirse
como un conjunto que incluye axiomas, definiciones, teoremas, demostraciones, problemas y
soluciones, todos ellos productos de determinadas maneras de pensar que han sido validadas
socialmente por la comunidad de matematicos (Harel, 2008). A su vez, en el proceso individual de
aprendizaje, las maneras matematicas de entender y pensar se encuentran estrechamente
vinculadas, de modo que la ensefianza basada en DNR busca crear las condiciones para que los
estudiantes desarrollen ambas de forma articulada.

En términos instructivos, esta perspectiva implica disefiar experiencias que despierten la
necesidad intelectual de aprender, favorezcan la construccion activa de ideas y practicas
matematicas, y promuevan su internalizacién, organizacion y retencion a largo plazo (Harel,
2008b). Para el autor, la practica deliberada y reiterada del razonamiento, es decir, intencional y
reflexiva, desempefia un papel decisivo en tres procesos cognitivos fundamentales: (a) la
internalizacion del conocimiento, evidenciada en la capacidad de aplicarlo de forma autonoma; (b)
la organizacion y reorganizacion del conocimiento, manifestada en la formacion de redes
conceptuales jerarquicas, y; (c¢) la retencion del conocimiento, observable en la conservacion de lo
aprendido a lo largo del tiempo.

De acuerdo con el principio de Razonamiento reiterado, los estudiantes deben enfrentarse
sistematicamente a situaciones problema que los impulsen a reconstruir o reorganizar su
entendimiento. Este principio reconoce que el razonamiento sostenido y deliberado es el medio por
el cual las maneras de entender se fortalecen y evolucionan hacia maneras de pensar sofisticadas.
En este sentido, las maneras de pensar que los estudiantes adquieren en el presente determinan la
calidad de los conceptos y las habilidades que podran desarrollar en el futuro, pues constituyen la
base cognitiva desde la cual se construyen nuevas comprensiones matematicas.

La perspectiva de aprendizaje del DNR se apoya, ademas, en la idea que aprender implica
necesariamente una serie de perturbaciones intelectuales, sociales y afectivas, que no son
obstaculos, sino componentes esenciales del conocimiento construido (Harel, 2013). En muchos
casos se suele asociar la Necesidad intelectual con la aplicacion. En este contexto, la Necesidad
intelectual aborda el aspecto motivacional y cognitivo del aprendizaje, al postular que las nuevas
comprensiones deben emerger de problemas matematicos que el estudiante perciba como
auténticamente relevantes. Mientras que el término aplicacion se refiere, dentro del DNR, a
situaciones que consolidan conocimientos ya adquiridos, la Necesidad intelectual se asocia con la
busqueda de conocimientos aun no poseidos, impulsando la creacion de nuevas estructuras
conceptuales.

En lo que respecta a la ensefianza, Harel (2008b) sostiene que el conocimiento del profesor
debe organizarse en tres componentes interrelacionados:
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1. EI conocimiento matematico, referido a las maneras de entender y pensar deseables que
posee el profesor.

2. El conocimiento del aprendizaje de los estudiantes, que implica la comprension de los
procesos cognitivos y epistemoldgicos involucrados en el desarrollo de determinadas
maneras matematicas de entender y de pensar.

3. El conocimiento pedagbgico, relacionado con las practicas y estrategias de ensefianza que
facilitan dicho desarrollo.

Estos tres componentes conforman la base para que el profesor pueda disefiar y gestionar
entornos de aprendizaje que fomenten la construccion de conocimiento matematico por parte de
sus estudiantes.

Metodologicamente, Harel (2008a) resalta que los constructos teéricos “acto mental”,
“manera de entender” y “manera de pensar” ofrecen una estructura operativa con implicaciones
didacticas para la ensefianza y la investigacion educativa. En este marco, el profesor debe: (a)
identificar, determinar y describir los actos mentales de interés; (b) identificar los productos
cognitivos de dichos actos (estas son las maneras de entender); (c) inferir las caracteristicas
cognitivas de los actos mentales (estas son maneras de pensar identificadas en los estudiantes).

En sintesis, los principios y constructos del modelo DNR proporcionan un marco sélido para
repensar la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, al situar el desarrollo del pensamiento
matematico como eje central del proceso educativo. Desde esta perspectiva, en este proyecto
retomamos las aportaciones de Harel para proponer dos constructos teodricos derivados y
especificos del pensamiento variacional; las Maneras Variacionales de Entender (MVdE) y las
Maneras Variacionales de Pensar (MVdP), que se presentan como una concrecion de los
planteamientos del DNR, principalmente del principio de Dualidad, y seran analizados mas
adelante en este apartado.

Cabe sefialar que estas aportaciones tedricas se originan en un estudio anterior desarrollado
por los autores de este trabajo (Amador y Jiménez, 2023), en el cual se fundamentd, disefi6 y valido
una intervencion didactica orientada a promover el desarrollo del pensamiento variacional por
estudiantes, desde un enfoque de carécter variacional y dinamico. Dicho trabajo constituyod una
primera version en esta linea, como resultado de un esfuerzo de clarificacion tedrica y practica en
torno al uso de estos constructos teoricos. Tal trabajo se abord6 por medio de un analisis critico y
sistematico, orientado desde una perspectiva cognitiva, del contenido matematico relacionando con
la covariacion exponencial simple. El presente estudio, en consecuencia, da continuidad a esa
propuesta inicial, profundizando en los fundamentos tedricos y ampliando el alcance desde el punto
de vista practico de los constructos formulados.

5.2 Enfoque del pensamiento variacional
El pensamiento variacional constituye una forma particular de pensamiento matematico que
permite comprender los fendmenos del mundo desde una perspectiva centrada en la variacion y el

cambio. Este enfoque permite analizar como ciertas propiedades de los fendmenos se relacionan a
lo largo del tiempo o el espacio y entre si, ofreciendo una vision dinamica de los procesos naturales
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y sociales. En este sentido, las matematicas desempefian un papel fundamental, ya que
proporcionan herramientas y métodos necesarios para modelar, representar y explicar estos
fenomenos.

Desde esta perspectiva, este tipo de pensamiento matematico requiere una
reconceptualizacion en la forma en que se concibe actualmente la actividad matematica en el
ambito escolar, desplazando la atencion de los objetos estaticos y rutinas procedimentales, hacia
una comprension dindmica que privilegia los procesos y las interacciones entre magnitudes en
términos de relaciones cuantitativas y sus diversas representaciones. En consecuencia, el estudio
de la variacién invita a reconsiderar los fundamentos mismos de la practica matematica, situando
en el centro los procesos o fenomenos de la realidad.

Esta vision dindmica del pensamiento variacional conduce de manera natural a preguntarse
sobre qué entidades opera dicho pensamiento. Como resultado del analisis critico de la literatura
especializada sobre el tema, hemos llegado a concebir que el pensamiento variacional exige una
manera dindmica de pensar (Vasco, 2003), y que esta directamente relacionado con el estudio de
las magnitudes variables. Concebimos a las magnitudes variables como aquellas propiedades o
cualidades perceptibles y cuantificables en los fenomenos y procesos de la realidad, que por su
naturaleza intrinseca son dindmicos. Las magnitudes variables realmente varian. Estan por doquier
presentes en los asi llamados fenémenos o procesos de variacion y cambio. En el pensamiento
variacional el papel protagonico lo desempefian las magnitudes variables, que son objetos
matematicos de una naturaleza esencialmente distinta a la de las funciones, mientras que éstas
figuran s6lo como actores secundarios, como una de las varias herramientas emergentes para la

matematizacion de las magnitudes variables y de los procesos en que ellas intervienen (Jiménez et
al., 2022).

Al estudiar el cambio nos referimos en la manera en como una magnitud variable cambia o
varia con respecto a otra. Thompson et al. (2019) consideran que el uso que se le da a este término
resulta ser ambiguo en contextos matematicos. Afirman que la manera adecuada de interpretarlo
consiste en concebir que el cambio que experimentan las magnitudes variables en procesos o
fendmenos de variacion esta sucediendo de manera progresiva en ese momento, es decir, que tiene
la connotacion de “cambio en progreso”. Las magnitudes variables varian teniendo inevitablemente
un trasfondo temporal, aun y cuando el tiempo no sea una variable relevante. Esta manera de
concebir los fendmenos de variacion hace imprescindible recurrir al uso de herramientas
tecnologicas para su estudio en el salon de clase.

En el estudio presentado por Thompson y Carlson (2017), asi como por Jiménez et al. (2022),
los autores conciben que el pensamiento variacional esta constituido por dos fases: el razonamiento
variacional y el razonamiento covariacional, ambos tienen que ver con la conceptualizacion
matematica de las magnitudes variables. En el primer caso, se despliega el razonamiento y trabajo
matematico sobre una sola magnitud variable en la recta numérica, y en el segundo, el razonamiento
simultaneo y el trabajo matematico sobre dos magnitudes variables en el plano cartesiano.
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Con el objetivo de profundizar en la pertinencia de este enfoque, describiremos sus
caracteristicas fundamentales. Consideremos que esta concepcion permite vincular al pensamiento
variacional con la realidad, al entenderlo no como una manifestacion de las funciones, sino como
las matematicas de las magnitudes variables. Por su naturaleza, las funciones numéricas no exigen
necesariamente una conexion con fendmenos reales, ya que su definicion las sitia como relaciones
particulares que operan entre conjuntos de nimeros; estos y otros aspectos seran abordados a
continuacion.

5.2.1 Caracteristicas esenciales del pensamiento variacional

Para promover el tipo de pensamiento matematico que esta directamente relacionado con la
matematica de la variacion y el cambio es necesario precisar su objeto de estudio y caracteristicas
que lo definen. El enfoque que se establece en este estudio se distingue por resaltar una forma
dindmica de razonar sobre las ideas fundamentales que permitieron a los matematicos desarrollar
el Calculo en su época; la nocion de cantidad continua, la comprension de la cantidad variable y el
manejo de lo infinitamente pequefio. En lo que sigue, se describen los aspectos que definen este
tipo de pensamiento, comenzando por su objeto de estudio: las magnitudes variables.

a) El objeto de estudio del pensamiento variacional son las magnitudes variables

En diversos fenomenos naturales y sociales se manifiestan magnitudes que varian a lo largo
del tiempo o el espacio. Por su naturaleza estas magnitudes variables reflejan el dinamismo propio
de los procesos de la realidad y constituyen, por tanto, el objeto central del pensamiento variacional.
Ejemplos de tales magnitudes son el tiempo, la temperatura, la presion o la velocidad, entre otras,
todas ellas susceptibles de medirse o ser cuantificadas usando la unidad o patron y el instrumento
correspondiente, es decir, las magnitudes variables tienen unidades de medida (Jiménez et al.,
2022).

El pensamiento variacional se interesa en comprender y matematizar el comportamiento de
estas magnitudes, analizando cdmo cambian, se relacionan y qué patrones se derivan de su
evolucion. En este sentido Jiménez et al. (2022) identifican cuatro caracteristicas esenciales de las
magnitudes variables:

1. El simbolo que las representa alude, en primera instancia, a la cualidad cuantificable
(temperatura, presion, tiempo, densidad, etc.)

2. Dicho simbolo también representa todos y cada uno de los valores numéricos que la
magnitud puede asumir en el fenomeno.

3. Estos valores numéricos no cambian de manera aleatoria, sino que siguen una secuencia
temporal o espacial coherente.

4. Tal secuencia de valores numéricos puede ser continua o discreta, aunque el pensamiento
variacional se enfoca particularmente en la continuidad del cambio.

En cambio, el trabajo matematico centrado en las funciones numéricas se caracteriza por su
tratamiento abstracto de caracter estatico. Por su naturaleza una funcion real de una variable real
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se concibe como una relacion de correspondencia entre dos conjuntos numéricos, sin requerir
necesariamente una referencia a fenomenos reales. Asi lo expresan Larson y Edwards (2016):

Sean X y Y conjuntos de niumeros reales. Una funcién real f de una variable real x de X a Y’
es una regla de correspondencia que asigna a cada nimero x en X exactamente un nimero y
de Y. El dominio de f es el conjunto X. El nimero y es la imagen de x bajo f y se denota
mediante f(x), a lo cual se llama el valor de f en x. El rango de f se define como el
subconjunto de Y formado por todas las imagenes de los nimeros en X. (p. 19)

Esta definicion pone de manifiesto el caracter puramente abstracto, numérico y estatico de
las funciones. Las variables numéricas que intervienen en ellas representan simplemente elementos
de conjuntos, sin necesidad de estar ligados a mediciones o a la cuantificacién de fendmenos de la
realidad. Mientras que los valores numéricos asociados a magnitudes variables conservan un
vinculo intrinseco con el fenomeno que las origina y estan inquebrantablemente asociados a una
dimension temporal. En contraste, los de las variables numéricas son seleccionados de manera
arbitraria y carecen de una relacion temporal significativa, ya que, en los conjuntos numéricos, el
orden en el que se toman sus elementos no tiene mayor importancia.

De esta manera, el foco de atencion del pensamiento variacional se sitiia en las magnitudes
variables, su significado fisico y respectivas unidades de medida, entre otros aspectos, pues estas
expresan el cambio como un proceso genuinamente dindmico, incluso en situaciones donde el
tiempo no sea una variable relevante. En sintesis, mientras las funciones numéricas abstraen
relaciones estaticas entre nimeros, el pensamiento variacional busca comprender como y por qué
varian las magnitudes en los fendmenos reales, atendiendo a su naturaleza continua y cambiante.

b) El trabajo matematico con las magnitudes variables requiere de una manera
variacional de pensar

El estudio y analisis de las magnitudes variables que intervienen en los fendmenos de la
realidad exigen un tipo de razonamiento distinto al requerido para las funciones numéricas. Este
razonamiento, denominado pensamiento variacional, busca comprender el cambio en progreso de
los valores numéricos de las magnitudes variables y como cambian en relacidon con diversos
factores (Jiménez et al., 2022).

Dicho pensamiento combina aspectos cualitativos (como la construccion de imagenes
mentales dindmicas del cambio), y aspectos cuantitativos (como el uso de técnicas, expresiones
algebraicas y calculos numéricos) como implicacion del trabajo matematico con las magnitudes
variables. En su estructura interna, el pensamiento variacional se compone de dos tipos de
razonamientos interrelacionados (Thompson y Carlson, 2017; Jiménez et al., 2022):

e Razonamiento variacional: centrado en la comprension del cambio en progreso de
una sola magnitud variable, teniendo esta un trasfondo temporal y permitiendo su
estudio matematico en la recta numérica.
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e Razonamiento covariacional: enfocado en el cambio conjunto y simultaneo de dos
magnitudes variables, permitiendo su estudio matematico en el plano cartesiano.

El desarrollo del pensamiento variacional en los estudiantes requiere avanzar
progresivamente del razonamiento variacional hacia el razonamiento covariacional, transitando del
analisis del cambio de una sola magnitud a la comprension de la interdependencia entre dos o mas
magnitudes (Jiménez, 2020).

En sintesis, esta caracteristica subraya que el trabajo matematico con magnitudes variables
exige una forma particular de razonar, orientada a comprender el cambio como proceso dindmico.
Desde esta perspectiva, el pensamiento variacional articula lo cualitativo y cuantitativo,
promoviendo en los estudiantes la capacidad de visualizar, representar y anticipar el
comportamiento de las magnitudes en fendémenos reales.

¢) El lenguaje empleado en el trabajo matematico con las magnitudes variables es de
cardcter variacional

El lenguaje empleado en el trabajo matematico con magnitudes variables es, ante todo,
variacional: esta disefiado para describir la variacion y el cambio en progreso de los valores
numéricos de las magnitudes variables a lo largo del tiempo o en diferentes situaciones, y que por
lo mismo deben presentar dinamismo en su descripcion. Este lenguaje combina expresiones
coloquiales con notacion simbolica, y refleja la naturaleza dindmica de los fendmenos analizados.

Jiménez et al. (2022) distinguen tres tipos de valores numéricos en el estudio de una magnitud
variable: el valor actual, los valores anteriores o previos, y los valores posteriores. La relacion entre
ellos permite caracterizar comportamientos crecientes o decrecientes. Asi, por ejemplo, una
magnitud creciente cumple que su valor actual es mayor que los valores anteriores y menor que los
valores posteriores, mientras que una magnitud decreciente cumple la relacion inversa.

Este tipo de lenguaje se distingue por su capacidad para expresar el cambio y la
direccionalidad del fendmeno, integrando términos cotidianos, simbolos y relaciones que reflejan
el dinamismo del proceso en estudio, reconociendo sus aspectos cuantitativos. Este lenguaje
permite describir y expresar la variacion del fendmeno estudiado de forma coherente,
constituyendo asi un medio esencial para pensar y comunicar el cambio dindmico de manera
estructurada; por lo tanto, el lenguaje requerido en el trabajo matematico con las magnitudes
variables que intervienen en los fenémenos de la realidad es esencialmente de caracter variacional
y dindamico.

d) El pensamiento variacional utiliza una variedad de representaciones y herramientas
(numeérica, grafica y algebraica) para analizar y matematizar el comportamiento de
las magnitudes variables

La matematizacion de las magnitudes variables requiere de multiples representaciones que
permiten analizar, visualizar y describir el cambio desde diferentes perspectivas. Jiménez et al.
(2022) destacan las siguientes:
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e Representacion tabular o numérica: permite organizar los valores numéricos de las
magnitudes. Se pueden realizar calculos y operaciones, por ejemplo, calcular
diferencias o cambios absolutos entre pares de valores numéricos consecutivos,
proporcionando de manera clara informacion sobre el comportamiento de la magnitud
variable.

e Representacion grafica: traduce el cambio en una codificacion geométrica que revela
tendencias o patrones; en contextos dindmicos, las graficas adquieren un caracter
covariacional.

e Representacion algebraica o analitica: establece relaciones cuantitativas entre
magnitudes variables mediante igualdades algebraicas o mediante funciones,
concebidas como una relaciéon de dependencia entre los valores numéricos de dos
magnitudes variables.

e Representacion verbal: expresa con precision los comportamientos y relaciones entre
las magnitudes utilizando el lenguaje natural.

e Representacion iconica: consiste en una serie de dibujos o ilustraciones que permite
visualizar directamente a las magnitudes variables perceptibles que intervienen en un
fendmeno.

e Representacion digital: posibilita la observacion dindmica del cambio mediante
simulaciones o videos, resaltando el caracter progresivo de la variacion.

Estas representaciones constituyen herramientas variacionales, ya que permiten estudiar
tanto el cambio de una sola magnitud (en la recta numérica), como en el cambio conjunto de dos
magnitudes (en el plano cartesiano).

En contraste, las representaciones que se emplean en el estudio de las variables y funciones
numéricas son estaticas, al mostrar relaciones de correspondencias discretas entre conjuntos
numéricos. Emplean herramientas tradicionales: tablas de valores puntuales, graficas estaticas,
calculo de valores de funciones entre otros.

e) En el estudio matemdatico del cambio en progreso, las grdficas cartesianas son
codificaciones dinamicas (como videoclips) de fenomenos o procesos de variacion

En el pensamiento variacional, las graficas se conciben como codificaciones dinamicas del
cambio en progreso, mas que como simples correspondencias numéricas (Jiménez et al., 2022).
Desde esta perspectiva, son como “videoclips matematicos” que representan visualmente el devenir
de un fenomeno.

A diferencia de las graficas conjuntistas obtenidas mediante la técnica de punteo, que muestra
relaciones estaticas entre pares de numeros, las graficas covariacionales capturan el movimiento
simultdneo de dos magnitudes variables, mostrando como una cambia en dependencia del cambio
de la otra.

Este enfoque permite no solo observar la evolucion de un fenémeno, sino también predecir
su comportamiento, identificar regularidades y formular modelos que describan su desarrollo,
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potenciando la comprension del cambio continuo. En este sentido, la grafica deja de ser un producto
estatico y se transforma en una representacion dinamica del proceso variacional, es decir, se usan
puntos moviles sobre la recta numérica (para una magnitud) o plano cartesiano (para dos
magnitudes) que reflejan los valores permisibles de cada magnitud identificada en el fendémeno
analizado.

Asi, las graficas empleadas en el pensamiento variacional son covariacionales y dinamicas.
Las graficas de las funciones numéricas son conjuntistas y estaticas, puntos obtenidos por la técnica
de punteo, conectados para formar la grafica; muestran correspondencias discretas sin reflejar
directamente cambios progresivos o relacionales de dependencia dindmicas.

f) En el pensamiento variacional, mas que interesarse por las diferentes clases de
funciones, el trabajo matemadtico con las magnitudes covariantes se interesa por
identificar y describir los tipos badsicos de covariacion

Mas que interesarse en la tipologia de funciones, el pensamiento variacional se interesa en
identificar y describir los tipos basicos de comportamientos variacionales y covariacionales que se
manifiestan en las magnitudes presentes en los fendmenos.

Jiménez et al. (2022) establecen una tipologia que permiten caracterizar las variaciones de
una magnitud variable. Entre los tipos basicos de variacidon se encuentran: crecimiento uniforme,
crecimiento acelerado, crecimiento desacelerado, decrecimiento uniforme, decrecimiento
acelerado, decrecimiento desacelerado y crecimiento nulo (magnitud constante). Ademas,
describen siete tipos elementales de comportamientos covariacionales, es decir, aquellos que
expresan las distintas formas en que los valores numéricos de dos magnitudes variables pueden
variar conjuntamente: crecimiento covariacional acelerado, crecimiento covariacional
desacelerado, decrecimiento covariacional uniforme, decrecimiento covariacional acelerado,
decrecimiento covariacional desacelerado y crecimiento covariacional nulo (constante).

Asi, en el pensamiento variacional la atencion estd en los comportamientos dinamicos de las
magnitudes variables, promoviendo una comprension profunda del cambio y de las relaciones de
dependencia que subyacen en los fendmenos, y no en las propiedades de las funciones.

Cabe sefialar que en nuestro proyecto de intervencion no se analizaran todos estos tipos
basicos de covariacion, dada la naturaleza del contenido matematico que se decidi6 abordar. En la
covariacion exponencial continua se manifiestan solamente dos de estos tipos elementales, el
crecimiento covariacional acelerado y el decrecimiento covariacional desacelerado. Otros tipos de
covariacion exponencial mas complejos (p. €j. la covariacion logistica) no seran considerados.

En conjunto, las caracteristicas descritas permiten reflexionar que el pensamiento variacional
constituye una forma particular de razonamiento matematico, orientado a entender y representar el
cambio en progreso de las magnitudes variables. Este pensamiento articula lo cualitativo con lo
cuantitativo, lo simbolico con lo grafico y cambia lo estatico por lo dindmico, dando lugar a la
matematizacion de los fenémenos de la realidad. Por lo tanto, su objeto de estudio no son las
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funciones y variables numéricas en si mismas, sino las magnitudes variables y las relaciones
cuantitativas dindmicas que emergen de ellas.

5.3 Estructura operativa para el desarrollo del pensamiento variacional

Tomando como base el enfoque del pensamiento variacional, y la vision de pensamiento
matematico segun Harel (2008), establecemos que, para promover el desarrollo del pensamiento
variacional por los estudiantes, se deben disefiar estrategias de aprendizaje que les permitan generar
maneras variacionales de entender y maneras variacionales de pensar. A las Maneras Variacionales
de Entender (MVdAE) las definimos como el producto cognitivo particular del acto mental de
producir imagenes dinamicas relacionadas con las caracteristicas o propiedades esenciales de las
magnitudes variables, presentes en los fenomenos de variacion y cambio en progreso, y a las
Maneras Variacionales de Pensar (MVdP) las describimos como las caracteristicas cognitivas del
acto mental de producir imagenes dinamicas por el estudiante, reveladas de las ejecuciones
repetidas de sus maneras variacionales de entender.

Por ejemplo, si un estudiante formula una interpretacion, similar o igual, argumentando que
“los valores numéricos que toma la literal que representa a una magnitud variable estan asociados
con una unidad de medida”, esta evidenciando una manera variacional de entender, porque es un
producto cognitivo particular de su acto mental de interpretar una caracteristica importante de las
magnitudes variables. Y si sostiene méas de una manera variacional de entender es probable que
posea, ademds, la manera variacional de pensar que “las magnitudes variables toman
progresivamente valores numéricos que podemos dividir en tres grupos: el valor actual, los valores
previos y los valores posteriores”.

Desde esta perspectiva, el pensamiento variacional de los estudiantes evoluciona
progresivamente a medida que interactia con situaciones y tareas disefiadas para promover la
reflexién y matematizacion del cambio y la covariacion. Las MVAE y MVdAP se conciben, por tanto,
como procesos de construccion mental interdependientes que orientan el transito desde
representaciones intuitivas y visuales hacia representaciones formales y estructuradas del
razonamiento matematico. Este transito no solo describe el desarrollo cognitivo del estudiante, sino
que también ofrece directrices para el disefio de tareas de aprendizaje que promuevan dicho
desarrollo.

En consecuencia, las MVdE y MVdP operan como elementos de mediacion entre el mundo
real y el mundo matematico, al establecer vinculos entre los objetos matematicos y las propiedades
cuantitativas de las magnitudes variables que intervienen en los fendmenos de la realidad. De este
modo, constituyen una base explicativa que permite comprender coémo los estudiantes pueden
matematizar la realidad mediante el reconocimiento de las relaciones dindmicas que gobiernan los
procesos de variacion y covariacion.

Finalmente, al establecerse en términos de propiedades cuantitativas y procesos dindmicos,
las MVdE y MVdP promueven la formulacion de una secuencia cognitiva para el desarrollo del
pensamiento variacional. Las MVdE, como manifestaciones observables de los actos mentales de
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los estudiantes, ofrecen indicadores sobre como promover la comprension; mientras que las MVdP
representan la consolidacion de esas comprensiones en caracteristicas cognitivas. Asi, ambas
constituyen el nticleo operativo del marco teoérico-metodologico que sustenta este estudio, al definir
las formas en que los estudiantes pueden capturar la esencia de los procesos de variacion y cambio
en progreso.

Como parte de este esfuerzo de teorizacion, desde el punto de vista 16gico, en nuestro trabajo,
hemos identificado y caracterizado un conjunto de MVdE y MVdP, a nivel general, referidas a
cualquier proceso de variacion (ver Tabla 3 y 4). A partir de ellas, se han identificado y
caracterizado MVdE mas especificas asociadas a los procesos de covariacion exponencial, las
cuales son fundamentales para orientar el disefio de nuestra secuencia de actividades. Mas adelante
en este documento, en la Tabla 5, se presentan de manera resumida algunas de dichas Maneras
Variacionales de Entender la Covariacion Exponencial Continua (MVdE-CExpC).

5.3.1 Maneras Variacionales de Entender y Maneras Variacionales de Pensar

A continuacién, se muestran algunas Maneras Variacionales de Entender que pueden
promoverse y manifestarse en los estudiantes al razonar sobre fendmenos de variacion. En
congruencia con la concepcion del pensamiento variacional asumida en este estudio, directamente
relacionada con la matematizacion de las magnitudes variables, se considera manera no
variacional de entender toda aquella que se aparta de este criterio.

En otras palabras, las maneras no variacionales se caracterizan por centrarse en las funciones
numéricas como objetos formales o en el tratamiento simbolico y conjuntista de las variables, sin
una referencia explicita a las magnitudes que varian en un fendmeno. Aunque muchas de estas
maneras de entender son matematicas, no promueven un razonamiento variacional ni
covariacional, pues no se refieren el cambio continuo y cuantitativo de magnitudes.

Por el contrario, las maneras variacionales de entender se anclan en la comprension de las
magnitudes variables y en la forma en que sus valores cambian de manera continua, suave y
coherente con una realidad cuantificable. Estas maneras de entender constituyen el nucleo del
pensamiento variacional y se distinguen por su potencial para generar modelos matematicos de
procesos reales de cambio. Otras maneras de entender en este rubro no son matematicas, y por
ende, tampoco pueden ser consideradas como variacionales (ver Tabla 3 y 4).

a) Maneras no Variacionales de Entender y Maneras Variacionales de Entender

Tabla 3: Maneras no Variacionales de Entender vrs Maneras Variacionales de Entender

No variacional Variacional

Las variables son objetos matematicos abstractos Las variables algebraicas son simbolos que

(sin significado); no representan nada que tenga  escogemos de manera conveniente para

que ver con alguna realidad. representar aspectos cuantitativos esenciales de
cierta realidad que intentamos comprender.
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La variable tiene o representa un tinico valor
numérico; es simplemente un nimero, es el
valor de la variable en el instante que se analiza.

La magnitud variable toma progresivamente
infinitos valores numéricos.

La variacién consiste en cambios cualitativos en
los fendmenos o procesos.

La variacién implica fundamentalmente cambios
cuantitativos: cambios en los valores numéricos
de las magnitudes variables.

La literal representa un valor numérico.

La literal representa todos y cada uno de los
valores numéricos de la magnitud variable.

A las literales no se les asignan unidades de
medida.

Los valores numéricos que toma la literal que
representa a una magnitud variable estan
asociados con una unidad de medida.

La variacion consiste en cambios que ocurren “a
saltos”.

La variacion implica cambios continuos y suaves
en los valores de las magnitudes variables.

Los valores numéricos de la literal les son
asignados arbitrariamente.

Los valores numéricos que toma la literal pueden
ser progresivamente medidos o calculados.

Los valores numéricos de x y y pueden ser
asignados libre o arbitrariamente,
indistintamente el uno del otro.

Los valores numéricos de las magnitudes
variables no pueden ser asignados arbitrariamente;
a un valor dado de x le corresponde solo un valor
perfectamente definido de y.

Las expresiones algebraicas con literales son
solo objetos matematicos manipulables.

Las expresiones algebraicas en las que intervienen
literales como variables tienen congruencia
dimensional con lo que ellas representan.

Una igualdad o ecuacion algebraica es algo que
se debe resolver o que se emplea para realizar un
calculo.

Una igualdad algebraica en la que intervienen
literales como variables es un modelo matematico
de la relacion cuantitativa que existe entre tales
magnitudes variables.

La razon promedio de cambio es el valor de la
pendiente de la secante a la curva.

La razon media de cambio de una magnitud
variable dependiente, con respecto al incremento
uniforme de su variable independiente, es la razon
constante de cambio de un proceso uniforme
imaginario (ideal) que permitiria pasar del estado
inicial al estado final del proceso real no
uniforme.

Nota. Elaboracion conjunta con el Director de Tesis.
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A continuacioén, se muestran algunas Maneras Variacionales de Pensar para cualquier
proceso de variacion, junto con las que no se consideran variacionales. Al igual que en el caso de
las Maneras Variacionales de Entender, las Maneras Variacionales de Pensar estan directamente

relacionadas con las magnitudes variables. A las maneras de pensar que no caen bajo este criterio,

asi como a las maneras de pensar que no son matematicas, las hemos clasificado como no

variacionales.

b) Maneras no Variacionales de Pensar y Maneras Variacionales de Pensar

Tabla 4: Maneras no Variacionales de Pensar vrs Maneras Variacionales de Pensar

No variacional

Variacional

Las tnicas variables que se estudian en
matematicas son X y y.

Las magnitudes variables pueden estar representadas
por diferentes simbolos o literales, segiin convenga.

Los valores numéricos que toma la variable no
estan sujetos a una dependencia temporal, son
asignados arbitrariamente.

Las magnitudes variables toman progresivamente
valores numéricos que podemos dividir en tres
grupos: el valor actual, los valores previos y los
valores posteriores.

El movimiento de la variable independiente es
arbitrario: los valores numéricos que toma ocurren
arbitrariamente.

La magnitud variable independiente siempre crece de
manera continua y uniforme (emula al tiempo).

Las igualdades algebraicas son formulas para
calcular el valor de y a partir del valor de x.

Las igualdades matematicas entre magnitudes
variables representan cantidades y relaciones
cuantitativas dinamicas.

Las igualdades algebraicas son verdaderas solo en
el sentido matematico.

Las igualdades algebraicas con variables no s6lo
deben ser verdaderas en el sentido matematico, sino
que deben ser razonablemente satisfactorias en
relacion con la realidad que pretenden modelar.

La rapidez del cambio permite medir la distancia
con respecto al tiempo y solo es un niamero fijo,
estatico en todo momento.

Cuando algo cambia, lo hace con cierta intensidad,
tasa o ritmo de cambio. Es posible cuantificar o
expresar con niimeros la rapidez del cambio.

Los simbolismos matematicos en la modelacion
de fenomenos son formulas en las cuales se
sustituyen nimeros.

El simbolismo matematico empleado para modelar
situaciones de variacion (cambio en progreso)
permite formular conjeturas y verificarlas.

El comportamiento de las funciones depende del
valor de sus variables, son siempre uno a uno.

Existe un conjunto finito de maneras o formas en que
las magnitudes variables pueden comportarse; se trata
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de los comportamientos covariacionales elementales
0 basicos.

El comportamiento de las funciones esta definido
por el trazo entre los pares ordenados x y y que lo
componen.

Los comportamientos covariacionales complejos son
simplemente combinaciones suaves y continuas de
comportamientos covariacionales elementales.

Las graficas de las funciones son como alambres
doblados, pistas o trayectorias por las que se
puede transitar. Son por lo tanto objetos estaticos,
fijos e inertes.

Las graficas covariacionales son codificaciones
matematicas de procesos dindmicos, son como
“videos matematicos” de procesos de cambio en
progreso.

Nota. Elaboracion conjunta con el Director de Tesis.

Una vez aclaradas e ilustradas las nociones “Maneras Variacionales de Entender” (MVdE)
y “Maneras Variacionales de Pensar” (MVdP), fue posible la formulacion y descripcion de las
maneras variacionales de entender y pensar relacionadas con la covariacion exponencial, MVdE-
CExp y MVdP-CExp, respectivamente.

A continuacion, se muestran algunas MVdAE-CExp, junto con las que no se consideran
variacionales. De ellas las primeras seis se refieren al proceso de covariacion exponencial simple,
las cuales nos ayudaron en un estudio previo, a orientar el disefio de actividades didacticas para
estudiar la covariacion exponencial desde la perspectiva de las sucesiones numéricas, como
primera aplicacion de los constructos tedricos establecidos en este estudio (Amador y Jiménez,
2023). Las ultimas cuatro orientaran el disefio de las actividades didacticas para estudiar la
covariacion exponencial continua desde la perspectiva de la razén de cambio promedio y razéon
instantanea de cambio, es decir, del Calculo Diferencial.

c) Maneras no Variacionales y Variacionales de Entender la Covariacion Exponencial

Tabla 5: Maneras no Variacionales de Entender la Covariacion Exponencial vs Maneras Variacionales de Entender la
Covariacion Exponencial

No variacional Variacional

La funcién exponencial es una funcion continua cuyo  Una magnitud variable de comportamiento

factor de incremento entre x y x + h es exponencial se caracteriza por el hecho de que

. . . f(x+h imi imi i

independiente. Es decir f (f(x)) = g(h). su factor de crecimiento o decrecimiento es igual
a una constante positiva (mayor o menor que la
unidad).

Si en una sucesion geométrica la razon constante es Los valores numéricos consecutivos de una

e, tenemos una funcion exponencial que describe un ~ magnitud variable de comportamiento
crecimiento exponencial. exponencial forman una sucesion geométrica
(creciente o decreciente), y,.1 =rYyn, T esla
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razon de la sucesion geométricaconr > 0y
r+1.

Si la variable x aumenta una unidad, tenemos que ese
factor de incremento es una constante, y justamente
esa constante es la base de la funcidén exponencial.

Si la magnitud variable independiente x aumenta
(disminuye) una unidad, entonces la magnitud
variable dependiente se incrementa (decrementa)
por un factor constante, y ese factor constante es
la base de la expresion algebraica exponencial
para esa relacion de covariacion.

Cuando x aumenta n unidades, la funcién aumenta (o
disminuye) respecto del estado anterior en forma
proporcional, f(x+n) = f(x)-a™

Si la magnitud variable independiente x aumenta
(disminuye) n unidades, entonces la magnitud
variable dependiente m aumenta (o disminuye)
respecto del estado anterior en forma
proporcional: m(x +n) = m(x) - r*.

La funcién exponencial es una funcion continua que
transforma las sumas en productos, es decir, satisface
la ecuacion funcional, f(x +y) = f(x) - f(y).

Una magnitud variable m covaria
exponencialmente en dependencia de la
magnitud variable x, si para dos valores
cualesquiera de ésta x,y x, = x; + h, los
correspondientes valores de m satisfacen la
relacion cuantitativa

m(x; + h) = m(xq) -m(h), h > 0.

La funcién exponencial es una funcion continua que

transforma las restas en divisiones, es decir, satisface

NP @
la ecuacion funcional f(x — y) o

Una magnitud variable m covaria
exponencialmente en dependencia de la
magnitud variable x, si para dos valores
cualesquiera de ésta x,y x5, = x4 — h, los
correspondientes valores de m satisfacen la
relacion cuantitativa

m(xq)

TR h> 0.

m(x; — h) =

Incrementos aritméticos iguales de una funcion
exponencial en la variable independiente conducen a
cambios proporcionales iguales en la variable y.

Una magnitud covariante de comportamiento
exponencial con variaciones aritméticas iguales
en la magnitud variable independiente conduce a
cambios proporcionales iguales en la magnitud
variable dependiente.

En una funcion exponencial, si k es el cambio
aritmético de la variable independiente, entonces
a™ — 1 es el cambio proporcional en la variable
dependiente.

Una magnitud covariante de comportamiento
exponencial N(Ah) con variaciones aritméticas
iguales en la magnitud variable independiente
conduce a cambios proporcionales en la
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magnitud variable dependiente de la forma
N(a®* —1).

La funcién exponencial es una funcion continua cuya
tasa de incremento relativo dependera
especificamente del incremento que se produce desde
un valor cualquiera de x. Conociendo la tasa es
posible encontrar la base de la funcion exponencial.

La razén promedio de cambio relativa de una
magnitud covariante de comportamiento
exponencial, para incrementos iguales de la
magnitud variable independiente, es igual a una
constante numérica no nula.

Funcién exponencial como una funcién derivable que
satisface la ecuacion diferencial y' = ky

Una magnitud covariante cuya razon instantdnea
de cambio es directamente proporcional al valor
actual de dicha magnitud variable.

Nota. Elaboracion conjunta con el Director de Tesis.

5.3.2 Implicaciones metodolégico-didacticas para el disefio de tareas variacionales

Para la organizacion, disefio y andlisis de las estrategias o actividades didacticas orientadas

al desarrollo del pensamiento variacional, se establece una estructura operativa de las implicaciones
metodoldgico-didacticas basadas en tres etapas esenciales. Esta estructura ha sido adaptada del
modelo DNR de Harel (2008a). Ademas, articula la intencion teorica con la practica docente

permitiendo disefiar, implementar y analizar tareas que conduzcan a los estudiantes hacia maneras
mas profundas de razonar sobre la variacion y la covariacion de magnitudes.

Cada etapa cumple una funcion especifica dentro del proceso didactico: el predisefio permite

establecer las metas cognitivas; el disefio concreta las tareas mediante principios teodricos y
tecnologicos; y el andlisis permite valorar el aprendizaje alcanzado.

1. Predisefio de las estrategias didéacticas: el profesor debera identificar y caracterizar las

Maneras Variacionales de Entender (MVdE) que espera promover en los estudiantes, y
especificar los actos cognitivos particulares de interés.

2. Disefio de las estrategias didacticas: para la elaboracion y organizacion de las actividades
didacticas, esbozar una secuencia cognitivamente logica de obtencion de los productos

cognitivos que involucran los actos mentales presentes en los estudiantes en forma de

declaraciones y acciones.

3. Anadlisis de las estrategias didacticas desarrolladas por los estudiantes: el profesor debera

inferir de forma indirecta las caracteristicas cognitivas comunes entre los productos

cognitivos de los actos mentales presentes en las actividades desarrolladas por los
estudiantes, estas son las Maneras Variacionales de Pensar (MVdP) de los estudiantes.
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A continuacion se describen elementos fundamentales que guian el desarrollo de cada una de
las etapas que conforman la estructura operativa de las implicaciones metodolégico-didacticas
mencionadas previamente.

Etapa de prediseiio:

En esta etapa se tiene como proposito definir las MVdE que se espera promover en los
estudiantes, y establecer los elementos conceptuales y cognitivos que orientan el disefio de las
actividades. Para identificar y caracterizar las MVdE que se espera promover en los estudiantes es
necesario seguir el proceso que a continuacion se detalla.

e En primer lugar, se debe caracterizar el tipo de covariacion que se desea abordar (lineal,
cuadratica, exponencial, etc.), asi como los contextos de aplicacion en el que dicha
covariacion se manifiesta (fisicos, biologicos, econdmicos, tecnologicos, entre otros). Esto
permite establecer el vinculo entre las magnitudes variables y su significado
fenomenoldgico. Es decir, las MVdE caracterizan el desarrollo dinamico del proceso.

e En segundo lugar, se debe realizar un analisis desde lo histdrico-epistemoldgico que
permite examinar el desarrollo del concepto matematico a lo largo del tiempo y cémo se
estructura en el conocimiento disciplinar. Este andlisis aporta comprension mas profunda
sobre las maneras de razonar y representar la variacion que han sido significativas en la
historia de las matematicas.

e Por ultimo, se realiza la formulacién de las MVdE como configuraciones especificas de
pensamiento, expresadas mediante lenguaje variacional. Estas MVdE no se formulan como
definiciones formales o conocimientos declarativos, sino como enunciados precisos de las
propiedades cuantitativas de las magnitudes variables. Su funcion es representar formas de
organizar mentalmente las caracteristicas cuantitativas de las magnitudes variables que
intervienen en situaciones de cambio.

En este sentido, las MVdE operan como orientaciones normativas para disefiar tareas, pues
guian la elaboracion de las actividades didacticas que fomenten en los estudiantes un tipo de
pensamiento matematico que es coherente con la naturaleza continua, dindmica, cuantitativa y
relacional de los fendmenos de variacion.

Etapa de disefio

En esta etapa se concretan los lineamientos que guian la elaboracion y organizacion de las
actividades didacticas destinadas a promover las MVdE previamente formuladas. Es aqui donde
los principios tedricos se operativizan en un conjunto de decisiones didacticas encaminadas a
promover el desarrollo del pensamiento variacional por los estudiantes.

En coherencia con el modelo DNR propuesto por Harel (2008, 2013), esta etapa considera el
resto de los principios fundamentales del modelo. El primero, el principio de necesidad intelectual,
establece que el aprendizaje se produce cuando el estudiante percibe una necesidad genuina de
construir conocimiento matematico; por tanto, las tareas deben generar en los estudiantes la
necesidad de matematizar la variacion, evitando la imposicion de definiciones, féormulas o
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representaciones prefabricadas. El segundo, el principio de Razonamiento reiterado, plantea que la
comprension profunda se consolida mediante procesos de razonamiento sostenido, reflexivo y
recurrente. Este razonamiento sobre las MVdE propicia a que los estudiantes puedan pensar
variacionalmente, es decir, logren evidenciar caracteristicas cognitivas del acto mental de producir
imagenes dinamicas de las propiedades cuantitativas de las magnitudes variables. Ambos
principios se articulan en esta etapa como parte de los ejes orientadores del disefo de las actividades
didacticas, promoviendo la evolucion gradual de las MVdE hacia MVdP.

Dado que este estudio corresponde a una intervencion didéctica, la fundamentacion teorica
para el disefio de tareas de aprendizaje constituye una prioridad metodoldgica. Por ello, el arsenal
del disefio propuesto en esta etapa se complementa con dos subcomponentes esenciales que
concretan su dimension operativa: los principios de disefio de tareas matematicas (Barzel et al.,
2013) y los principios de disefio de tareas tecnologicas (Swidan et al., 2019). Ambos
subcomponentes permiten estructurar una secuencia cognitiva y tecnoldgica coherente con la
naturaleza continua, cuantitativa y relacional de la variacion.

1. Principios de diseiio de tareas matemdticas

El disefio de tareas matematicas se orienta por medio del esbozo de la secuencia
cognitivamente l6gica de obtencion de los productos cognitivos que involucran los actos mentales
de los estudiantes, que favorezcan la construccién y andlisis progresivo de las MVdE. Esta
estructuracion parte de la identificacion de los actos mentales esperados en los estudiantes y se
traducen en declaraciones y acciones que guian la elaboracion de las tareas.

De acuerdo con Barzel et al. (2013), esta progresion epistemoldgica se organiza en tres fases
que permiten modelar la transicion desde la exploracion intuitiva hasta la sistematizacion
conceptual.

e Fase de exploracion: los estudiantes interactian con fendémenos dindmicos para
identificar magnitudes variables y formular conjeturas iniciales. Lo fundamental es activar
sus conocimientos previos y fomentar la formacion de imagenes variacionales, entendidas
como representaciones mentales dindmicas que permiten razonar sobre el cambio continuo
y la covariacion suave entre magnitudes.

e Fase de organizacion del conocimiento: los estudiantes estructuran y representan
formalmente las relaciones cuantitativas observadas durante la exploracion, utilizando
herramientas matematicas como graficas, tablas numéricas y expresiones algebraicas. El
foco est4 en sistematizar el razonamiento sobre la variacion y fortalecer una comprension
mas precisa de como cambian las magnitudes en conjunto.

e Fase de consolidacion: finalmente, los estudiantes aplican sus conocimientos en
contextos diversos, mediante el uso e interpretacion de representaciones y herramientas
para resolver problemas que impliquen matematizar el comportamiento de las magnitudes
variables. El énfasis estd en promover un razonamiento reiterado que les permita
internalizar, organizar y retener las MVdE que se estan promoviendo.
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Estas fases constituyen una guia epistemologica para disefiar actividades didacticas que
avancen desde la exploracion de fendmenos reales hasta la institucionalizacion del tema
matematico.

2. Principios de diserio de tareas tecnologicas

Los principios de disefio de tareas tecnoldgicas complementan los aspectos mencionados con
anterioridad, al integrar recursos tecnologicos que actian como mediadores entre la experiencia
fenomenolodgica y el conocimiento matematico. Son directrices que se centran en integrar a la
actividad herramientas tecnoldgicas, como software de Geometria Dinamica, simuladores o
videoclips, entre otros, que permitan establecer un vinculo entre el mundo fisico y el mundo
abstracto de las matematicas. La tecnologia debe facilitar experiencias cognitivas que no solo
presenten informacion de manera dindmica, sino que también potencien el razonamiento sobre la
variacion continua de magnitudes (Arzarello, 2019; Swidan et al., 2019).

Estas experiencias promueven que los estudiantes despierten la necesidad intelectual de
interactuar activamente con representaciones dindmicas, visualizando y manipulando magnitudes
variables en tiempo real. Es decir, la necesidad intelectual de matematizar los fenomenos y
construir imagenes variacionales coherentes con los procesos de cambio. Asi, la tecnologia se
convierte en un medio para desarrollar el pensamiento variacional y modelar fendémenos desde una
perspectiva dinamica.

La etapa de disefio constituye un proceso de articulacion entre teoria y practica, en el que los
principios del modelo DNR se integran con los aportes contemporaneos sobre el disefio de tareas
matematicas y tecnologicas. Estos elementos permiten elaborar secuencias de aprendizaje
coherentes con la naturaleza de la variacion y covariacion, donde el estudiante se involucra
activamente en la construccion de conocimiento.

Una vez definidas las tareas didacticas y los recursos tecnologicos pertinentes, se da paso a
la implementacion de las actividades con los estudiantes. Es en este momento en el que sera posible
analizar en qué medida las interacciones y producciones de los estudiantes evidencian o no la
consolidacion de MVdE y MVdP promovidas en la intervencion.

Etapa de analisis

Esta etapa tiene como proposito valorar en qué medida las actividades disefiadas e
implementadas logran promover en los estudiantes el desarrollo de MVdP, en el contexto
especifico de estudio.

El analisis se centra en las producciones mentales expresadas por los estudiantes en sus
declaraciones, justificaciones y argumentaciones verbales o escritas. Siguiendo a Harel (2008a,
2008b), estas producciones permiten al profesor inferir, de manera indirecta, las caracteristicas
cognitivas comunes que emergen de los actos mentales realizados durante el desarrollo de las
actividades.
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5 Marco teorico y explicativo

El analisis busca, por tanto, obtener evidencia solida de que los estudiantes son capaces de
identificar y formular las caracteristicas cuantitativas esenciales de la covariacion que se aborda, a
partir de la coordinacion conjunta y simultanea entre los valores numéricos de magnitudes variables
que intervienen en los fendmenos analizados.

Este analisis permite, ademas, retroalimentar el disefio didactico, reformulando las tareas y
ajustando las estrategias en funcion de las MVdP observadas.

Las tres etapas metodologico-didacticas: prediseiio, disefio y andlisis, configuran un procesos
ciclico y reflexivo que articula la teoria y la practica en el desarrollo del pensamiento variacional.
El prediserio establece las metas cognitivas en términos de las MVdE, el disefio concreta las
condiciones didacticas y tecnoldgicas que propician su construccion, y el andlisis permite
evidenciar su transformacion en MVdP a través de las acciones de los estudiantes.

En conjunto, los elementos desarrollados en este marco tedrico y explicativo permiten situar
con precision las bases conceptuales, cognitivas y didacticas que orientan este proyecto. La
articulacion entre la perspectiva de Harel sobre pensamiento matematico, el enfoque dindmico del
pensamiento variacional y la estructura operativa derivada para su desarrollo ofrece una plataforma
solida para comprender como los estudiantes construyen maneras variacionales de entender y
maneras de variacionales pensar en torno a fendmenos de variacion y covariacion. Asi mismo, la
incorporacion de principios de disefio de tareas matematicas y tecnoldgicas fortalece la dimension
metodologica del marco, al proporcionar criterios concretos para la elaboraciéon de ambientes de
aprendizaje que atiendan la naturaleza dindmica de las magnitudes variables. Con ello, este
apartado no solo clarifica las nociones que sustentan la propuesta, sino que establece las directrices
tedricas necesarias para analizar y fundamentar las decisiones didacticas del proyecto,
especialmente aquellas relacionadas con la promocion del pensamiento variacional en contextos
donde la covariacion exponencial ocupa un lugar central.
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6 METODOLOGIA

El presente proyecto se sustenta teéricamente en el modelo de ensefianza de las matematicas basada
en DNR propuesto por Harel (2008, 2008a, 2008b, 2021), el cual orienta las intervenciones en el
aula a partir de tres aspectos principales: 1) la identificacion de maneras matematicas de entender
y sus productos cognitivos; en nuestra propuesta de concrecion al pensamiento matematico de tipo
variacional, estas se denominan maneras variacionales de entender, 2) la generacion de una
necesidad intelectual para motivar el aprendizaje de los estudiantes, y 3) la promocion de
razonamientos reiterados que conduzcan a la consolidacion de los significados matematicos, dando
lugar a establecer una pauta para el desarrollo del pensamiento variacional en los estudiantes.

Si bien el modelo DNR ofrece un marco sélido para orientar las intervenciones en el aula, no
proporciona una metodologia explicita que guie de manera detallada el disefio, implementacion,
redisefo y valoracion de dichas intervenciones didacticas. Por tal razon, se han identificado algunos
elementos que aportan a la formulacion de la metodologia a seguir para el disefo de las actividades
didécticas, concretadas en el apartado anterior como las implicaciones metodoldgico-didécticas
para el disefio de tareas variacionales.

Por lo tanto, los aspectos metodologicos del presente proyecto de intervencion didéctica se
estructuran en fases de trabajo que permiten organizar, planificar y valorar sistematicamente los
procesos de ensefianza y aprendizaje involucrados. Sin embargo, este trabajo se realiza una vez
decidido el tema matematico a abordar, identificadas las dificultades tanto de enseflanza como de
aprendizaje de este, planteada la problematica a abordar y su justificacion como punto de partida
para el desarrollo del proyecto de tesis. De este modo, las fases metodoldgicas se organizan en
cuatro momentos fundamentales que describen los procedimientos y acciones para lograr los
objetivos, tanto general como especificos de este proyecto. A continuacion se describen dichas
fases y se enuncian algunos avances.

s Del analisis a
s Del disefio y De la puesta en .
Del predisefio 1 . posteriori y
analisis a priori escena e
valoracion

6.1 Fase 1: Del predisefio

Una vez delimitada la problematica y su justificacion, esta fase se centra en establecer los
elementos tedricos que daran sustento al disefio de las actividades didacticas. Esta fase permite
seleccionar o adaptar aspectos tedricos de la Matematica Educativa que sean pertinentes y
coherentes con las necesidades especificas del proyecto. Como resultado de este proceso se
seleccionan, articulan y concretan elementos tedricos del modelo de ensefanza de las matematicas
basada en DNR de Harel (2008) con nociones del enfoque del pensamiento variacional.

Las acciones especificas contempladas en esta fase son:
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6 Metodologia

e Realizar una revision epistemolodgica y curricular del tema matemdtico a abordar: la
covariacion exponencial continua y el desarrollo del pensamiento variacional.

e Identificar y caracterizar las Maneras Variacionales de Entender la Covariacion
Exponencial Continua que se esperan promover en los estudiantes, definiendo los actos
mentales de interés, en relacion con el Objetivo especifico 1. Recurriendo a la etapa de
Prediserio de las estrategias didacticas establecida en los aspectos tedricos.

Esta fase permite construir una vision clara sobre qué maneras de pensamiento se espera
promover en los estudiantes, qué obstaculos podrian presentarse, y qué recursos cognitivos deberan
movilizar durante la intervencion. Particularmente en este trabajo interesa la covariacion
exponencial continua, esto nos hace poner un principal énfasis en las magnitudes variables que
intervienen en fendmenos de comportamiento exponencial. Dicho esto, en la Tabla 6 (ver Anexo
1) se muestran las MVdE-CExpC que orientaran a nuestra secuencia de actividades didacticas, las
cuales fueron organizadas desde la que a nuestro criterio es la més simple o elemental hasta la mas
compleja, tanto desde la perspectiva del conocimiento matematico, como de las posibilidades
cognitivas de los estudiantes. También se consigna una version resumida de los productos
cognitivos que resultan de algunos de los actos mentales basicos o elementales requeridos para
cada MVdE-CExpC.

Las MVdE-CExpC operan como orientaciones normativas para disefiar tareas variacionales,
ya que guian la elaboracion de las actividades didacticas que fomenten en los estudiantes una
manera dinamica de pensar.

6.2 Fase 2: Del disefio y analisis a priori

En esta fase se formularan y organizaran las tareas orientadas a promover el desarrollo del
pensamiento variacional. Como se ha mencionado, el acercamiento didéctico se centrard en el
estudio de fendmenos de comportamiento exponencial, para favorecer la comprension y aplicacion
del Calculo Diferencial en tales situaciones. Para ello, en esta fase se llevara a cabo la etapa de
Diserio de estrategias didacticas, fundamentada en el marco tedrico y explicativo. Como avance
en esta etapa, y complementaria a las caracteristicas de la propuesta presentada en apartados
previos, se presentan a continuacion algunas pautas y principios de disefio para orientar la
elaboracion de nuestra propuesta de ensefianza:

1. Priorizar el andlisis de fendmenos reales e identificar las magnitudes variables de interés:
Las tareas deben partir de contextos reales en los que los estudiantes puedan identificar y
razonar sobre magnitudes cuya variacion sea observable y cuantificable, en relacion con el
Objetivo especifico 2. Esto permite anclar el conocimiento matematico en experiencias
significativas, en lugar de comenzar con funciones numéricas como objetos abstractos.

2. Disefiar tareas que promuevan la construcciéon de significados desde la necesidad
intelectual: en coherencia con el principio de Necesidad del modelo DNR, es fundamental
que las tareas presenten desafios cognitivos que despierten en los estudiantes la necesidad
de matematizar la variacion, en lugar de imponer definiciones, graficas de funciones
numéricas o formulas desde el inicio.
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Fase 2: Del disenio y analisis a priori

3. Utilizar representaciones graficas dindmicas y herramientas tecnoldgicas: la incorporacion
de entornos como GeoGebra posibilita la visualizacion continua y dindmica del
comportamiento de magnitudes. Esto permite a los estudiantes experimentar el caracter
dindmico de la covariacion, superando la percepcion estatica asociada a graficas trazadas y
analizadas con la técnica de punteo.

Principios de disefio para la construccion de tareas variacionales y tecnoldégicas en
torno a la covariacion exponencial continua

Los principios de disefio que se establecen estan organizados en dos niveles: el nivel
matematico, centrado en la covariacion exponencial continua y el nivel cognitivo-semidtico,
relativo a la construccion de imagenes variacionales que permitan razonar sobre magnitudes
variables que intervienen en fendmenos de variacion. Como apoyo a estos niveles, se utiliza la
tecnologia y/o material concreto, particularmente GeoGebra, como un entorno interactivo de
visualizacion y manipulacion dinamica. En relacion con el Objetivo especifico 3.

Nivel matematico (Covariacion exponencial continua)
Principios de diseno de tareas matematicas (PDTM)

o« PDTMI - Exploracién de la covariacion exponencial continua a través de la visualizacion,
recoleccion y andlisis simultdneo entre valores numéricos de magnitudes variables (fase
exploratoria): las tareas deben permitir a los estudiantes involucrarse en un proceso inicial
de exploracion, donde recolecten, estimen o interpreten los valores numéricos de las
magnitudes variables que intervienen en fendémenos de comportamiento exponencial. Este
principio tiene como proposito fomentar el reconocimiento intuitivo de patrones de
covariacion continua y suave, asi como su traduccion en lenguaje variacional y algebraico.

e PDTM2 - Sistematizacion de la covariacidon exponencial continua mediante aspectos
operacionales y estructurales de su representacidon analitica exponencial (fase de
organizacion): las tareas deben guiar al estudiante hacia la organizacion de la
institucionalizacion del conocimiento, que articule la comprensién operativa de la
expresion analitica exponencial (como cambia o se comporta al aumentar o disminuir una
magnitud) con su representacion tabular, algebraica y grafica. Esto permitird una transicion
de lo intuitivo a lo institucional, esencial en el desarrollo del pensamiento variacional.

Principios de disefio de tareas tecnologicas (PDTT)

e PDTT1 - Uso de herramientas tecnologicas interactivas para coordinar procesos reales, ya
sean simulados o presentados con videoclips: las tareas deben incorporar tecnologia (como
GeoGebra) que permita a los estudiantes manipular parametros o visualizar como una
magnitud variable varia en relacion con otra. Esto facilitaria la comprension de la relacion
entre fenomenos reales, simulados, y sus modelos matematicos, apoyando la construccion
de significados en términos de covariacion continua y suave.

e PDTT2 - Visualizacién dindmica y multiformato de expresiones analiticas exponenciales
en distintos modos de representacion: las tareas deben ofrecer representaciones graficas
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6 Metodologia

dindmicas de covariaciébn que permitan mostrar los cambios suaves y continuos (por
ejemplo, mediante animaciones), permitiendo a los estudiantes percibir transiciones,
comportamientos y razones de cambio. Esto es fundamental para desarrollar la intuicion
del cambio continuo que exige el pensamiento variacional.

Nivel cognitivo-semiotico (Imagenes variacionales)

Principios de disefo de tareas matematicas (PDTM)

e PDTMB3 — Uso de imdgenes variacionales para explorar la covariaciéon exponencial continua
(fase exploratoria): las tareas deben estar disefiadas para promover en los estudiantes la
construccion de imagenes dinamicas de las propiedades cuantitativas de las magnitudes
variables y del proceso de covariacion entre ellas. Estas imagenes deben reflejar la continuidad
del cambio, permitiendo a los estudiantes argumentar y razonar sobre la dindmica de la
covariacion.

Principios de disefo de tareas tecnologicas (PDTT)

e PDTT3 - Uso de tecnologia que facilite la generacion de imdgenes variacionales: las
herramientas tecnologicas utilizadas deben permitir que los estudiantes interactien con
representaciones dindmicas de fendémenos, en las que puedan observar cdmo varia una
magnitud en relacion con otra y modificar parametros para visualizar diferentes
comportamientos exponenciales.

e PDTT4 - Integracién de representaciones dindmicas para favorecer la organizacion del
conocimiento: el entorno tecnoldgico debe facilitar la construccion de imagenes coherentes y
conectadas entre representaciones visuales, tabulares, algebraicas y graficas, de manera que los
estudiantes puedan organizar su conocimiento alrededor de la nocion de covariacion continua
y estructurar ideas sobre razon de cambio y comportamiento asintotico.

Una vez disefiada la secuencia de actividades didacticas se realizara un analisis a priori de la
propuesta, empleando las herramientas conceptuales y metodoldgicas del marco teodrico
seleccionado. Ademas, se incluiran las posibles dificultades o procedimientos que los estudiantes
deberan desarrollar a lo largo de la secuencia de actividades.

6.3 Fase 3: De la puesta en escena

En esta fase se procedera a la seleccion de la poblacion estudiantil a la que se le aplicard la
secuencia de actividades didacticas. La implementacion se llevara a cabo bajo condiciones
controladas en el aula, utilizando hojas de trabajo disehadas previamente, asi como otros
instrumentos de recoleccion de datos, segiin sea el caso pueden ser videograbaciones de sesiones,
entrevistas clinicas, etc.

El proposito es observar como los estudiantes interactuan con las tareas disefiadas, identificar
evidencias del desarrollo del pensamiento variacional, registrando los procesos cognitivos de
construccidn en torno a la covariacion exponencial continua.

6.4 Fase 4: Del analisis a posteriori y valoracion
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Fase 4: Del andlisis a posteriori y valoracion

En esta fase se realizara un andlisis detallado de los datos obtenidos durante la
implementacion de las actividades disefiadas, con el objetivo de inferir de forma indirecta las
caracteristicas cognitivas comunes entre los productos cognitivos de los actos mentales presentes
en las actividades desarrolladas por los estudiantes, siendo estas sus Maneras Variacionales de
Pensar. En correspondencia con la etapa de Andlisis propuesta en los elementos teoricos
establecidos.

Las acciones incluyen:

o Establecer criterios para valorar las producciones de los estudiantes a fin de constatar si fue
0 no posible que lograran identificar y formular algunas de las caracteristicas cuantitativas
esenciales de la covariacion exponencial continua, a partir de la coordinacion conjunta y
simultanea de los valores numéricos de las magnitudes variables involucradas en los
fenomenos a estudiar. Como avance en esta accion se presenta, en anexos, en la Tabla 7
una version preliminar de las Evidencias de Manifestacion y Calidad de la ejecucion de las
MVAE-CExpC que se promoveran en la secuencia de actividades didacticas.

o Confrontar los resultados obtenidos con el analisis a priori, para valorar la adecuacion de
las tareas y las conjeturas didacticas planteadas.

o Establecer criterios para valorar las fortalezas, debilidades y aspectos a mejorar de la
secuencia didactica. En relacion con el Objetivo especifico 4.

Este andlisis permite tomar decisiones informadas para ajustar y refinar las actividades, asi
como fundamentar las conclusiones del estudio respecto al aprendizaje y al disefio de propuestas
orientadas a promover el desarrollo del pensamiento variacional.

En sintesis, la metodologia propuesta articula acertadamente los fundamentos tedricos del
modelo DNR, las demandas cognitivas del pensamiento variacional y las exigencias didacticas
propias del estudio de la covariacion exponencial continua. La organizacién del trabajo en cuatro
fases, predisefio, disefio y analisis a priori, puesta en escena, y analisis a posteriori, permiten
estructurar un proceso sistematico que integra la identificacion de las maneras variacionales de
entender, la elaboracion de tareas variacionales guiadas por principios de disefio, la observacion de
la actividad matematica de los estudiantes y la valoraciéon de sus producciones. Este enfoque
metodologico no solo garantiza la coherencia entre objetivos del proyecto y las acciones realizadas,
sino que establece un camino claro para analizar, interpretar y afianzar la propuesta de intervencion,
asegurando que las decisiones didacticas se encuentren fundamentadas tanto en la teoria como en
la evidencia empirica generada durante el estudio.

A continuacidon se presentan las conclusiones derivadas del trabajo realizado en este
documento. En los anexos se incluye el cronograma de las actividades previstas para los proximos
semestres, asi como una descripcion preliminar de un tipo de actividad con base en los fundamentos
tedricos que orientan este proyecto.
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CONCLUSIONES

El trabajo presentado en este documento permite construir un andamiaje conceptual, metodolégico
y didactico que fundamenta el proyecto de intervencion orientado al desarrollo del pensamiento
variacional mediante el estudio de la covariaciéon exponencial continua por estudiantes de
educacion superior. A partir del analisis de los antecedentes historicos, epistemologicos y
disciplinares, fue posible identificar las raices conceptuales de la variacidén continua, asi como
reconocer las dificultades persistentes en la ensefianza y el aprendizaje de fendmenos de
comportamiento exponencial. Este recorrido permitié justificar la pertinencia de abordar la
covariacion exponencial desde un enfoque variacional que priorice la coordinacion dindmica de
magnitudes y la comprension del cambio continuo, superando las limitaciones del enfoque
tradicional centrado en funciones numéricas y procedimientos estaticos.

En el plano tedrico, la articulacién entre el modelo DNR de Harel y el pensamiento
variacional permiti6 delimitar las Maneras Variacionales de Entender la Covariacion Exponencial
Continua (MVdE-CExpC) como eje rector para el disefio de actividades didécticas. Estas maneras
variacionales de entender, acompafiadas de sus actos mentales y productos cognitivos asociados
(en anexos, ver Tabla 6), ofrecen un marco para orientar los procesos de disefio, implementacion y
analisis de la intervencion. Asimismo, se establecieron principios de disefio de tareas matematicas
y tecnoldgicas que guian la construccion de tareas variacionales, enfatizando la importancia de
promover la necesidad intelectual de los estudiantes, la exploracion de las propiedades cuantitativas
de fenémenos reales, la coordinacion simultanea de magnitudes y la incorporacion de herramientas
digitales como mediadores cognitivos.

Desde la perspectiva metodologica, la estructura; predisefio, disefio y analisis a priori, puesta
en escena y analisis a posteriori, permite organizar sistematicamente las acciones necesarias para
llevar a cabo el proyecto de intervencion. En la fase de predisefio, se consolidaron los elementos
teodricos y se identificaron las MVAE-CExpC que orientaran la secuencia de actividades. En la fase
de disefio, se avanzo en la formulacion de criterios didacticos y tecnoldgicos que seran la base para
la construccion de tareas variacionales que articulen contextos reales, simulaciones,
representaciones dindmicas y andalisis de la covariacion, esta formulacion surgié como parte de un
estudio de replicacion dentro del ambito de una experimentacion en el curso Introduccion a la
Experimentacion de Propuestas de Enserianza con Tecnologia. En la fase de puesta en escena, se
proyectd la recoleccion de datos en condiciones controladas de aula, mediante hojas de trabajo,
videograbaciones e interaccion con GeoGebra. Finalmente, la fase de andlisis a posteriori
establecio criterios preliminares para la valoracion de las producciones de los estudiantes,
especificamente a través de las evidencias de manifestacion y calidad de las MVJE-CExpC (en
anexos, ver Tabla 7).

El conjunto de avances hasta el momento ofrece una estructura sélida para el disefio e
implementacion de las actividades didacticas. La revision y andlisis de trabajos previos,
particularmente la experimentacion basada en Garcia (2022), permitié reafirmar la importancia
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didactica de las herramientas tecnoldgicas para favorecer la visualizacion dindmica de la variacion
y la reorganizacion cognitiva de los estudiantes. Esto fortalecio la justificacion del uso de recursos
interactivos como GeoGebra y confirmo que la tecnologia tiene el potencial de fomentar formas de
pensamiento coherentes con la covariacion continua.

En sintesis, lo que se presenta hasta el momento sobre el proyecto de tesis no solo deja
sentada las bases tedricas y metodologicas de la intervencion, sino que también permite avanzar en
la definicion de criterios, principios y procedimientos para orientar la intervencion a su siguiente
etapa. El trabajo realizado constituye un insumo importante para el disefio € implementacion formal
de la secuencia didactica durante los proximos semestres, donde serd posible obtener evidencia
empirica sobre el impacto de la propuesta en el desarrollo del pensamiento variacional y, con ello,
avanzar hacia la consolidacion de un marco didactico més robusto para la ensefianza de la
covariacion, particularmente la covariacion exponencial continua en el contexto del Calculo.

Finalmente, este trabajo consolida un punto de partida firme para avanzar hacia una propuesta
didéctica robusta que responda a una probleméatica urgente en la ensefianza del Célculo: la
necesidad de formar estudiantes capaces de pensar variacionalmente, de interpretar el cambio
continuo y de comprender la dindmica de los fenémenos que modelan. Con ello, el proyecto no
solo abre un camino para innovar en la ensefianza de la covariacién exponencial continua, sino que
también aporta una base conceptual y metodologica que podra extenderse, profundizarse y
convertirse en un referente para futuros trabajos en Matematica Educativa.
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ANEXOS

CRONOGRAMA

Se presenta un cronograma con los avances que se han tenido en el proyecto y las proyecciones
futuras para la conclusion de la tesis.

Capitulos y fases del 1 I I v \% \%! Vil VI
proyecto Semestre Semestre Semestre  Semestre  Semestre Semestre Semestre Semestre

Antecedentes

Estado del arte

Problematica

Justificacion

Examen predoctoral

Objetivos
Aspectos tedricos
Aspectos
metodologicos

Fase de predisefio

Fase de disefio y
analisis a priori

Fase de Puesta en
escena

Fase de analisis a
posteriori y valoracion

Reporte final del
proyecto de tesis

Se espera que en los semestres restantes del Posgrado se realicen més participaciones en
eventos académicos, publicaciones en revistas importantes del drea de Matematica Educativa,
estancia doctoral que permita realizar consideraciones importantes en el proyecto, entre otras
actividades. Parte del proposito es para cumplir los requisitos de titulacion del posgrado, sin
embargo, considero que son actividades enriquecedoras para mi formacion académica y
profesional.

85



Anexo 1:

Tabla 6 MVdE-CExpC, actos mentales basicos o elementales y productos cognitivos

MVAE-CExpC

Actos mentales

Productos cognitivos

Una magnitud covariante
de comportamiento

Identificar incrementos aritméticos iguales en la magnitud
independiente; cambios no aditivos sino proporcionales.

Nit

Relacionar la constancia del cociente, = a, con el patrén

exponencial con Identificar ;

variaciones aritméticas ) multiplicativo del crecimiento o decrecimiento.

i : Relacionar

guales en la magnitud . . . .

variable independiente Argumentar la diferencia entre variacion aditiva y

conduce a cambios Argumentar multiplicativa, justificando que se presenta un cambio

proporcionales iguales en Representar proporcional constante.

la magnitud variable Representar expresiones como N (x + Ah) = N (x) -a o

dependiente. N(x+1)=N(x)-aoN (x) =N, -a*; tablas y graficas que
muestran la constancia del factor multiplicativo.

. . Identificar intervalos de variacion Ah y el cambio proporcional
Una magnitud covariante y prop
: relativo a®* — 1.

de comportamiento

exponencial N (N}). con Identificar Relacionar la magnitud del incremento Ah con la magnitud del

variaciones aritmeticas cambio proporcional; la base a con la intensidad del cambio.

iguales en la magnitud Relacionar

variable independiente Argumentar que el cambio relativo depende de Ah y de la base

conduce a cambios Argumentar a; a®" — 1 cuantifica la relacion entre amabas magnitudes.

proporcionales en la

. . Representar . . N (x+Ah)—N (x)

magnitud variable Representar expresiones algebraicas como T e

dependiente de la forma AR . Afi bul de los cf

N (@ — 1) a®* — 1y representaciones graficas o tabulares de los efectos

’ de distintos Ah.

Identificar incrementos iguales en la magnitud independiente y

La razén promedio de calculo de la razon promedio de cambio relativa.

cambio relativa de una

magnitud covariante de Identificar Relacionar la razon promedio de cambio relativa con la nocioén

comportamiento . de tasa de crecimiento o decrecimiento constante.

exponencial, para Relacionar L, , . .

incrementos icuales de la Argumentar que la invariacion de la razoén promedio de cambio

magnitud Vari%l ble Argumentar relativa caracteriza la regularidad proporcional del fenémeno.

independiente, es igual a Representar . . ekdt _q

una constante numérica Representar expresiones algebraicas como Y

no nula. representaciones graficas que muestren constancia del
crecimiento relativo.

Una magnitud covariante Identificar Identificar que la magnitud dependiente cambia a un ritmo

Y : . dN

Cuya razon instantanea proporcional a su valor; reconocer — = kN como modelo.

de cambio es Relacionar

dlrectamente Relacionar el valor actual de la magnitud con su tasa de

proporcional al valor Argumentar cambio; la constante k con el tipo de genomeno (crecimiento o

actual de dicha magnitud Representar decrecimiento).

variable.
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Argumentar que la proporcionalidad entre el valor y su cambio

origina el modelo exponencial

N (t) = NO : ekt.

Representar la variacion infinitesimal de la magnitud variable
de interés, dN = kNdt, y la razén instantanea de cambio,

dN
dat

— = kN, su solucién y su representacion grafica como

crecimiento o decrecimiento proporcional continuo.

Nota. Elaboracion conjunta con el Director de Tesis.

Anexo 2:

Tabla 7 Criterios para valorar la manifestacion y calidad de las MVAE-CExpC

MVAE-CExpC

Evidencias de manifestacion

Calidad de la ejecucion

Una magnitud
covariante de
comportamiento
exponencial con
variaciones aritméticas
iguales en la magnitud
variable independiente
conduce a cambios
proporcionales iguales
en la magnitud variable
dependiente.

Los estudiantes identifican un factor
constante de multiplicacion al analizar
los valores numéricos de las magnitudes
variables en sus diversas
representaciones (tabular, grafica o
expresiones algebraicas). En su discurso
o0 argumentacion expresan ideas como
“cada vez se multiplica por el mismo
namero” o “aumenta en la misma
proporcion”. En sus representaciones
emplean escalas multiplicativas y
formulan relaciones del tipo
N(x+Ah)=N(x)-ao
N (x+Ah) _
N@

Se refleja en la capacidad para:

Distinguir entre crecimiento aditivo y
multiplicativo.

Establecer que incrementos iguales de la
magnitud independiente generan
razones proporcionales iguales en la
dependiente.

Expresar la covariacion de la forma
analitica y argumentada, mostrando
comprension de la estructura
multiplicativa del fenomeno.

Una magnitud
covariante de
comportamiento
exponencial N(Ah)
con variaciones
aritméticas iguales en
la magnitud variable
independiente conduce
a cambios
proporcionales en la
magnitud variable
dependiente de la
forma N (a** —1).

Los estudiantes reconocen que el cambio
proporcional depende del tamafio del
incremento Ah y lo expresan el lenguaje
verbal o simbolico, usando frases como
“si el intervalo es mas grande, la
proporcion también cambia”. En sus
representaciones ajustan los factores de
cambio en intervalos distintos y modelan
la dependencia mediante

N (x + Ah) = a®".

Se evidencia en la capacidad para:

Justificar que el cambio proporcional no
es constante, sino depende del tamafo
del incremento Ah.

Representar esta relacion en expresiones
generales coherentes con el modelo

N (a®* —1).

Interpretar que el comportamiento
exponencial es continuo, estableciendo
una relacion entre incremento y valor
resultante.

La razén promedio de
cambio relativa de una
magnitud covariante de
comportamiento
exponencial, para
incrementos iguales de
la magnitud variable
independiente, es igual

Los estudiantes utilizan expresiones
como “aumenta siempre el mismo
porcentaje” o “crece un mismo
porcentaje cada vez”. Identifican que la
razon promedio de cambio relativa no
depende del valor de la magnitud
independiente, aunque el cambio
absoluto si lo haga. En representaciones
tabulares o gréaficas aplican una misma

Se aprecia en la capacidad para:

Argumentar que la constancia de razon
relativa caracteriza al comportamiento
exponencial.

Distinguir entre cambio absoluto y
cambio relativo, identificando lo
invariante como la proporcion del
cambio respecto al valor actual.
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a una constante
numérica no nula.

tasa relativa a distintos intervalos,
expresando la constancia de:
N (x+Ah)—N (x) — aAh' -1

N (x)

Aplicar correctamente la nocion de tasa
relativa constante en diversos contextos.

Una magnitud
covariante cuya razon
instantanea de cambio
es directamente
proporcional al valor
actual de dicha
magnitud variable.

Los estudiantes reconocen que la
variacion depende del valor actual de la
magnitud de interés. En representaciones
graficas asocian la pendiente de la curva
con su altura, y expresan ideas como
“cuanto mas grande es la cantidad, mas
rapido crece”. En graficas
covariacionales, identifican la
proporcionalidad directa entre magnitud
y ritmo de cambio.

Se determina por la capacidad para

Establecer y comprender la relacion
. . dN .
diferencial e kN, reconociendo su

significado variacional.

Interpretar el parametro k como la tasa
relativa instantanea que determina el
tipo de crecimiento o decrecimiento
continuo.

Integrar el razonamiento grafico,
analitico y verbal para expresar la
proporcionalidad directa entre magnitud
y cambio, relacionandola con el modelo
exponencial N = Ce*" .

Nota. Elaboracion conjunta con el Director de Tesis.
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Anexo 3: Descripcion preliminar de un tipo de actividad
Objetivo general de aprendizaje:

e Formar en los estudiantes una imagen adecuada de la covariacion continua y suave, que
les permita comprender, razonar y representar de manera dindmica la relacion entre
magnitudes que varian conjuntamente en fendmenos de variacion y cambio.

Para el establecimiento de esta actividad se espera que los estudiantes alcancen los
siguientes objetivos especificos de aprendizaje:

e Reconocer y describir el comportamiento del decrecimiento y crecimiento exponencial
continuo a partir de la observacion e interpretacion dinamica del proceso de purificacion
del queroseno mediante un filtro de caolin, con el proposito de construir imagenes
mentales que permitan comprender la covariacién entre la longitud del filtro y la
concentracion tanto de contaminantes como de pureza en el queroseno.

e Analizar y modelar la relacion exponencial entre la longitud del filtro de caolin y las
concentraciones de contaminantes y pureza del queroseno, utilizando representaciones
gréaficas, tabulares y algebraicas que faciliten la expresion y comprension de dicha
relacion cuantitativa.

SITUACION 1. El problema de la purificaciéon del queroseno

Para que el queroseno se pueda usar como combustible en los motores a reaccion, los
Reglamentos Federales de los E.U. establecen que se le deben eliminar contaminantes
haciéndolo pasar a través de un material poroso llamado caolin. Supondremos que el caolin esta
depositado en el interior de un tubo formando un filtro, y que cada pulgada (aprox. 2.5 cm.) de
tubo elimina el 5% de los contaminantes. Por consiguiente, de cada pulgada de tubo sale 95%
de la contaminacion. Suponiendo que la concentracion inicial de contaminantes del queroseno
es de 10%, ;de qué longitud debe ser el filtro de caolin para que, segin los Reglamentos
Federales, el queroseno alcance una pureza del 99%? Explora la relacién que existe entre la
longitud del filtro y la concentracion de contaminantes en el queroseno.

Descripcion de las actividades:

Las actividades se han estructurado en cuatro secciones, y cada una de ellas persigue
propositos que orientan el desarrollo de las tareas con ayuda de los applets disefiados en
GeoGebra, como se muestran a continuacion:

Seccion 1:

Esta seccion tiene como propdsito que los estudiantes observen, describan y analicen
cualitativamente el comportamiento de una magnitud variable (la concentracion de
contaminantes) en un proceso de decrecimiento continuo. Se busca que, a partir de una
simulacion dinamica, los estudiantes identifiquen intuitivamente la forma del cambio,
reconozcan la naturaleza no lineal del proceso y comprendan que la variacion se produce de
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forma continua, pero con una razén de cambio decreciente. Asimismo, se pretende que
comiencen a construir imagenes mentales sobre la persistencia del cambio y la tendencia
asintotica del fenémeno, sin necesidad de recurrir aun a representaciones algebraicas.

En esta seccion se le presentan a los estudiantes actividades exploratorias para observar y
analizar el fendémeno de purificacion, por lo que se les presenta la siguiente indicacion:

Actividad exploratoria: Observa y analiza el fenomeno de purificacion

Indicaciones para los estudiantes:

Utiliza el applet de GeoGebra “Simulaciéon” y haz clic en el boton Iniciar simulacion

para observar el proceso de purificacion del queroseno. A partir de lo que observes, responde lo
siguiente.

"
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" Wals Ooibes * ks D X
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Figura 5 Imagen del applet 1) sobre simulacion del fenomeno de purificacion

Purificacion del queroseno

Figura 6 Imagen cercana del applet 1) sobre el inicio de la simulacion
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Figura 7 Imagen del applet 1) capturando la finalizacion de la simulacion

Las Figuras 1, 2 y 3 muestran un applet interactivo que simula el fendémeno de purificacion
del queroseno. Este recurso fue disefiado con el propdsito de que los estudiantes no solo
observen como ocurre el proceso de manera visual, sino que también vivan una experiencia
dindmica del cambio. A través de la simulacion, se busca que los estudiantes construyan
imagenes mentales en movimiento sobre como varia la concentracion de contaminantes a lo
largo del filtro. Se postula que estas imagenes dindmicas facilitaran luego la articulacion con
otras representaciones del fenomeno, como tablas de valores numéricos, graficas y expresiones
algebraicas, favoreciendo asi una comprensiéon mas profunda y conectada del comportamiento
exponencial involucrado.

Seccion 2:

Esta seccion tiene como propdsito que los estudiantes profundicen en la observacion del
comportamiento del proceso de purificacion del queroseno, enfocdndose en como varia la
concentracion de contaminantes a lo largo de diferentes tramos del filtro. Se espera que
identifiquen diferencias visuales en el cambio entre el inicio, el medio y el final del filtro, y que
vayan creando hipotesis sobre la razén por la cual la disminucion en la concentracion se hace
progresivamente mas lenta. Ademas, se busca que los estudiantes analicen la relacion entre el
porcentaje de contaminantes y el porcentaje de pureza, reconociendo su comportamiento inverso
y su vinculo con la conservacion del 100%. Finalmente, se pretende que comiencen a construir
una comprension mas precisa sobre el comportamiento asintdtico del proceso, argumentando
por qué el 0% de contaminantes es una meta inalcanzable en términos exactos, aun cuando
visualmente se aproxime a ella.

Indicaciones para los estudiantes:

Sigue explorando el comportamiento del proceso de purificacion utilizando el applet de
GeoGebra “% de contaminantes”.

91


https://www.geogebra.org/m/fg7v5rv9

Haz clic en el botén “Inmiciar” para observar cémo varia la concentracion de
contaminantes a medida que el queroseno atraviesa el filtro.

Si consideras necesario repetir la simulacion para analizar mejor el fenémeno, puedes
utilizar el boton “Reiniciar”.

Durante tu exploracion, describe lo que observas y reflexiona sobre coémo cambia la
concentracion a lo largo del filtro.
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Figura 8 Imagen del applet 2) sobre el analisis del proceso de purificacion simulado
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Figura 9 Imagen sobre el applet 2) durante la animacion
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Figura 10 Imagen sobre el applet 2) al finalizar la animacion

Las Figuras 4, 5 y 6 presentan un applet interactivo elaborado a partir de una imagen
estatica (captura de pantalla) del proceso de purificacion una vez finalizado. Este recurso tiene
como finalidad que los estudiantes, después de haber observado el fendémeno en desarrollo,
tengan un primer acercamiento cuantitativo al proceso. A partir de esta visualizacion, se busca
que se cuestionen sobre la proporcidon de contaminantes que atin permanecen; una magnitud que
exhibe un comportamiento de decrecimiento exponencial continuo, asi como sobre el porcentaje
de pureza del queroseno; el cual representa una magnitud en crecimiento exponencial saturado.

Seccion 3:

Esta seccion tiene como proposito que los estudiantes organicen e interpreten la
informacion obtenida en las simulaciones anteriores mediante el andlisis de valores numéricos
representados en una tabla. Se espera que, al completar y examinar la tabla, los estudiantes
reconozcan regularidades matematicas en el comportamiento de la concentracion de
contaminantes y comprendan como se modela este cambio mediante una sucesion geométrica
decreciente. Asimismo, se busca que los estudiantes identifiquen el tipo de sucesion que
describe la longitud del filtro (sucesion aritmética) y establezcan la relacion entre ambas
sucesiones, destacando coémo una magnitud (la longitud) crece uniformemente mientras la otra
(la concentracién) decrece cada vez menos (sucesion geométrica). Finalmente, esta seccion
pretende que los estudiantes comprendan el papel de la razoén constante como mecanismo de
cambio en procesos exponenciales, y como el porcentaje de eliminacion se traduce
matematicamente en una reduccion proporcional que da lugar a una tendencia decreciente
continua. Las Figuras 7 y 8 muestran la imagen del applet disefiado para lograr estas
intenciones:

Actividades de organizacion del conocimiento

Indicaciones para los estudiantes:
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Utiliza el applet “Tabla N°1” para que puedas completar la siguiente tabla, en la que se
consigna la concentracion de contaminantes que corresponden a cada longitud del filtro.
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Figura 11 Imagen del applet 3) sobre el analisis tabular de los valores numéricos de las magnitudes variables que
intervienen en el fenomeno de purificacion

Figura 12 Imagen del applet 3) sobre el analisis tabular de los valores numéricos de las magnitudes variables
completado

Seccion 4:

Esta seccion tiene como propdsito que los estudiantes interpreten de forma dindmica el
comportamiento grafico del proceso de purificacion del queroseno mediante el uso del applet
de GeoGebra. A través del analisis visual y numérico de los datos representados en el plano
cartesiano, se busca que identifiquen la naturaleza del cambio en las magnitudes variables
involucradas: la longitud del filtro (magnitud variable independiente) y la concentracién de
contaminantes (magnitud variable dependiente). Se espera que los estudiantes reconozcan que
la longitud del filtro aumenta a ritmo constante mientras la concentracion de contaminantes
decrece cada vez menos, lo cual se traduce graficamente en una curva descendente de
concavidad positiva. Esta experiencia visual se espera que permita a los estudiantes construir
una nocion de covariacion exponencial y desacelerada, promoviendo la comprension de
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relaciones entre las magnitudes mediante representaciones graficas. Ademas, se pretende que
los estudiantes expresen algebraicamente dicha relacidon mediante una expresion analitica

exponencial o modelo exponencial del tipo

C(l) = 10(0.95)%5 y que desarrollen

habilidades para modelar situaciones reales, como estimar la longitud necesaria del filtro para
alcanzar un nivel especifico de pureza. De esta forma, se fortalecen las conexiones entre lo
visual, lo algebraico y lo contextual, favoreciendo un pensamiento variacional mas dindmico y
profundo. Las figuras 9 y 10 muestran la imagen estatica del applet sobre el analisis dindmico

de graficas.

Indicaciones para los estudiantes:

Para la siguiente actividad utiliza el applet de GeoGebra “Anadlisis dinamico de grdficas”,

y responde.

Representacion grafica de la concentracion de contaminantes

a) Activa la opcion de Cantidad inicial de contaminantes, luego da clic en Iniciar.

Observa el comportamiento de los valores numéricos de las magnitudes variables, representadas

en el plano cartesiano.
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Figura 13 Imagen del applet 4) sobre el analisis dinamico de graficas
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Figura 14 Imagen del applet 4) sobre el anlisis dindmico de gréficas al finalizar la animacion
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