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CAPITULO 1.INTRODUCCION

El presente proyecto de tesis aborda el desarrollo del pensamiento variacional en estudiantes de
educacion secundaria. Dicho tipo de pensamiento se concibe como una forma de razonamiento
matematico orientada a analizar fendémenos de variacion continua en procesos dinamicos de la
realidad en los cuales intervienen ciertas cualidades perceptibles y medibles del fendmeno
(magnitudes variables), las cuales presentan un cambio en progreso a través del tiempo y el
espacio.

Nuestra conceptualizacion se diferencia de otras interpretaciones del término “variacion”,
dado que no se centra en el estudio formal de las funciones, y tampoco se enfoca en analizar los
procesos de variacion de forma discreta o “por partes”, de forma estatica. Es decir, se orienta
hacia el andlisis dindmico y continuo de los fendmenos de cambio. En el curriculo de la Nueva
Escuela Mexicana (2024) se menciona que es importante desarrollar en los estudiantes el
pensamiento variacional. Sin embargo, se identifican ciertos vacios y confusiones en los
documentos oficiales, dado que no presentan claridad conceptual y didactica para fomentar de
manera apropiada dicho tipo de razonamiento.

Histéricamente, el pensamiento variacional conecta con la evolucion del estudio
matematico de las magnitudes variables desde la antigiiedad, pasando por las contribuciones de
grandes pensadores matematicos como Nicolds Oresme y Galileo Galilei. Nuestro trabajo de
intervencion didactica enfatiza la distincion entre el razonamiento variacional (analisis de la
variacion dindmica y continua del cambio mediante la construccion de imagenes mentales sobre
magnitudes variables), y el razonamiento funcional (analisis de la variacion discreta y abstracta
centrado en el estudio formal de funciones).

Consideramos que el desarrollo del pensamiento variacional se posibilita en dos etapas
clave: primero, trabajar inicialmente el razonamiento univariacional, relacionado con el estudio
matematico del comportamiento de una sola magnitud variable (aislada de forma artificial) en
la recta numérica, luego avanzar al razonamiento covariacional que involucra la coordinacion
de dos o0 mas magnitudes variables en el plano cartesiano.

Asimismo, se plantea un marco tedrico-metodologico el cual funciona como un aparato
didactico para identificar y fomentar ciertas acciones mentales relacionadas con maneras
variacionales de entender y de pensar deseables para desarrollar en los estudiantes. Dicho marco
se apoya en modelos teoricos como los de Harel (2008; 2008a; 2008b), Carlson y cols. (2003),
Thompson y Carlson (2017), Jiménez et al. (2022) y Castillo y Jiménez (2023) con el propdsito
de mejorar la ensefianza-aprendizaje del pensamiento variacional.

En resumen, el presente proyecto de tesis proporciona una fundamentacion teorico-
metodologica y didactica para fortalecer el desarrollo del pensamiento variacional en estudiantes
de educacion secundaria, contribuyendo a la claridad tanto del concepto y al disefio de las
actividades didacticas con el uso de tecnologia digital que promueva una comprension mas
profunda y dinamica del cambio y la variacion continua en contextos reales.



CAPITULO 2. ANTECEDENTES

El presente proyecto de tesis aborda el estudio del pensamiento variacional, entendido como una
forma de razonamiento que permite analizar fendmenos de variacion y cambio en contextos
diversos. Para evitar confusiones, es necesario precisar que dicho enfoque no se identifica con
otras acepciones del término ‘“variacion” cominmente empleadas en educacion o en
matematicas.

En primer lugar, no se relaciona con la Teoria de la Variacion de Marton, centrada en el
analisis pedagdgico de contrastes y diferencias que segun Leung (2012) posibilitan estructurar
las experiencias de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. En segundo lugar, no
corresponde al uso del concepto de variacion en el area de Estadistica, en donde Silva y
Coutinho (2008) mencionan que se vincula con las ideas de medidas de dispersion tales como
la varianza o la desviacion estandar.

En tercer lugar, tampoco se refiere al trabajo puramente algebraico como el de Mestre y
Oliveira (2012) enfocado en variables numéricas, en donde dichas variables son de caracter
discreto, atemporales y adimensionales, orientadas al razonamiento cuantitativo
(intramatematico). En cuarto lugar, el significado que se asume en el presente enfoque no esta
anclado al estudio y tratamiento formal de las funciones, como en los trabajos de Mateus-Nieves
y Moreno (2021), donde se conceptualiza a la funcidon como correspondencia entre conjuntos
numéricos.

En quinto lugar, aunque esta directamente relacionado con el estudio matematico de
procesos dinamicos de la realidad, mantiene una sutil diferencia con otros enfoques que
comparten esta vision, es decir, no se restringe al estudio de la variacion discreta o “por partes”,
ni la prioriza, como se aborda por ejemplo en el articulo de Stephens (2005).

En cambio, nuestra caracterizacion del pensamiento variacional se distingue como una
forma genérica de pensar, orientada al estudio de procesos y/o fendmenos dinamicos
(situaciones variacionales), aquellos que cambian y transcurren en el tiempo y el espacio, y en
donde intervienen ciertas cualidades perceptibles del fendémeno que es posible medir, a las que
denominamos magnitudes variables.

Entonces, el hecho de comprender o interpretar de manera parcialmente adecuada una
situacion variacional concreta de un fenomeno de la realidad no se considera como una prueba
confiable de que el individuo posee este tipo de pensamiento. Es decir, no se limita solamente
al comportamiento de la magnitud variable de un caso concreto de la situacion especifica (aqui
y ahora), sino mas bien se relaciona con la capacidad de imaginar, analizar y entender todos los
comportamientos posibles que pueden tener las magnitudes variables en general, mas alla de
una situacion particular. El pensamiento variacional se constituye como un campo de
razonamiento mas amplio y en una herramienta valiosa, orientado a la comprension transversal
e integral de los procesos de variacion que ocurren en los fenomenos de cambio en la realidad.



En los ultimos afos, el término pensamiento variacional ha adquirido relevancia en
distintos ambitos. Por un lado, aparece con frecuencia en las reformas curriculares de
matematicas para la educacion basica en diversos paises, y por otro, se menciona bastante como
un tema pertinente de atender en las investigaciones en Matematica Educativa, especialmente
en aquellas centradas en los problemas de la ensefianza y el aprendizaje del Calculo. Bajo estas
perspectivas, el pensamiento variacional se concibe como un tipo particular de pensamiento
matematico, indispensable para comprender los fendmenos de variacion y cambio que ocurren
en la realidad.

En el contexto mexicano, el concepto de pensamiento variacional ha sido incorporado en
el curriculo de educacion secundaria dentro del modelo educativo de la Nueva Escuela
Mexicana (NEM). Este documento oficial reconoce explicitamente que es fundamental
fomentar en los estudiantes el desarrollo de esta forma de razonamiento matematico desde las
primeras etapas de la escolaridad, para que los alumnos se familiaricen con una manera de
pensar que les permita interpretar procesos dindmicos. Dentro del campo formativo de Saberes
y Pensamiento Cientifico para secundaria segun la SEP (2022), se establece que en el area de
Matematicas se busca desarrollar el pensamiento geométrico, algebraico, variacional,
estadistico y funcional.

Sin embargo, a pesar de la importancia que se le otorga, los documentos oficiales no
explicitan ni describen con claridad qué procedimientos, estrategias o modos de razonamiento
pueden considerarse como variacionales y cuales no, y tampoco ofrecen al profesorado ejemplos
concretos que sirvan de referencia para la practica docente. Esta carencia de orientaciones
didacticas genera vacios que dificultan la puesta en practica del desarrollo del pensamiento
variacional en las aulas.

Por ende, resulta evidente que, si no se cuenta con una definicién clara y compartida del
término “pensamiento variacional”, el disefo de estrategias didacticas orientadas a promoverlo
en los estudiantes se convierte en una tarea especialmente compleja. La ambigiiedad conceptual
se traduce en un obstaculo para la planeacion docente, ya que impide establecer criterios solidos
para reconocer cuando una actividad realmente contribuye al desarrollo de este tipo de
pensamiento.

Ademas, la literatura académica sobre el tema atn es limitada. Son escasos los trabajos
que describen de manera sistematica coOmo surge, evoluciona y se construye el pensamiento
variacional en los estudiantes a lo largo de su trayectoria escolar. Sin este conocimiento, es
dificil disefiar propuestas didéacticas que sean cognitivamente congruentes con dicho proceso de
ensefanza-aprendizaje, y que al mismo tiempo permitan al docente acompaiiar de manera eficaz
a sus alumnos en la construccion progresiva de esta forma de pensar.

El uso del término “pensamiento variacional” busca encapsular el tipo de razonamiento
matematico asociado al estudio de la variacion y el cambio. Sin embargo, no se trata de un
concepto cuya definicion haya sido establecida de manera clara, precisa y consensuada dentro
de la comunidad cientifica en Matematica Educativa.



Por ende, distintos grupos de investigacion, desde diferentes enfoques tedricos, le
atribuyen significados particulares, lo que genera un panorama heterogéneo y en ocasiones
contradictorio, es decir, lentes de analisis distintos en los proyectos de investigacion, que si bien,
aunque enriquece la discusion, también contribuye a la dispersion de significados y/o
confusiones entre los miembros de la comunidad.

La dificultad se acentia porque incluso un concepto mas amplio y previo, como el de
pensamiento matematico, se utiliza de manera flexible y con multiples interpretaciones. En la
préctica docente, a menudo se confunde con términos como “razonamiento 16gico” o “cultura
matematica”. Para muchos profesores, desarrollar el pensamiento matematico de los alumnos
equivale a ensefiarles a razonar de manera logica. No obstante, esta equiparacion es
reduccionista y equivoca, ya que el pensamiento logico, si bien estd presente en la actividad
matematica, no constituye su rasgo distintivo: también se encuentra en otros tipos de
pensamiento humano.

Ante este panorama, es posible identificar al menos tres problemas centrales relacionados
con la ensefianza y aprendizaje del pensamiento variacional.

El primero, es el problema del significado en la practica docente, en donde los profesores
suelen manejar una nocion implicita, ambigua o poco definida del término, lo cual limita su
capacidad para promoverlo en el aula.

El segundo, corresponde a la falta de concrecion en los documentos curriculares, dado que
a pesar de reconocer la importancia del pensamiento variacional, los planes y programas de
estudio presentan explicaciones vagas y sin ejemplos claros operativos, lo cual refuerza las
interpretaciones confusas que ya poseen los docentes.

Y el tercero, trata sobre la diversidad de enfoques en la investigacion académica, es decir,
en el ambito de Matematica Educativa existen distintas teorias que abordan el pensamiento
variacional, pero con definiciones y usos que no siempre son concordantes, lo que dificulta la
comparacion de propuestas y la construccion de marcos didéacticos coherentes.

Por lo tanto, este proyecto se propone contribuir y atender dichas cuestiones, ofreciendo
una fundamentacion tedrica y didactico-metodoldgica que permita a los docentes de educacion
secundaria construir un significado mas claro, consistente y operativo del concepto de
pensamiento variacional. La intencion es que los profesores puedan identificarlo y concretarlo
en torno a ciertos contenidos matematicos especificos, lo que a su vez les permitird guiar a sus
estudiantes en el desarrollo progresivo de esta forma de razonamiento matematico en la practica
docente en el aula.

Realizando un analisis sobre las concepciones acerca de pensamiento variacional en el
area de Matematica Educativa, se data que desde hace algiin tiempo se utiliza del término de
interés, pensamiento variacional. Sin embargo, dicha investigacion en el drea arroja que se han
desarrollado diferentes conceptos, intimamente relacionados con el aprendizaje de la
matematica del cambio y la variacion; éstos estdn siendo usados como herramientas para la
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implementacion de reformas educativas y como referentes tedricos en diferentes proyectos de
investigacion. Uno de ellos, el de pensamiento variacional, ha tenido diferentes interpretaciones
y usos en algunas investigaciones educativas, tal como lo sefialan Ramos y Jiménez (2014):

a) La matematica del cambio, surgido en el seno del movimiento de reforma en la ensehanza
del Célculo en EUA en los afos ochenta (Hughes-Hallet y cols., 1992).

b) El concepto de Cdalculo cualitativo, desarrollado para la organizacion TERC en Estados
Unidos, asi como en el Centro de Investigacion Shell en Inglaterra (Stroup, 2002).

c¢) El concepto de Pensamiento variacional, desarrollado dentro de la reforma curricular de
Colombia de finales de los noventa (Vasco, 2000, 2002, 2003)

d) El concepto de Pensamiento funcional el cual se desarrolld en el Departamento de
Matematica Educativa, CINVESTAYV (Cuevas, Martinez y Pluvinage, 2012).

e) El concepto de Pensamiento y lenguaje variacional, enfoque desarrollado por
investigadores del Departamento de Matematica Educativa, CINVESTAV (Cantoral y
Farfan, 1998; 2000).

f) El concepto de razonamiento covariacional, desarrollado por Carlson et al. (2003).

En base a lo anterior, podemos inferir que la concepcion del término “pensamiento
variacional” es diversa y se relaciona con multiples proyectos de investigacion, es decir, dicho
concepto no estd definido de forma clara y precisa. En el capitulo I'V referente a la Problematica
se profundizara respecto a las distintas concepciones, interpretaciones y usos del concepto en el
area de Matematica Educativa.

2.1 Origeny evolucion del término “pensamiento variacional” en Matematica
Educativa

La reconstruccion del origen y evolucion del concepto de pensamiento variacional dentro
de la Matematica Educativa ha sido abordada solo en pocos estudios. Uno de los mas completos
es la tesis doctoral de Marifio (2020), donde se documentan a partir de un amplio anélisis
bibliografico episodios relevantes tanto en el origen, desarrollo y parte del trabajo en la
busqueda de la consolidacion conceptual del término.

Primeramente, Confrey (1991) aporta uno de los primeros acercamientos al estudio del
pensamiento variacional mediante la introduccion del “enfoque de covariacion” versus el
“enfoque de correspondencia”, que prevalece en el curriculo con la notaciéon funcional y =
f(x), en donde a partir de sus investigaciones con estudiantes identificO que éstos interpretan
la funcion inicamente como una correspondencia entre valores numéricos.

Los trabajos de Confrey y Smith (1995) enfatizan que la ensenanza y aprendizaje del
Calculo no se reduce al aprendizaje algoritmico de las reglas de derivacion o integracion de las
funciones, sino que ésta debe estar fundamentada en la comprension de procesos de cambio
(fendmenos dindmicos) mas alla de las técnicas algoritmicas. Por ello, proponen que la nocion
de covariacion (la coordinacion simultanea de dos cantidades que varian) es mas natural en la



comprension de los estudiantes en el contexto del aprendizaje del Célculo, esto implica moverse
operacionalmente de y,, a y,,,, coordinando con los movimientos de x,, a x,,,,4.

En sintesis, Confrey abrid el camino a concebir el pensamiento variacional alejado de la
vision formal y rigurosa de la matematica pura, concibiéndolo como la capacidad de razonar
acerca de como es que cambian en conjunto y simultaneidad las cantidades. Por su parte, los
trabajos de Thompson (1990, 1993) aportan la nocidén del marco de “razonamiento cuantitativo”,
¢éstos se relacionan con el pensamiento variacional dado que exploran como los estudiantes
conceptualizan a las cantidades y construyen significados sobre la variacion de dichas
cantidades.

Thompson define a la “cantidad” como la conceptualizacion de un objeto con un atributo
que puede variar, menciona que una cantidad no esta en la realidad (mundo real), estd en la
mente de la persona (mundo ideal), es decir, es un constructo mental. Del mismo modo, la
cuantificacion consiste en un proceso de conceptualizar un objeto y un atributo (cualidad
medible), de modo que a dicho atributo se le puedan asignar valores numéricos y una respectiva
unidad de medida.

El autor enfatiza que aunque estan estrechamente vinculadas, las operaciones cuantitativas
no deben confundirse con las operaciones numéricas. En este sentido, Thompson (2011) explica
el concepto de variacion: a partir del ejemplo de que x representa una cantidad, ésta puede
asumir distintos valores en distintos momentos de tiempo, entonces se puede representar como
x = x(t), donde t representa simbolicamente el tiempo.

De esta forma, la formulacion propuesta busca reflejar las operaciones conceptuales a
través de la imagen de una magnitud creciente o decreciente (por ejemplo, como un segmento
de linea que se alarga o acorta progresivamente). Asi, una magnitud en un instante especifico
posee un valor x(t), pero al pensar en su variacion, el sujeto la imagina variando en pequefios
cambios (incrementos o decrementos) o “bits microscopicos”, donde cada uno de esos cambios,
al observarse mas de cerca, cada bit posee en si mismo una nueva variacion.

En resumen, la nocioén de razonamiento cuantitativo de Thompson describe el proceso de
crear, interpretar y manipular cantidades en contextos dinamicos. Se concibe entonces que el
pensamiento variacional no es un bloque aislado, sino parte de un marco mas amplio del
razonamiento cuantitativo.

Desde su perspectiva, Vasco (2000) propone en la reforma curricular de educacioén bésica
de Colombia al pensamiento variacional como uno de los ejes articuladores para estructurar la
ensefianza de las matematicas en educacion basica, enfatizando su papel en la formacion del
pensamiento matematico escolar, junto a los otros tipos de pensamiento matematico: numérico,
espacial, métrico y estocastico.

En términos generales, Vasco caracteriza al pensamiento variacional como una manera
dindmica de pensar que busca comprender lo que cambia y lo que permanece constante en un
proceso de la realidad, asi como los patrones de covariacion entre las magnitudes que aparecen
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en los fendmenos, el proposito no es simplemente resolver ejercicios algoritmicos y rutinarios,
tampoco memorizar definiciones y/o aplicar féormulas de forma mecanica simplemente
sustituyendo valores en ellas (F = ma, V = IR) dado que dicha actividad no garantiza la
comprension del proceso de variacion en si, mucho menos el dibujar el esbozo de graficas de
funciones como representaciones estaticas, ya que aunque pueden ser utiles, la mayoria de las
veces los estudiantes se enfocan solamente en la forma, y no prestan atencion a la covariacion
dindmica que representan.

La concepcion de Vasco sobre el pensamiento variacional consiste en que éste es una
manera dindmica de pensar y estd orientado a la modelacion matematica de fenémenos de la
realidad, es decir, tiene como finalidad la construccion de modelos mentales que representen y
expliquen tales procesos de variacion que ocurren en el entorno. Dentro de los rasgos principales
que se destacan: primeramente el distinguir qué cambia y qué permanece constante en el
fenémeno, identificar patrones y/o regularidades entre las magnitudes presentes que varian de
forma simultdnea (covariacion), construir modelos mentales dindmicos en los que dichas
variables se relacionan de forma semejante a lo observado en la realidad, ejecucion del modelo
mental, contrastarlo con la realidad y refinarlo sies necesario, formulacion simbdélica del modelo
a través de lenguaje matematico verbal, grafico y/o algebraico.

Para el desarrollo de este tipo de pensamiento se requiere la articulacion de varios tipos
de pensamiento matematico, la utilizacion de multiples representaciones (verbal, numérica,
geométrica, gestual, simbolica), asi como también el uso de recursos tecnoldgicos que potencien
la exploracion y andlisis dindmico de los fenomenos.

Por otro lado, Carlson et al (2003) desarrollaron el aporte de un marco conceptual acerca
del constructo de “razonamiento covariacional”, un modelo que precisa de forma detallada los
procesos cognitivos implicados en la coordinacion de dos cantidades variables, los cuales
sustentan el desarrollo de dicho tipo de razonamiento variacional en los estudiantes para el
aprendizaje del Célculo.

En el trabajo se enmarca la identificacion de cinco acciones mentales fundamentales
concatenadas que los estudiantes llevan a cabo al razonar sobre la variacion; a la vez estas
acciones se organizan y estdn asociadas a cinco niveles de razonamiento covariacional, las
cuales permiten describir el progreso de aprendizaje del estudiante de forma gradual, es decir,
desde las concepciones basicas hasta las comprensiones mas avanzadas del Calculo.

Las acciones mentales que identificaron los autores son las siguientes: 1) coordinacion de
los cambios de una variable con los cambios en la otra, 2) coordinacion de la direccion del
cambio de una variable con los cambios en la otra variable, 3) coordinacion de la cantidad de
cambio de una variable con los cambios en la otra, 4) coordinaciéon de la razén de cambio
promedio de la funcion con los incrementos uniformes del cambio en la variable de entrada y 5)
coordinacion de la razén de cambio instantaneo de la funcidn, con los cambios continuos en la
variable independiente para todo el dominio de la funcion. Los niveles de desarrollo: 1)



coordinacion, 2) direccion, 3) coordinacion cuantitativa, 4) razon promedio, y 5) razén de
cambio instantdnea, respectivamente.

Este marco conceptual ha sido muy influyente en el area de Caélculo y en los temas de
variacion, dado que proporciona una taxonomia que describe ciertos procesos cognitivos, la cual
es util tanto para la investigacion como para la ensenanza-aprendizaje. Asimismo, los autores
retoman ciertas ideas de Piaget (1968, 1970) para el concepto de “desarrollo”, sefialando que
las imdgenes mentales y dindmicas de la covariacion pueden ser definidas por niveles, los cuales
surgen en un orden, de forma gradual y sucesiva.

Complementando el trabajo descrito anterior, Thompson y Carlson (2017) afios después
profundizan en la relacion entre “razonamiento variacional y covariacional” enfatizando la
integracion de dichos marcos conceptuales en una vision unificada y mas robusta. En dicho
aporte, los autores analizan que previo a la actividad de razonar covariacionalmente, se
encuentra la de razonar de forma variacional, y dicho razonamiento consta de dos momentos
criticos.

El primero consiste en comprender que las magnitudes variables varian, es decir, que sus
valores numéricos cambian. Se caracteriza por el hecho de ser una manera dinamica de pensar.
Es decir, percibir en una situacion de cambio la intervencion de una o mas magnitudes variables
(una de las cuales puede ser el tiempo), indagar de qué manera cambian, formarse imagenes
mentales dindmicas sobre ellas, crear herramientas matematicas para representar y cuantificar
tales cambios, y desarrollar un lenguaje apropiado para describirlos.

Hay un aspecto importante en la conceptualizacion de una magnitud variable que tiene
una connotacion intuitiva. Se trata del hecho de que el valor numérico que la magnitud variable
toma en cada momento es unico (no es posible que una magnitud variable tome dos o mas
valores numéricos diferentes en un mismo instante). Esta caracteristica esencial es conocida
como el principio de unicidad.

El segundo momento es una apreciacion de caracter estético: cuando una magnitud
variable cambia, lo hace suavemente (el tiempo transcurre suavemente de un instante a otro en
un intervalo, un atleta al correr se desplaza suavemente de un punto a otro de la trayectoria).
Todo el proceso es continuo, no omite ningin estado en su devenir. El cambio es suave de un
estado al siguiente, esta caracteristica corresponde al principio de continuidad.

Entonces, dichas abstracciones son una condicion e idea previa para que con menos
dificultades se logre coordinar dicha variacion de cierta magnitud con otra, es decir, desarrollar
el razonamiento covariacional posteriormente.

En fechas recientes, Jiménez y cols. (2022) plantean una reconceptualizacion didactica
del Calculo, en donde muestran de forma detallada las diferencias clave entre el Analisis
Matematico y el Calculo, las cuales recaen en el estudio de las funciones y/o las magnitudes
variables, respectivamente, asi como también las repercusiones fundamentales que poseen
dichos enfoques en el proceso de ensefianza-aprendizaje, al concebir uno u otro. El objeto
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matematico central del Calculo es el estudio de las magnitudes variables (magnitud fisica),
entendidas como cualidades y/o atributos medibles de objetos, fendmenos o procesos que
cambian con el tiempo y/o con respecto a otras magnitudes.

Los autores sefialan que en el Andlisis Matematico los fendmenos naturales (y con ellos,
las magnitudes variables) quedan relegados a un segundo o tercer plano, como simples casos
particulares, ejemplos ilustrativos o aplicaciones. Es decir, se considera mas importante el
estudio abstracto de las funciones y sus propiedades, independientemente si surgen o no de algun
fendmeno de la realidad.

Por otro lado, en el Célculo el papel principal lo ocupan las magnitudes variables, las
cuales son extraidas de la situacion variacional presente en la realidad, mientras que las
funciones cumplen su rol solamente como una herramienta para la matematizacion del
fenémeno de cambio donde intervienen dichas magnitudes variables.

Entonces Jiménez y cols. (2022) plantean dos vertientes de pensamiento matematico para
cada enfoque discutido anteriormente, el pensamiento variacional y el pensamiento funcional.
Sefialan que el Célculo requiere de una manera variacional de pensar, y que la manera de pensar
caracteristica del Analisis Matematico es funcional. Es decir, el Calculo se centra en la
comprension de situaciones de cambio en progreso, y el Andlisis Matematico privilegia el
estudio de las funciones como objetos matematicos formales y abstractos.

Por su parte, los autores mencionan que se concibe que el pensamiento variacional es una
forma de pensar que combina dos dimensiones, una parte cualitativa, que implica la
construccion de imagenes dinamicas de la variacion y el razonamiento sobre ellas, al igual que
el desarrollo de un lenguaje que refleje dicho dinamismo, ala que Stroup (2002) denomina como
“Calculo cualitativo™; y una parte cuantitativa, la cual tiene que ver con céalculos numéricos,
técnicas y expresiones algebraicas. La manera de pensar que exige el estudio matematico del
cambio en progreso es un ente complejo que podemos concebir como constituido por dos
componentes complementarios, a los que Thompson y Carlson (2017) han denominado
respectivamente razonamiento variacional y razonamiento covariacional.

En contraste, el pensamiento funcional se concibe de forma distinta, dado que es una
forma de pensar meramente matematica enfocada en el estudio de las funciones como objetos
abstractos, sin necesidad de que éstos tengan algin vinculo con los fenémenos de la realidad o
su matematizacion. Este tipo de pensamiento se desarrolla en el Andlisis Matematico en donde
se estudian con un enfoque meramente formal las propiedades internas de las funciones
elementales en sus diferentes representaciones.

Por ultimo, Jiménez (2025) presenta una sintesis sobre cuestiones referentes a las
concepciones del “pensamiento matematico” en donde aclara que no existe una definicién como
tal Uinica ni consensuada del término en la comunidad académica. Sin embargo, retoma diversas
fuentes para tener la posibilidad de caracterizarlo de forma operativa.



El autor sefiala que el pensamiento matematico es de caracter abstracto, es decir, el
razonamiento matematico opera sobre objetos ideales, no materiales. Entonces, para pensar en
objetos ideales se requiere el uso de representaciones (simbolicas, graficas, concretas, etc.) y se
debe tener muchisimo cuidado para evitar confundir la representacion del objeto matematico,
con el objeto mismo. Por su parte, la resolucion de problemas es un factor detonante del
pensamiento matematico, ya que implica analizar, conjeturar, formular estrategias y adaptar
ideas para resolver situaciones contextualizadas, y eso involucra también pensar
matematicamente.

También la modelacion matematica caracteriza al pensamiento matematico, ésta consiste
en traducir los fenomenos del mundo real al lenguaje de las matematicas (matematizar), con
todas las herramientas simbolicas que se requieran para ello. Por su parte, Radford (2021) senala
que el pensamiento matematico tiene una dimension colaborativa, es decir, es también una
practica social, no solamente individual, y éste se genera a través de la interaccion social entre
individuos (pensar con otros), por medio del lenguaje (verbal, gestual, simbolos, etc.) y otras
herramientas intelectuales.

En sintesis, el pensamiento matematico se concibe como una actitud o manera de pensar
y actuar que se mueve desde razonamientos personales e intuitivos, socioculturales, hasta el
dominio formal de teoremas y/o técnicas matemadticas, en donde la cultura influye y permea
dicho razonamiento en el individuo.

Por lo tanto, el término “pensamiento variacional” es una manifestacion particular del
pensamiento matematico, ligado al estudio de la variacion y el cambio. El autor sefiala que es
necesario intentar avanzar hacia una caracterizacion también operativa y util del mismo, con la
finalidad de mejorar la ensefianza-aprendizaje de dicho conocimiento y aportar referentes
didécticos, metodologicos y tedricos para orientar al profesorado en su practica docente al
desarrollar dichos temas en el aula con sus estudiantes.

2.2 Antecedentes historicos del concepto de variacion: la matematica de las
cantidades variables

Aunque el término “pensamiento variacional” es relativamente reciente en Matematica
Educativa, sus raices pueden rastrearse en la evolucion histérica de la matemdtica misma.
Aleksandrov, Kolmogoérov y Lavrent’ev (1974) sefialaron que el desarrollo del conocimiento
matematico puede dividirse en dos grandes periodos: primeramente, el periodo de la matematica
de las cantidades constantes en el que predominaron la aritmética, la geometria, la trigonometria
y los primeros desarrollos del 4lgebra, éste abarca desde la antigiiedad hasta el siglo XVI. Aqui,
las cantidades se concebian fundamentalmente como estaticas, sin atender a procesos de cambio
continuo. Seguidamente, el periodo de la matematica de las cantidades variables, iniciada a
partir del siglo XVI con el surgimiento del célculo infinitesimal y el desarrollo posterior del
analisis matematico, este periodo marca un cambio radical al situar la nocion de variacion en el
centro de la actividad matematica.
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En este sentido, el pensamiento variacional puede entenderse como heredero de este
segundo periodo acerca de la matematica centrada en las cantidades variables, dado que se
fundamenta en la capacidad de concebir, representar y analizar fendmenos dinamicos continuos,
situando el estudio del cambio y la interdependencia de magnitudes como nucleo del
razonamiento matematico en los fenomenos de la realidad.

Los antecedentes historicos del concepto de variacion han sido un objeto de reflexion
desde la antigiiedad, junto con el desarrollo de la matematica centrada en las cantidades
variables, éstos han evolucionado significativamente a lo largo de los siglos, marcando un
transito desde la filosofia natural hasta la ciencia moderna.

Ya desde la antigiiedad, la variacion fue un concepto fundamental. Uno de los casos mas
tempranos y documentados de su estudio es el del movimiento de caida de los cuerpos. La fisica
aristotélica, por ejemplo, ya habia formulado una ley para la caida de los cuerpos "gravidos", es
decir, aquellos cuerpos materiales que poseen peso. Sin embargo, Zubieta y Moreno (1996)
sefialan que la comprension y un estudio cientifico mas profundo de la variacion se desarrolld
en el periodo historico comprendido entre los siglos XIII y X VIL

Durante la Edad Media, los pensadores de las escuelas de filosofia natural de Oxford y
Paris se dedicaron a investigar los fendmenos de cambio, mostrando un interés particular en el
estudio cuantitativo del movimiento no uniforme. Estos fildsofos concibieron que los objetos
del mundo no solo poseian formas geométricas, sino también "cualidades" de naturaleza no
geométrica, muchas de las cuales eran cuantificables y, por lo tanto, susceptibles del estudio
matematico. En este contexto, se realizaron esfuerzos para conceptualizar cuantitativamente
fendmenos cotidianos como el calor, la iluminacién y el movimiento no uniforme.

A partir de la segunda mitad del siglo XIII, los pensadores escolasticos comenzaron a
debatir sobre el cambio de intensidad de las cualidades, un problema conocido como la
intensificacion y debilitacion de las formas (variables). Tomando en cuenta a Fernandez (1983),
las primeras descripciones de este fendmeno utilizaban el concepto de "grados de intensidad"
de las cualidades observadas, relacionandolas con el tiempo o la extension del cuerpo en el que
se manifestaban. Entre las contribuciones mdas destacadas de este periodo, sobresale la de
Nicolas Oresme, quien en su tratado De configurationibus qualitatum et motion (Acerca de las
configuraciones de las cualidades y del movimiento) introdujo el concepto de "intensidad de las
cualidades", en donde desarrolld una teoria geometrizada para describir dichas cualidades
utilizando un segmento horizontal, al que llamo "longitud" para representar la cantidad continua
de sustancia o tiempo, y un segmento vertical, denominado "latitud" para representar el tamafo
de la intensidad de la cualidad. Esta es conocida como la teoria de las latitudes de las formas.

Un avance trascendental en el estudio de la variacion fue dado por el gran pensador
italiano Galileo Galilei, quien llevo a cabo un estudio cuantitativo del movimiento no uniforme.
Galileo se enfocd en dos casos especificos: la caida libre de un objeto y el movimiento de una
bala de candn disparada horizontalmente. Descubrid una relacion intrinseca entre estos dos
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movimientos, entendiendo el movimiento de la bala de cafion como una composiciéon de un
movimiento horizontal de velocidad constante y un movimiento vertical de caida libre.

En sus investigaciones sobre la caida libre, Galileo observd patrones especificos: mientras
que los tiempos transcurridos siguen una progresion aritmética (1, 2, 3, 4, 5, etc.), los espacios
recorridos en intervalos sucesivos siguen una secuencia de numeros impares (1, 3, 5, 7,9, etc.),
y la distancia total recorrida en caida libre obedece una ley cuadratica (1, 4, 9, 16, 25, etc.).
Fernandez y Rondero (2004) mencionan que la originalidad de Galileo radicé en su objetivo de
estudiar matematicamente un movimiento real que ocurre en la naturaleza, apartandose de las
causas ultimas y metafisicas que caracterizaban a la escuela aristotélica. Esta postura representd
una ruptura evidente con la tradicion, dando origen a un nuevo concepto de ciencia que se
centraba en el "como" de los fenomenos sin necesidad de indagar el "porqué", y ratificando la
legitimidad de aplicar las matematicas al mundo natural.

Galileo poseia una concepcion sofisticada de la variacion y empleaba un "auténtico
lenguaje variacional", Gonzalez (2004) menciona que los escritos de Galileo revelan que
concebia el movimiento como un proceso en el que: 1) el movil pasa por todos los grados de
velocidad hasta llegar al reposo, lo que establece la continuidad de la variacion de la velocidad;
2) el movil pasa por cada grado de velocidad "sin emplear mas de un instante", implicando un
movimiento infinitesimal en cada instante; y 3) "en cualquier intervalo de tiempo, por muy
pequefio que sea, hay infinitos instantes", los cuales son suficientes para corresponder a los
infinitos grados con los que la velocidad puede ir disminuyendo.

En el pensamiento de Galileo ya estaban presentes dos principios fundamentales: el de
unicidad y el de continuidad, dichas concepciones se derivan del significado de "grado de
velocidad" como una variable continua. Segun Malagon (1988) esto implica que, al pasar un
cuerpo del estado de reposo (grado cero de movimiento) a otro estado de movimiento, o
viceversa, debe transitar por todos los infinitos grados de movimiento intermedios. Ademas,
Galileo aceptaba la idea de que un movil pasa por un nimero infinito de grados de velocidad en
un tiempo finito, al establecer una correspondencia uno a uno entre los grados de velocidad y
los instantes de tiempo; es decir, a cada instante del movimiento le corresponde un unico grado
de velocidad.

Es relevante notar que las propuestas actuales de pensamiento variacional, a menudo
influenciadas por el concepto formal de funcion, no siempre recuperan la rica y sofisticada
concepcion galileana de la variacion.

En desarrollos posteriores, el periodo que abarca desde el siglo XV hasta el XVII fue de
una gran efervescencia para el estudio de los procesos de variacion, lo que generd importantes
avances relacionados con el movimiento de los cuerpos celestes, la intensidad luminosa y la
intensidad del calor. Grandes pensadores como Sadi Carnot, los hermanos Bernoulli, Leibniz y
Newton, asi como Euler y Fourier, entre muchos otros, investigaron y ofrecieron soluciones
originales a diversos problemas que involucraban cantidades variables y sus cambios.
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CAPITULO 3.ESTADO DEL ARTE

Adentrarse a la exploracion sobre como piensan matematicamente los individuos es una tarea
complicada pero interesante. Soto et al. (2022), afirman que, cuando las personas hacen
matematicas realizan actos mentales tales como contar, interpretar, representar, estructurar,
conjeturar, demostrar, probar y resolver problemas. En este sentido, Harel (2008) sefiala que
dichos actos se podrian traducir a acciones mentales, las cuales son parte de operaciones
intelectuales del pensamiento matematico.

Entonces, llevar a cabo una coordinacion de acciones mentales es parte fundamental en la
actividad matematica para resolver problemas y construir conceptos matematicos. Por ende, es
importante identificar las acciones mentales que los estudiantes tienen disponibles en su
pensamiento y buscar la forma de desarrollarlas progresivamente, con el propdsito de que logren

una comprension solida de los conceptos y métodos matematicos.

Por su parte, Harel y Sowder (2005) fundamentan sus trabajos bajo la premisa de que las
acciones mentales de los seres humanos, las cuales son observables o inferidas, son inducidas y
gobernadas por sus visiones del mundo y viceversa. Dicha premisa los llevé a distinguir entre
dos categorias del conocimiento: formas de entender y formas de pensar, las cuales surgen a
partir de tres actividades matematicas interrelacionadas: 1) la comprension de contenidos
matematicos cuando se leen textos o se escucha a otros, 2) al realizar una investigacion cuando
se resuelve un problema, y 3) al establecer una verdad cuando se justifica o refuta.

3.1 Maneras matematicas de entender y de pensar de Harel (2008)

Guershon Harel (2008) ofrece una respuesta pedagogica a la pregunta filosofica ;qué son
las matematicas? Primeramente define de forma simple y como su interpretacion personal al
pensamiento matematico, al cual vincula con la ensefianza. El autor sefiala que el pensamiento
matematico es un ente conformado por la union de dos componentes fundamentales que se
complementan entre si: 1) Maneras matemdticas de Entender y 2) Maneras matematicas de
Pensar. Esto tiene implicaciones pedagodgicas y curriculares, puesto que se considera importante
prestar atencion tanto a la identificacion y al desarrollo de maneras matematicas de entender
como de maneras matematicas de pensar, las cuales actian como pauta para el proceso de
enseflanza-aprendizaje y el desarrollo del pensamiento matematico en los estudiantes.

Para conceptualizar las maneras matematicas de entender y las maneras matematicas de
pensar es pertinente primero comprender los “Actos Mentales”, que son la base de la cognicion
humana. Los seres humanos realizan una multitud de actos mentales, tales como interpretar,
conjeturar, inferir, probar, explicar, estructurar, generalizar, aplicar, predecir, clasificar, buscar
y resolver problemas, entre otros, los cuales se distinguen de los actos fisicos dado que son
elementos basicos de procesos cognitivos abstractos que suceden en la mente del individuo. Sin
embargo, aunque dichos actos mentales no son observables fisicamente, se pueden detectar
cuando el individuo las exterioriza mediante el lenguaje o sus producciones.
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Cabe mencionar que los actos mentales no son exclusivos de las matematicas o la ciencia,
éstos se realizan en todos los ambitos de la vida. Sin embargo, la naturaleza o las caracteristicas
de estos actos mentales pueden diferir significativamente entre profesionales de distintas
disciplinas, por ejemplo: un bidlogo y un matematico pueden resolver problemas, pero la forma
en que lo hacen y otros actos mentales relacionados probablemente sean distintos.

Por su parte, una Manera de Entender (MdE) es el producto cognitivo particular (o
intelectual) que resulta de un acto o accion mental que realiza el individuo. Por ejemplo, un
estudiante al leer o escuchar el enunciado de una situacion problema en matematicas, se encarga
de interpretar, decodificar o traducir dicha informacion, es decir, proporcionarle un significado.

Todo lo anterior se realiza mediante una operacion cognitiva la cual no es posible observar
dado que no consiste en un acto fisico, pero si es posible inferirla cuando el individuo la
exterioriza a través del lenguaje cuando se le cuestiona, y a €ste producto cognitivo de ese acto
mental Harel (2008, 2008a) lo denomina como MdE. Cabe mencionar que las caracteristicas de
las maneras de entender pueden variar segun el contexto, éstas pueden ser juzgadas como
adecuadas o inadecuadas, sofisticadas o ingenuas, correctas o erroneas, utiles o poco practicas,
es decir, pueden ser matematicas o no, todo depende de la experiencia y conocimientos previos
del estudiante.

Ahora bien, es pertinente enfatizar tres connotaciones sutiles pero esenciales que
fundamentan el constructo "Manera de Entender" (MdE) formulado por Harel (2008a): a) la
primera consiste en la naturaleza cognitiva y puramente intelectual, la definiciéon excluye del
analisis los aspectos fisiologicos, como los enlaces neuronales, o los estados emocionales que
acompaian el acto mental del individuo, por ende el foco de estudio es la operacion mental en
si y su resultado, lo cual es fundamental para el desarrollo del conocimiento matematico; b) la
segunda aborda la aparente contradiccion entre la terminologia y su significado conceptual, dado
que en el lenguaje comun, la expresion "manera de" suele interpretarse como un proceso o un
procedimiento, lo cual implica dinamismo; sin embargo, Harel emplea el término "manera de
entender" (MdE) para referirse al producto intelectual o resultado especifico de una accion
mental, lo que lo convierte en un concepto esencialmente estatico; y c) la tercera y mas crucial
connotacion, especialmente para el disefio didéctico, radica en que la formulacion "manera de"
sugiere que un solo acto mental puede dar lugar a varios resultados o productos cognitivos
potenciales, de esta forma, una misma accion mental puede producir multiples MdE.

Es responsabilidad del docente inferir este conocimiento y disefiar actividades que
posibiliten la formacion de maneras de entender deseables y coherentes con el conocimiento
matematico aceptado, dado que las MdE pueden ser quizés correctas desde un punto de vista
puramente matematico, pero inadecuadas en un contexto o situacion determinada. Del mismo
modo, las MdE son meramente productos cognitivos personales, por ende, las maneras de
entender generadas por diferentes personas no son necesariamente idénticas entre si.
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Por otro lado, las Manera de Pensar (MdP) surgen a partir de las MdE, éstas se definen
como las caracteristicas cognitivas estables del acto mental, las cuales se revelan a través de la
observacion repetida de las acciones manifiestas de las MdE. Por lo tanto, estos constructos
proporcionan una guia a los profesores para inferir el conocimiento de los estudiantes y para
disefiar actividades que hagan factible la generacion de maneras de entender y pensar deseables,
las cuales sean compatibles con el conocimiento matematico institucionalizado en la comunidad
matematica.

Harel (2008, 2008a) ejemplifica la distincion entre MdE y MdP utilizando el acto mental
de “interpretar”’; un estudiante al ver el simbolo " 3/4 ", puede interpretarlo como "3 objetos de
4 objetos" o "la suma 1/4 + 1/4 + 1/4", o alguien podria producir una interpretacion mas
sofisticada matematicamente tal como “la clase de equivalencia algebraica entre numeros
3n/4n, en donde n es un nimero entero distinto de cero”, y otra un modo de comprension
ingenuo y no matematico, como “dos numeros con una raya entre ellos”.

Asimismo, y complementando los ejemplos que menciona Harel, para nuestro proyecto
una manera variacional de entender y pensar, seria interpretar 3/4 como una “razén promedio
de cambio, por cada 4 unidades que cambia la variable independiente, la variable dependiente
cambia 3 unidades”, también existe el significado relacionado con porcentajes para 3/4, por
ejemplo “un beisbolista que con cuatro turnos al bat, en tres ocasiones pegd de hit, posee un
75% de efectividad al bat”, el cual se relaciona también con la probabilidad por lo que “dicha
fraccion representa que el evento ocurre en 3 de cada 4 ocasiones o intentos (o sus multiplos) si
el experimento se repite muchas veces”. El autor sefala que la interpretacion que un estudiante
da a una cadena de simbolos o a un concepto es su manera de entender, porque es un producto

cognitivo de su acto mental de interpretar.

La caracterizacion del pensamiento matematico de Guershon Harel, que lo divide en MdE
y MdP, es la piedra angular de la teoria, pero su aplicacion practica en proyectos de Matematica
Educativa no es sencilla. Es decir, aunque se han realizado esfuerzos para definir los constructos
de MdE (el producto cognitivo particular de un acto mental) y MdP (las caracteristicas
cognitivas del acto mental reveladas por la observacion repetida de las MdE), en la practica es
mucho mas facil identificar y etiquetar una produccion cognitiva de un alumno como una
Manera de Entender o de interpretar. Esto se debe a que la MdE representa un producto
cognitivo de naturaleza intelectual que es esencialmente estatico.

Por otro lado, la identificacion de otra produccion cognitiva como una Manera de Pensar
resulta ser una tarea que genera mas dudas y complicaciones, Harel mismo reconocié dicha
dicotomia, sefialando que "es mucho mas dificil reflejar y expresar en palabras de manera exacta
las maneras de pensar que las maneras de entender" (2008, p. 9). Esta dificultad en la precision
del lenguaje para describir las MdP es una razon pertinente para continuar los esfuerzos de
clarificacion teorica y practica en el campo de la investigacion educativa.
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Entonces, si concebimos a las matematicas escolares como un conjunto de MdE y MdP,
Harel justifica el proceso de ensefianza-aprendizaje con una clara mision cognitiva: "la meta de
la instruccion debe ser inequivoca: ayudar a los estudiantes a desarrollar maneras de entender y
maneras de pensar que sean compatibles con las aceptadas actualmente por la comunidad
matematica en general" (2008, p. 23). Esto significa que la funcion de la escuela consiste en
promover la formacion de maneras individuales o personales de entender y de pensar que sean
compatibles con aquellas que la comunidad matematica global considera como "correctas y

utiles en la resolucion de problemas matematicos y cientificos" (Harel, 2008, p. 9).

Porello, el verdadero desafio pedagdgico no consiste en lograr que los estudiantes generen
MdE y MdP personales, ya que esto ocurre de manera natural y espontanea; el problema esencial
de la ensefianza se centra, mas bien, en impedir la formacion de maneras inadecuadas o
incorrectas de pensar. Esto requiere determinar la "naturaleza de las intervenciones educativas
que puedan conducir a los estudiantes a refinar y modificar una manera personal de entender o
de pensar inadecuada o imprecisa por otra mas deseable" (Harel, 2008a, p. 17).

Para que un profesor pueda cumplir el propdsito mencionado e influir positivamente en el
aprendizaje, modificando las maneras de pensar inadecuadas, Harel (2008a) establece que el
conocimiento del docente debe organizarse en tres componentes fundamentales:

1. Elconocimiento matematico: corresponde a las Maneras de Entender y Maneras de Pensar
que son deseables y que el profesor debe poseer.

2. Elconocimiento del aprendizaje de los estudiantes: consiste en la vision del profesor sobre
como se aprenden las matematicas, y su comprension acerca de los aspectos cognitivos y
epistemoldgicos que se involucran en el aprendizaje de determinadas MdE y MdP.

3. El conocimiento de la pedagogia: se refiere a las practicas de ensefianza apropiadas o
pertinentes para la emergencia de MdE que el profesor aplica en su intervencion didactica.

Asimismo, otro aspecto importante que establece Harel (2008b), es que desde una
perspectiva metodoldgica los constructos "acto mental", "manera de entender" y "manera de
pensar" ofrecen una estructura operativa con implicaciones directas en la ensefianza, que se
resumen en tres actividades esenciales que el profesor debe realizar:

1. Identificar los actos mentales de interés: El profesor debe determinar y establecer los
actos mentales particulares relevantes para el aprendizaje.

2. Identificar las Maneras de Entender (MdE): El profesor debe identificar los productos
cognitivos de cada acto mental, los cuales son las maneras de entender, y combatir los que
no sean adecuados.

3. Inferir las Maneras de Pensar (MdP): El profesor debe inferir las caracteristicas cognitivas
de los actos mentales, que se manifiestan a través de la observacion repetida de las MdE del
estudiante; y fomentar las maneras deseables de entender, es son las MdP.
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Este proceso de reflexion realizado por Harel sobre la caracterizacion del conocimiento
matematico y el proposito de la ensefianza lo llevé a formular un esquema metodologico
especifico, denominado "la ensefianza basada en DNR". Este acronimo se deriva de los tres
principios fundamentales que sustentan el esquema: el Principio de Dualidad (D), el Principio
de Necesidad Intelectual (N) y el Principio de Razonamiento Reiterado (R). A continuacion, se
describen brevemente estos principios.

El Principio de Dualidad (D). Este principio establece una relacion de interdependencia
bidireccional entre los dos subconjuntos del pensamiento matematico: las maneras de entender
(MdE) y las maneras de pensar (MdP). Es decir, los estudiantes solo pueden desarrollar maneras
adecuadas de pensar si, simultineamente, construyen maneras adecuadas de entender; e
inversamente, las maneras de entender que producen estan determinadas por las maneras de
pensar que ya poseen (Harel, 2008b, p. 19).

El Principio de Necesidad Intelectual (N). Este principio sefiala que el aprendizaje efectivo
requiere que los estudiantes desarrollen una necesidad intelectual de lo que se les estd
ensefiando, dicha “necesidad” se refiere a una necesidad intelectual, no a una necesidad social
o economica (Harel, 2008b, p. 20). El término necesidad intelectual apela a la inclinacion natural
y espontanea hacia la curiosidad y la tendencia inquisitiva a entender el por qué de las cosas, es
el espiritu racional natural del ser humano.

El Principio de Razonamiento Reiterado (R). Este principio funciona para asegurar la
consolidacion del conocimiento, consiste en que el estudiante debe practicar el razonamiento de
manera reiterada. Sin embargo, ésta practica repetida no debe confundirse con la simple
mecanizacion, mas bien es la clave para que los estudiantes internalicen, organicen y retengan
las maneras de entender y las maneras de pensar deseadas; Harel subraya que “la secuencia de
problemas debe provocar continuamente el razonamiento a través de las situaciones y de las
soluciones, y deben responder a las cambiantes necesidades intelectuales de los estudiantes”
(Harel, 2008b, p.21).

Es importante destacar que la vision del pensamiento matematico formulada por Guershon
Harel proporciona un camino definido para promover el pensamiento matematico en los
estudiantes, a través de los constructos tedricos Maneras de Entender y Maneras de Pensar. A
partir de ellos, Amador y Jiménez (2023) profundizan y los utilizan como base para establecer
un marco explicativo, orientado especificamente a promover el desarrollo del pensamiento
variacional en los estudiantes. En el apartado siguiente se presenta mas informacion al respecto.

3.2 Maneras variacionales de entender y de pensar, segin Amadory Jiménez
(2023)

En este contexto, Amador y Jiménez (2023) realizaron una aportacion tedrica basada en
la obra de Harel para definir y caracterizar dos nuevos constructos tedricos, vinculados
necesariamente al pensamiento matematico de tipo variacional: las Maneras Variacionales de
Entender (MVdE) y las Maneras Variacionales de Pensar (MVdP), éstos funcionan como una
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estructura operativa la cual es necesaria utilizar para el disefio, organizacion y analisis de las
estrategias o actividades didacticas para el desarrollo del pensamiento variacional.

Los autores se centran en definir primeramente el enfoque del pensamiento variacional;
lo conciben como un tipo de pensamiento matematico que exige una manera dinamica de pensar,
enfocado en el estudio del comportamiento de las magnitudes variables presentes en los
fenémenos o procesos de la realidad. A partir de ahi, establecen una estructura operativa de las
implicaciones metodologico-didacticas para fomentar el desarrollo de este tipo de pensamiento
matematico, tomando en cuenta las MVdE y las MVdP.

Amadory Jiménez (2023) definen a las Maneras Variacionales de Entender (MVdE) como
el producto cognitivo particular del correspondiente acto mental que produce imégenes
dindmicas adecuadas, relacionadas con las caracteristicas esenciales de las magnitudes variables
en procesos de variacion y cambio en progreso, es decir, son aquellas que el estudiante produce
al llevar a cabo un acto mental en un contexto variacional. Por otra parte, las Maneras
Variacionales de Pensar (MVdP) son descritas como las caracteristicas cognitivas del acto
mental de producir imagenes dinamicas adecuadas, que se revelan por la repeticion de las
maneras variacionales de entender de los estudiantes, éstas son inferidas por el profesor al
observar las MVdE de los alumnos.

Por ejemplo, si un estudiante interpreta que "las variables algebraicas son simbolos que
escogemos de manera conveniente para representar aspectos cuantitativos esenciales de cierta
realidad que intentamos comprender", estd evidenciando una MVdE; si ese estudiante sostiene
varias MVdE similares, es probable que posea la MVdP de que "las magnitudes variables
pueden estar representadas por diferentes simbolos o literales, segun convenga".

En educacion secundaria es posible desarrollar en los estudiantes el pensamiento
variacional identificando previamente una serie de MVdE en donde se busque construir y/o
reconstruir conceptos matematicos en los estudiantes que pudiesen estar obstaculizando el
desarrollo de este tipo de pensamiento, ya que los enfoques tradicionales de ensefianza de las
matematicas se centran en la memorizacion de formulas, conceptos y procedimientos, por lo
que los estudiantes no logran una comprension genuina de las ideas matematicas involucradas.
A continuacion los autores muestran algunas MVdE para cualquier proceso de variacion en
comparacion con aquellas que se han clasificado como no variacionales.

Tabla 1. Maneras no Variacionales de Entender vs Maneras Variacionales de Entender

No Variacional Variacional

Las variables son objetos matematicos | Las variables algebraicas son simbolos que escogemos de
abstractos  (sin  significado); no | manera conveniente para representar aspectos cuantitativos
representan nada que tenga que ver con | esenciales de cierta realidad que intentamos comprender.
alguna realidad.
La variable tiene o representa un unico | La magnitud variable toma infinitos valores numéricos; su
valor numérico; es simplemente un | valor numérico es diferente en cada momento.

numero, es el valor de la variable en el
momento que se analiza.
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La wvariacion consiste en cambios | La  variacion implica fundamentalmente  cambios
cualitativos en los fendémenos o | cuantitativos: cambios en los valores numéricos de las
procesos. magnitudes variables.

La literal representa un valor numérico.

Laliteral representa todos y cada uno de los valores numéricos
de la magnitud variable.

A las literales no se les asignan
unidades de medida.

Los valores numéricos que toma la literal que representa a una
magnitud variable estdn asociados con una unidad de medida.

La variacion consiste en cambios que
ocurren “‘a saltos”, por porciones.

La variacion implica cambios continuos y suaves en los
valores de las magnitudes variables.

Los valores numéricos de la literal les
son asignados arbitrariamente.

Los valores numéricos que toma la literal en cada momento
pueden ser progresivamente medidos o calculados.

Los valores numéricos de x y y pueden
ser asignados libre o arbitrariamente,
indistintamente el uno del otro.

Los valores numéricos de las magnitudes variables no pueden
ser asignados arbitrariamente; a un valor dado de x le
corresponde s6lo un valor perfectamente definido de y.

Las expresiones algebraicas con
literales son solo objetos matematicos
manipulables.

Las expresiones algebraicas en las que intervienen literales
como variables tienen congruencia dimensional con lo que
ellas representan.

Una igualdad o ecuacion algebraica es
algo que se debe resolver o que se
emplea para realizar un célculo.

Una igualdad algebraica en la que intervienen literales como
variables es un modelo matematico de la relacion cuantitativa
estable que existe entre tales magnitudes variables.

La razén promedio de cambio es el
valor de la pendiente de la secante a la
curva.

La razon media de cambio de una magnitud variable
dependiente, con respecto al incremento uniforme de su
variable independiente, es larazon constante de cambio de un
proceso uniforme imaginario (ideal) que permitiria pasar del
estado inicial al estado final del proceso real no uniforme.

Fuente: Amadory Jiménez (2023)

Aligual que las Maneras Variacionales de Entender (MVdE), las Maneras Variacionales
de Pensar estan directamente relacionadas con el estudio de las magnitudes variables; a las
maneras de pensar que no cumplen este criterio se las ha catalogado como no variacionales
(habitualmente se relacionan con las variables numéricas y funciones conjuntistas).

Tabla 2. Maneras no Variacionales de Pensar vs Maneras Variacionales de Pensar

No variacional

Variacional

Las unicas variables que se estudian en
matematicas son X y y.

Las magnitudes variables pueden estar representadas por
diferentes simbolos o literales, segiin convenga.

Los valores numéricos que tomala variable
no estan sujetos a una dependencia
temporal, son asignados arbitrariamente.

Las magnitudes variables toman progresivamente valores

numéricos que podemos dividir en tres grupos: el valor

actual!, los valores previos® y los valores posteriores?.

Elmovimiento dela variable independiente
es arbitrario: los valores numéricos que
toma ocurren arbitrariamente.

La magnitud variable independiente siempre crece de
manera continua y uniforme.

Las igualdades algebraicas son formulas
para calcular el valor de y a partir del valor
de x.

Las igualdades matematicas entre magnitudes variables
representan  cantidades y relaciones cuantitativas
dindmicas.

Las igualdades algebraicas son verdaderas
solo en el sentido matematico.

Las igualdades algebraicas con variables no s6lo deben ser
verdaderas en el sentido matematico, sino que deben ser

1'El valor actual es el valor numérico que una magnitud variable puede tomar en cualquier momento.
2 Los valores previos son los valores numéricos que una magnitud variable toma antes de llegar al valor actual.
3 Los valores posteriores son los valores numéricos que una magnitud variable toma después de dicho valor actual
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razonablemente satisfactorias en relacidon con la realidad
que pretenden modelar.

La razon media del cambio permite medir
la pendiente de la recta secante y solo es un
numero fijo, estatico en todo momento.

Cuando algo cambia, lo hace con cierta intensidad, tasa o
ritmo de cambio. Es posible cuantificar o expresar con
numeros la rapidez del cambio.

Los simbolismos matematicos en la
modelacion de fendmenos son formulas en
las cuales se sustituyen nimeros.

El simbolismo matematico empleado para modelar
situaciones de variaciéon (cambio en progreso) permite
formular conjeturas y verificarlas.

El comportamiento de las funciones
numéricas depende del valor de sus
variables, son siempre uno a uno.

Existe un conjunto finito de maneras o formas elementales
en que las magnitudes variables pueden comportarse; se
trata de los comportamientos covariacionales elementales
0 bésicos.

El comportamiento de las funciones estd
definido por el trazo entre los pares
ordenados x y y que lo componen.

Los comportamientos covariacionales complejos son
simplemente combinaciones suaves y continuas de
comportamientos covariacionales elementales.

Las graficas de las funciones son como
alambres doblados, pistas o trayectorias
por las que se puede transitar. Son por lo
tanto objetos estaticos, fijos e inertes.

Las graficas covariacionales son codificaciones
matematicas de procesos dindmicos, son como “videos
matematicos” de procesos de cambio en progreso.

Fuente: Amadory Jiménez (2023)

Entonces, la distincion entre MVAE y MV dP es crucial para el desarrollo del pensamiento
variacional. El proceso de ensefianza-aprendizaje tiene la finalidad de que los estudiantes

generen MVAE a través de actividades didacticas que impliquen el estudio, identificacion y
formulacion de propiedades cuantitativas presentes en los fendmenos de cambio en progreso, es

decir, magnitudes variables en las situaciones variacionales de la realidad.

Por su parte Amador y Jiménez (2025) proporcionan una estructura operativa de las
implicaciones metodologico-didacticas para la organizacion, el disefio y andlisis de las

actividades y estrategias de ensefianza, la cual se resume en tres etapas esenciales.

1. Predisefio de las estrategias didécticas: el profesor deberd identificar y caracterizar las
MVdE concretas que se espera promover en los estudiantes, y especificar los actos mentales
particulares de interés.

2. Disefio de las estrategias didacticas: para la elaboracion y organizacion de las actividades
didacticas, esbozar una secuencia cognitivamente logica de obtencion de los productos
cognitivos que involucran los actos mentales manifestados por los estudiantes en forma de
declaraciones y acciones, dicha etapa guia el disefio de las actividades didacticas y su
gestion en el aula.

3. Andlisis de las estrategias desarrolladas por los estudiantes durante la actividad: el
profesor debera inferir de forma indirecta las caracteristicas cognitivas comunes entre los
productos cognitivos de los actos mentales presentes en las actividades desarrolladas por
los estudiantes, éstas inferencias son las MV dP de los estudiantes.

Es importante destacar que el presente enfoque busca que la instruccion ayude a los

estudiantes a desarrollar maneras de entender y pensar compatibles con las aceptadas por la
comunidad matematica, evitando de manera intencionada la formacion de maneras inadecuadas
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o incorrectas. Elandlisis delas maneras variacionales y no variacionales deentendery de pensar
se fundamenta en una distincion crucial respecto a cémo se concibe el conocimiento
matematico, especialmente en el estudio de la variacion y el cambio. La postura variacional
busca un enfoque dindmico, contextual y cognitivamente coherente para modelar
matematicamente el cambio en progreso de las magnitudes presentes en fendmenos reales, en
contraste con el enfoque tradicional abstracto que suele ser formal, estatico y algoritmico, el
cual se centra primordialmente en la manipulacion de las funciones numéricas y férmulas con
una escasa o nula vinculacion a las situaciones reales y cotidianas.

Para llevar a cabo un disefio didactico que bajo el enfoquede MVAEy MV dP, es necesario
utilizar multiples herramientas de ensefanza-aprendizaje, asi como los recursos didacticos
pertinentes para el mismo fin. A continuacion se abordard una metodologia did4ctica para el
proceso de la ensefianza de la covariacion con artefactos digitales, denominada “Covariacion
instrumentada”, y se discutird como su uso puede generar ideas fructiferas en la practica docente
de la comunidad de profesores de matematicas de educacion basica.

3.3 Covariacion instrumentada

Tal como se mencion6 al principio de este documento, el concepto de pensamiento
variacional se menciona como un tipo de pensamiento matematico en el nuevo plan de estudios
de la Nueva Escuela Mexicana (NEM) a nivel secundaria, y se enfatiza que es importante
desarrollarlo en los estudiantes. Especificamente, en el Campo Formativo de Saberes y
Pensamiento Cientifico en su de libro de primer grado se abordan en un primer acercamiento al
tema variacional contenidos que implican “situaciones con pendiente positiva: El estudio de las
variaciones proporcionales requiere del concepto de funcion, que es una regla de
correspondencia entre dos variables, en donde una es dependiente de la otra. Cuando se grafican
estos datos, en ocasiones es necesario obtener la razon de cambio, definida como la pendiente
de una recta” segiin la SEP (2022), en donde su enfoque primordial es el tema de funciones, y
se aborda de manera estatica. Esa visidn es incongruente con la perspectiva didactica que se
pretende realizar en nuestro proyecto de intervencion, para posibilitar el desarrollo del
pensamiento variacional y la generacion de las ideas variacionales pertinentes, para una
comprension significativa del conocimiento matematico.

Por su parte, Arzarello (2019) enmarca dicha problematica y propone ideas con
fundamentacion semidtica y epistemoldgica que se traducen en una herramienta de analisis
implementada como estrategia de ensefianza-aprendizaje para superar dicho problema, a la que
denomina como “Covariacion Instrumentada” (CI), la cual consiste en el disefio de situaciones
didécticas en el sentido de Brousseau (1998), que permitan a los estudiantes desarrollar
concepciones referentes a la covariacion. El autor ademas enfatiza el papel que juegan las
nuevas tecnologias en el desarrollo de dichas situaciones didécticas de aprendizaje,
especialmente cuando se propicia en entornos de geometria dinamica (EGD).

Es decir, en la ensefianza tradicional, es claramente notorio que en los planteles educativos
un alto porcentaje de profesores de ensefianza de las matematicas abordan los temas de variacion
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descuidando fundamentalmente la esencia de dicho razonamiento, el enfoque variacional; ya
que habitualmente se inclinan a elaborar una ensefianza de las funciones de acuerdo a la
definicion estatica del grupo Bourbaki, bajo la cual se congela su naturaleza dindmica con un
lenguaje didactico meramente estatico de la teoria de conjuntos.

Para ello, se propone tomar en cuenta la epistemologia del pensamiento variacional y
sustentar dicho enfoque en la didéactica de las matematicas, lo cual tendrd repercusiones
positivas en el ambito cognitivo de los estudiantes para desarrollar una mayor comprension de
las ideas variacionales relacionadas con este tipo de pensamiento.

La metodologia de la CI consiste en el trabajo con el software de geometria dindmica
mediante su “instrumentalizacion” como un proceso de aprendizaje, en donde se amplifica la
vision para la observacion del fendmeno de estudio, se aborda la formulacién del problema y al
mismo tiempo se modela y manipula permitiendo su instrumentacion. Es decir, dicho método
de ensefianza-aprendizaje aporta una lente semidtica para la descripcion y el andlisis de los
fenomenos variacionales, y se deriva del enfoque instrumental de Vérillon y Rabardel (1995),
en donde se considera al concepto de instrumento como una entidad mixta, con un componente
de artefacto y un componente cognitivo, representado por patrones de uso.

La CI se basa en el uso de artefactos tecnoldgicos, argumentando que abordar la
covariacion en un entorno exclusivo de papel y lapiz es muy abstracto y dificil, por lo que las
herramientas tecnoldgicas permiten abordarla con cierto éxito desde los primeros afos de la
escuela. La Covariacion Instrumentada se fundamenta en que si la instrumentacion se planifica
didéacticamente con cuidado y de manera coordinada con multiples artefactos, puede ayudar al
aprendizaje aprovechando el potencial semidtico que proporciona la mediacion adecuada de las
herramientas tecnologicas, para generar una sinergia positiva de aprendizaje en el aula.

Es importante senalar el rol de las tecnologias en este apartado, ya que toman un papel
importante al momento de presentar, observar y analizar los fendmenos de cambio que se
presentan en las situaciones de la vida diaria. Por otro lado, se proporciona una posible solucion
a la falta de comprension de este tipo de pensamiento matematico, debido a que en la ensefianza
tradicional, incluso en los libros de texto de educacion basica, este tipo de topicos se centran en
la definicion abstracta y estatica de las funciones.

Sin embargo, como menciona Arzarello (2019), este tipo de pensamiento posee un valor
epistemoldgico y cognitivo mas amplio, tomando en cuenta los objetos matematicos que surgen
a partir de los fenomenos y buscando sus relaciones mutuas (problemas fisicos, biologicos,
econdmicos, etc. en los que es necesario modelar fendmenos que evolucionan con el tiempo).

La CI describe como el aprendizaje de relaciones matematicas dinamicas se ve facilitado
en el aula mediante la mediacion semiodtica y el uso coordinado de artefactos tecnologicos, como
videos y simulaciones de GeoGebra. Arzarello (2019) explica que el razonamiento covariante
(covariacional) implica entender el como varian dos o mdas cantidades simultaneamente, y
argumenta que la formulacion de problemas abiertos, junto con la instrumentacion didéctica,
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puede superar la ensefianza estatica tradicional de estos temas. Es decir, funciona como una
herramienta de analisis compleja que posee una contraparte didactica, es descrita como un
fenomeno de mediacion semiotica y epistemoldgica.

Por otro lado, la CI puede ayudar a los profesores a disefiar situaciones didécticas
apropiadas con el fin de introducir el razonamiento covariacional en entornos de geometria
dinamica. Dicho trabajo, basado en la instrumentacion coordinada, por ejemplo, al utilizar un
video de un experimento fisico junto con una simulacion en GeoGebra, puede ayudar a los
estudiantes de secundaria a comprender el complejo proceso de covariacion de cantidades
involucradas en un fenémeno fisico.

3.4 El pensamiento variacional y el cambio en progreso

Es importante considerar que, para comprender de manera dindmica cémo ocurren los
cambios en las magnitudes variables del fendmeno, es esencial utilizar adecuadamente el
término “cambio”. Segun Thompson et al. (2019), su uso adecuado implica percibir que las
magnitudes variables estan experimentando un cambio en curso en ese momento, es decir,
conlleva la nociéon dinamica de “cambio en progreso” (en cierto lugar y en un marco temporal).
Las magnitudes variables son intrinsecamente objetos dinamicos, siempre tienen un trasfondo
temporal y espacial.

Conceptualizamos como magnitud variable a cierta cualidad perceptible y cuantificable
de un proceso en desarrollo, misma que en cada momento, en una progresion temporal
inexorable, toma un valor numérico distinto. Como resultado de un proceso de cuantificacion,
cada valor numérico estd asociado a una unidad de medida. Las magnitudes variables son
temporales en el sentido expuesto, y son dimensionales en el sentido de que se les asocia una
unidad de medicion. La magnitud variable (la cual se mide o calcula) toma progresivamente
distintos valores en distintos momentos, a medidaque va desarrollandose el fenomeno o proceso
en el que ella interviene. Esta imagen del concepto de variable es dindmica, es decir, posee un
significado variacional (contrario a un significado formal al que se hard referencia en el
siguiente parrafo), segun Jiménez et al. (2022).

Schmid y Wu (2008) indican que “en matematicas, una variable es una abreviatura
informal de “un elemento en el dominio de definicion de funcidon”, que por supuesto es un
concepto perfectamente bien definido”. Por su parte, Wu (2005) sefiala que en el ambito de las
matematicas, la palabra “variable” se utiliza de manera vaga y se entiende informalmente como
un elemento en el dominio de definicion de una funcion, y no existe una definicion precisa para
este término en matematicas. Su uso se mantiene en la literatura matematica simplemente por
la conveniencia y la fuerza de la tradicion, al igual que sucede con el término “identidad”. No
obstante, existe una ironia extrema en el contexto de las matematicas escolares: mientras que
este concepto impreciso se toma muy en serio, otros temas que deberian ser prioritarios (como
las fracciones, los decimales o la grafica de una funcion) son descuidados. El autor menciona
que es importante que los educadores sean conscientes del dafo psicologico que la palabra
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"variable" puede causar a los estudiantes principiantes al evocar la imagen mental de un nimero
que "varia" o cambia, dado que es una idea incorrecta: "Un nimero es un nimero. Nunca varia".

Por su parte, el matematico Menger (1953, 1956) contribuy6 a la formalizacion del
concepto de variable con dos significados clave. En 1953, Menger presenté un significado
formal restringido, aplicable a las matematicas centradas en los niimeros reales: “una variable
real es un simbolo que representa cualquier elemento de un determinado conjunto de nimeros
reales, llamado el rango dela variable” (p. 956). Posteriormente, en 1956 formuld un significado
formal més general: “Por variable nos referimos a un simbolo que, en algiin contexto y de
acuerdo con estipulaciones definidas, puede ser reemplazado por cualquier elemento de una
determinada clase (llamada el rango de la variable)” (p. 246). Bajo esta definicion ampliada,
Jiménez et al. (2022) indican que el concepto de variable ya no se limita estrictamente a los
nimeros reales y ni siquiera a los conjuntos numéricos.

Estas definiciones se relacionan con el significado formal o conjuntista de la variable,
tipico del Analisis Matematico. En este enfoque, la variable es vista como una abreviatura
informal para referirse a "un elemento en el dominio de definicidon de una funcién". Por
consiguiente, una variable definida de esta manera no varia ni cambia, es simplemente un
elemento estatico de un conjunto infinito de niimeros, y su definicion lo reduce a ser un
"comodin" que puede ser sustituido por numeros, caracterizado por ser atemporal y
adimensional, es decir, carente de cualquier relacion con el tiempo, el movimiento o las unidades
de medida. Por mas que el vocablo con que se les denomina sugiera lo contrario, pareceria que
las variables, al tomar distintos valores en cierto conjunto de niimeros, lo hicieran por cuenta
propia o por capricho, de manera azarosa y sin atenerse a ninguna secuencia temporal, y mucho
menos vincularse con algiin fendémeno de cambio en progreso de la realidad.

Esta imagen estatica del concepto de variable es promovida por los libros de texto junto
con la interpretacion estatica del concepto de funcion (comunmente vista como "valor de
entrada-valor de salida" o "regla de correspondencia"), que se desarrolla a partir de esta
definiciéon formal. Thompson y Dreyfus (2016) sefalan que estd total e intencionalmente
divorciada delas ideas fenomenoldgicas y dindmicas de variacion, covariacion, razéon de cambio
y acumulacion. En esta perspectiva formal de la variacion, la nocion de funcion se ubica como
el objeto fundamental de estudio, exhibiendo las mismas caracteristicas que las variables
numéricas abstractas: es atemporal (desligada del tiempo o de cualquier secuencia temporal),
adimensional (no esta ligada a unidades de medida) y estatica (inerte, también referida como
adinamicidad).

Bajo esta concepcion, una funcion se define simplemente como una terna (un conjunto de
tres elementos) que consta de dos conjuntos de nimeros y una regla de correspondencia que los
relaciona. No se considera esencial el significado concreto o fenomenologico de estos numeros
o dela regla decorrespondencia: parece trivial asumir que eso se aclara en cada caso especifico.
Lo primordial de esta vision es que las funciones existen por si mismas (por su propio derecho)
y estan dadas de antemano, sin la obligacion intencional de surgir de alguna realidad natural o
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fisica. Por lo tanto, se asume que el aspecto mas importante es simplemente la existencia de los
dos conjuntos numéricos y la regla de correspondencia entre ellos.

La definicién formal del concepto de funcion resulta en un objeto inerte, estatico y
desprovisto de todo significado variacional. Es decir, los nimeros y los conjuntos de nimeros
que componen la funcidbn no necesitan ser vistos como el resultado de un proceso de
cuantificacion o medicion (ya sea directa o indirecta); de hecho, estos conjuntos se determinan
de manera arbitraria. Y la correspondencia que se establece entre los nimeros en el dominio y
los numeros en el rango es atemporal, es decir, no posee un caracter temporal ni esta relacionada
de ninguna manera con el tiempo. Los nimeros del dominio se seleccionan de forma arbitraria,
y no estdn obligados a seguir una secuencia temporal o creciente. Esta desvinculacion es
intencional, ya que el aspecto crucial es la regla que asegura que a cada niumero del dominio le
corresponda uno y solamente un niimero en el rango.

En contraste, al abordar los fenomenos de variacion, aunque el tiempo no se considere la
variable principal, es crucial reconocer que las magnitudes variables estan en constante
evolucion a lo largo del tiempo. Es decir, los fendémenos, ya sean naturales o sociales, son
intrinsecamente dindmicos y no estaticos, y siempre relacionados bajo una temporalidad.

Por lo tanto, al estudiar la variacion, es esencial tener en cuenta la presencia de
caracteristicas cambiantes y cuantificables que permiten imaginar o percibir que el cambio esta
sucediendo, esto es, siempre estd presente en las situaciones variacionales un "cambio en
progreso", segun Thompson et al. (2019) y Jiménez et al. (2022). Este "cambio en progreso" es
fundamental para la comprension y el abordaje deuna amplia gama de fendmenos en las ciencias
naturales y sociales, dado que dicho concepto postula y exige una perspectiva variacional, con
el uso deseable de tecnologias dindmicas para su estudio en el entorno educativo.

Por lo tanto, se retoman las ideas de Jiménez y cols. (2022), quienes mencionan que en el
corazon del pensamiento variacional se encuentran las magnitudes variables. Para ello, es
esencial definir el concepto “magnitud fisica”, la cual se entiende como una propiedad o
cualidad cuantificable de cualquier objeto, proceso o fendmeno. Entonces, como el proyecto se
centra en el desarrollo del pensamiento variacional, es importante agregar el adjetivo de
“variable” al concepto de magnitud, “magnitudes variables” son aquellas propiedades o
atributos cuantificables presentes en los fendémenos de la realidad, que pueden cambiar o variar,
es decir, presentan una connotacion dindmica.

Las caracteristicas primordiales de las magnitudes variables son que éstas son
dimensionales y temporales. Es decir, estdn asociadas a una unidad de medida, por lo tanto, a
un fendomeno que sucede en la realidad y fluye de forma continua y suave a lo largo del tiempo
(tiene un inicio y un fin). Por ende, dicha magnitud variable toma un valor numérico distinto en
cada momento, siguiendo una progresion temporal. En este enfoque, el concepto de variable
surge de forma intuitiva y natural del contexto, exhibiendo un significado variacional o
dindmico (en oposicion a su significado formal y estatico del Andlisis Matematico). Algunos
ejemplos de magnitudes variables son el tiempo transcurrido durante un fenémeno curso, la
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distancia cambiante por un objeto en movimiento, la velocidad de un avion durante el despegue,
la temperatura oscilante del dia en una ciudad, la cantidad de sustancia en un recipiente que esta
siendo llenado o vaciado, entre muchas otras.

La caracteristica clave de las magnitudes variables es que éstas no son estaticas o
constantes, sino que pueden experimentar cambios en funcion de diversas circunstancias y
condiciones, es decir, al ser medidas en dicho cambio en progreso, se observa que los valores
numéricos que representan a dicha magnitud variable estan cambiando. Entonces, uno de los
aspectos mds importantes del pensamiento variacional es desarrollar la capacidad de razonar
sobre como cambian las magnitudes variables en diferentes situaciones, por lo que los
estudiantes tendran la oportunidad de analizar cémo se relacionan las magnitudes variables y
cémo evolucionan con el tiempo o en respuesta a cambios con otras magnitudes. Este tipo de
razonamiento variacional es fundamental para comprender conceptos y problemas matematicos
relacionados con el estudio de la variacion.

Por su parte, Vasco (2003) menciona que los estudiantes aprenden a crear modelos
matematicos que representen situaciones del mundo real en términos de magnitudes variables y
sus relaciones cuantitativas, no necesariamente en términos de funciones, y que dichos modelos
permiten a los estudiantes analizar y predecir como cambiardn las magnitudes en diferentes
escenarios y como se relacionan entre si. Por ende, la modelacion matematica delas magnitudes
variables se convierte en una herramienta poderosa para resolver problemas y tomar decisiones
basadas en informacion cuantitativa, y desempeiia un papel importante en el desarrollo del
pensamiento variacional.

La importancia de esta perspectiva del pensamiento variacional consiste en que lo
necesario para comprender la variacion se relaciona directamente con el estudio de las
magnitudes variables, mientras que las funciones figuran como herramientas auxiliares para la
matematizacion de estas magnitudesy de los procesos en los que intervienen. En consecuencia,
el lenguaje utilizado para describir el comportamiento de estas magnitudes en los fenémenos de
cambio en progreso es consecuentemente variacional y dinamico.

En resumen, el desarrollo del pensamiento variacional es un proceso que progresa a
medidaque los estudiantes avanzan en el razonamiento sobre las magnitudes variables que estan
presentes en los procesos o fenomenos de la realidad. Este se inicia con la identificacion de
magnitudes variables y la observacion de cdmo cambian en situaciones simples. A medida que
los estudiantes avanzan, desarrollan la capacidad de analizar mas complejamente las relaciones
cuantitativas entre las magnitudes variables, y la modelacion de éstas se convierte en una
herramienta cada vez mas sofisticada para abordar problemas y situaciones del mundo real.

Para complementar las ideas referentes al desarrollo del pensamiento variacional es
necesario rescatar los trabajos relacionados con algunos marcos conceptuales referentes al
topico de estudio. Para ello, en el siguiente apartado se describen, con mayor extension que en
el capitulo de Antecedentes, los trabajos realizados por Carlson y cols. (2003), y Castillo y
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Jiménez (2023), éstos ultimos complementando grosso modo el marco conceptual de los
primeros.

3.5 El marco conceptualde Carlsony cols. (2003)y la adaptacion de Castillo
y Jiménez (2023)

El marco conceptual del Razonamiento Covariacional de Carlson y cols. (2003) describe
una serie de acciones mentales concatenadas y complejas implicadas en la coordinacion de dos
cantidades variables, en términos de cinco niveles de desarrollo, que van desde el Nivel 1 (el
mas elemental) hasta el Nivel 5 (el mas desarrollado). Cada nivel queda descrito por lo que se
denomina accion mental, que consiste en la manifestacion de ciertos razonamientos sobre los
fenomenos o situaciones de covariacion a los que son enfrentados los estudiantes (también
clasificadas en cinco tipos AM1-AMS). El desarrollo de cada nivel esta en funcién de la accion
mental asociada a ese nivel, y de todas aquellas que la preceden; por ejemplo, para poder ubicar
a un estudiante en el nivel cuatro (N4), éste tendrd que demostrar comportamientos y
caracteristicas que evidencien el dominio de las acciones mentales desde la accion mental uno
hasta la accion mental cuatro (AM1-AM4).

Cada accion mental se puede caracterizar a través de la combinacion de las imagenes de
covariacion que el estudiante vaya formando y de los razonamientos que exprese durante la
actividad. Estos comportamientos reflejan o exteriorizan el grado de comprension y tipo de
coordinacion que el estudiante es capaz de realizar sobre las magnitudes variables involucradas
en el fenomeno.

Los comportamientos referentes a las acciones mentales describen una serie de registros
de representacion. Duval (2006) menciona que dichos registros de representacion deben permitir
la manipulacion y transformacion dentro de un mismo registro, y/o permitir la transformacion
total o parcial hacia otro registro. Por lo que, segiin Hitt (1998), si un estudiante consigue la
articulacion de al menos tres registros de representacion de un concepto matematico, puede
establecerse el argumento de que dicho alumno ha logrado comprender dicha conceptualizacion.

Por su parte, Ramos y Jiménez (2014) sefialan dos limitaciones del enfoque de Carlson y
cols. (2003): a) se centra solamente en el Calculo Diferencial, y b) no considera todas las
representaciones semiodticas deseables para abordar el pensamiento variacional. En su trabajo
proponen de manera complementaria el uso de representaciones tabular, grafica, algebraica,
verbal, y digital.

A diferencia de la informacion presentada por Carlson y cols. (2003), en la que
basicamente se centran en la descripcion en dos representaciones (numérica y grafica), Castillo
y Jiménez (2023) consideran mas variedad de representaciones para complementar el analisis
de dicho marco conceptual: el uso del lenguaje (explicaciones verbales), el video
(representacion visual y dindmica) y la tabla (representacion visual de valores numéricos
ordenados); en la Tabla siguiente se describe con mas detalle la informacién al respecto.
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Tabla 3. Descripcion detallada y complementada de los comportamientos de los alumnos, que evidencian
la ejecucion de las acciones mentalesrelacionadas con la covariacion consignadas en el marco teérico de Carlson

y cols. (2003).

Accion | Descripcion
Mental | de la accion Comportamientos
mental
AMI1 | Coordinacién | En el uso del lenguaje: Este sera un tipo de comportamiento que esperamos
del valor de | que se presente en forma simultanea en todos los registros de representacion
una magnitud | que consideramos, con explicaciones verbales se evidenciara la presencia de
variable COn | Jos comportamientos esperados. Por ejemplo, enumerar todas las cualidades
los  cambios | medibles del fenomeno (tiempo, altura del liquido).
en la otra.
En el video: Identificacion visual de las magnitudes que cambian (altura,
volumen, areas, radio, diametro, largo) y manifestar comportamientos que
muestren de qué forma se relacionan las magnitudes variables encontradas
(altura-tiempo, volumen-altura, area-radio, distancia-tiempo, area-tiempo).
Coordinacion En lg tabla: Seﬁalamier}tos sobr'e la tablg que muestren que cada columna
consigna valores numeéricos asociados a cierta magnitud variable.
de los valores
de Ax conlos | En la gréfica: Establecimiento de los ejes coordenados (X, y), sefialando cual
de Ay. de las coordenadas es asociada con la variable independiente, y
comprendiendo que si se da un cambio en la coordenada x también se
presentara un cambio en el valor de la coordenada y.
En la forma algebraica: Identificacion del papel que juega cada una de las
variables involucradas, obteniendo expresiones algebraicas donde x es quien
determina los valores de y, pudiendo sefialar los valores permitidos de x.
AM2 Coordinacién | En el uso del lenguaje: El uso de la verbalizacion para reforzar el
de la direc- | conocimiento del sentido en el que se esta dando el cambio de las magnitudes
tc)i_(')n (Lel cam- | variables (ej. “La variable independiente siempre crece”, “si la variable
10 € una

magnitud va-
riable con los
cambiosen la
otra magnitud
variable.

independiente siempre crece, entonces la variable dependiente siempre
disminuye”).

En el video: El trabajo de andlisis visual sobre el Glltimo fotograma del video.
En el caso del fenomeno de vaciado, por ejemplo, que identifique que
conforme pasa el tiempo, la altura y el volumen del fluido disminuyen; en el
caso del péndulo, la identificacion del sentido en el que, conforme transcurre
el tiempo, cambia la distancia (horizontal o vertical) con respecto al eje
establecido como referencia, comportandose ésta en algunos momentos de
manera creciente y en otros de manera decreciente.

En la tabla: Identificacion del hecho de que, conforme se avanza hacia abajo
en los renglones de la tabla, los valores de la primer columna siempre
aumentan, mientras que los de la segunda columna tienen un comportamiento
ya sea creciente (ej. Altura respecto al tiempo en el llenado del recipiente) o
decreciente (ej. Volumen respecto a la altura en el vaciado del recipiente)
segun sea el fendmeno observado, pudiendo ser (como en el caso del péndulo)
que se identifique en una parte decrecimiento y en otra crecimiento.

Enla gréfica: La construccion del bosquejo de la tendencia de la curva, donde
graficamente se muestre el sentido del cambio en los valores de las
magnitudes variables involucradas.
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En la forma algebraica: Que el alumno establezca la forma algebraica, con lo
que observa en el video y sobre como se relacionan las variables (dependiente
¢ independiente).

AM3

Coordinacion
de la cantidad
de cambio de
una variable
con los cam-
bios en la otra
variable.

En el uso del lenguaje: Que el alumno exprese la relacion que existe entre el
valor numérico de una magnitud variable (variable independiente) con los
cambios que presenta la otra magnitud variable (variable dependiente). (e;j.
“La variable independiente aumenta en tal proporcion”, “si la variable
independiente aumenta en tal proporcion, entonces la variable dependiente
disminuye en tal proporcion).

En el video: coordinar la magnitud de separacion entre las marcas en el
fotograma con la conciencia de que dichas marcas fueron realizadas con la
misma separacion temporal. Se esperan enunciados del comportamiento de
esas separaciones (ej. “estan cada vez mas juntas”, “estan cada vez mas
separadas”).

En la tabla: Se esperan expresiones que relacionen la cantidad de cambio en
los valores de la variable de la primera columna de un renglén a otro,
relacionandolo con la cantidad de cambio obtenida en los mismos renglones
para los valores de la segunda variable (segunda columna).

En la grafica: Interpretar los valores de Ax como un conjunto de segmentos
horizontales, uno por cada par de puntos consecutivos de la grafica, excepto
el ultimo, e interpretar los valores de Ay como un conjunto de segmentos
verticales (uno por cada punto en la grafica, excepto el primero). Asimismo,
que asocie la direccién hacia arriba de estos segmentos verticales con el
crecimiento, y la direccién hacia abajo, con el decrecimiento; también que
asocie el tamafio de estos segmentos con el comportamiento variacional
acelerado (cada vez mas grandes) o desacelerado (cada vez mas pequefios), o
constante (cada vez lo mismo).

En la forma algebraica: La cuantificacion del cambio mediante
procedimientos algebraicos, a partir de la expresion algebraica que relaciona
las magnitudes variables.

El proyecto colaborativo a nivel de Educacién Secundaria pretendi6 abarcaren tercer grado hasta la Accién
Mental anterior (AM3).

AM4

Coordinacion
de la razon de
cambio pro-
medio de la
funcién con
los incremen-
tos uniformes
del cambio en
la variable de
entrada.

En el uso del lenguaje: Que el alumno exprese la relacion que existe entre el
valor numérico de la razén de cambio promedio y el comportamiento
variacional de la magnitud variable (ej. “la razon de cambio promedio es
positiva, entonces la magnitud variable crece”, “la razon de cambio promedio
es negativa, podemos decir que la magnitud variable esta decreciendo”, “la
razon de cambio promedio es cero, entonces la magnitud variable no
cambia”).

En el video: Coordinar y relacionar la magnitud de separacion entre las
marcas en el fotograma punteado en relacion con la magnitud del intervalo
en que fueron hechas. Dentro de la verbalizaciéon se podran enunciar, para el
caso de nuestros fendmenos de estudio, la razoén de cambio de la altura en el
vaciado del recipiente conforme transcurren periodos de tiempo de la misma
magnitud, o la razon a la que aumenta la superficie del espejo del liquido
conforme disminuye la altura en la misma cantidad cada vez, también la razon
de cambio de la distancia del péndulo hacia el eje de referencia.
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Coordinacion
de los distin-
tos valores
numéricos de

Ay
—= con cada
Ax

En la tabla: La coordinacion del cociente de los cambios absolutos, e
interpretarlos como una razoén de cambio promedio en cada subintervalo. Se
podran observar otros comportamientos, como el agregar columnas a la tabla
para incluir en ellas los cocientes calculados, y establecer con mayor
precision la relacion entre ellas, es decir, la razén de cambio.

En la gréfica: El estudiante debe ser capaz de formar rectas secantes entre los
pares de puntos contiguos de la grafica, y reforzar con la verbalizacion sobre
la relacion entre cada una de ellas con su pendiente como la razén promedio
de cambio; al igual que la identificacion de puntos importantes de la grafica,
como son los puntos extremos, de inflexién o concavidades y su relacion con
el comportamiento de las pendientes.

valor de Ax.
En la forma algebraica: La forma de coordinar el cambio entre las variables,
sera calculando su razén de cambio promedio (RCP) en un intervalo tomando
en cuenta un valor de interés x, y el tipo de intervalo a considerar (hacia
adelante, atrads o centrado); mediante el analisis de los resultados de los
diferentes calculos, determine que existe una tendencia hacia un valor
numérico especifico, si se van haciendo dichos célculos con intervalos de
menor magnitud.

AMS5 Coordinacién | En el uso del lenguaje: Verbalizar lo que se observa y analiza en los registros

de larazén de | de representacion (video, tabla, en la forma algebraica, etc.).

cambio ins- . . . . -

tantanea de la | Enel video: Este tipo de abstraccion de AM ya no se podra identificar en el

funcion con | video o en alguno de sus fotogramas, ya que no es cuestion visual la

los cambios
continuos en
la variable in-
dependiente
para todo el
dominio de la
funcion.

Coordinaciéon
de los valores
de f'(x) con
los valores de
x.

identificacion de la razon instantanea de cambio (es una abstraccion).

En la tabla: El trabajo en tablas puede aproximarnos a una razon de cambio
instantanea, cuando surge en el estudiante la inquietud de ver lo que sucede
si se trabaja con intervalos mas pequefios cada vez, sin embargo, no se podra
trabajar con intervalos mas pequefios, ya que no tendriamos de donde obtener
informacion, y se tendrd que pasar a algun otro registro para continuar el
analisis. El comportamiento importante sera entonces que el estudiante
realice ese paso hacia otro registro y continiie con el objetivo de llegar a la
razén de cambio instantanea.

En la gréfica: Que el estudiante identifique propiedades esenciales de la
gréfica, relacionandolas con el comportamiento variable de la tangencia en
cada punto de la gréfica, razén instantdnea de cambio, como son puntos
extremos, de inflexion, o concavidades. Este comportamiento puede necesitar
de la verbalizacion.

En la forma algebraica: Para que un estudiante desarrolle la imagen de razon
instantanea de cambio (RIC) es necesario considerar que el cambio que sufre
la variable independiente es infinitamente pequefio Ax — 0, de nueva cuenta,
si tenemos la representacion de la funcién como y = f(x), larazéon de cambio

. , , LA . .
instantanea la calculariamos con RIC = Allm0 ﬁ y al igual que en la razén
X—

promedio, podemos tener diferentes maneras de realizar dicho calculo. Estos
calculos se apoyan en una interpretacion intuitiva de lo infinitamente pequefio
y del proceso de paso al limite.

Fuente: Castillo y Jiménez (2023)

Se enfatizan en el presente trabajo las limitaciones del marco conceptual, dado que

razonamiento covariacional es cognitiva y matematicamente mucho mas complejo que

el
el
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razonamiento variacional, ya que para desarrollar en el alumno la capacidad de razonar de forma
covariacional, no solo es deseable sino ademas y ante todo es necesario desarrollar previamente
su capacidad mas elemental para razonar de manera univariacional, esto es, razonar sobre una
sola magnitud variable.

Castillo y Jiménez (2023) plantean una adaptacion didactica al marco conceptual de
Carlson y cols. (2003), la cual consiste en incluir una accion mental preliminar mucho mas
elemental, previo al Nivel 1 y a la Accion Mental 1, a la que denominan accion mental cero
(AMO). Los autores sefialan que es pertinente comenzar el estudio de la variacion analizando
solamente el comportamiento de una magnitud variable a partir de una lista de valores
numéricos, dichos valores pueden representarse en una recta numérica; en donde es posible
calcular cambios absolutos (primeras, segundas y/o terceras diferencias). Por su parte, Jiménez
(2022) menciona que estos fundamentos practicamente aritméticos proporcionan un camino
para la comprension de ideas avanzadas del Calculo a un nivel elemental, tales como un primer
acercamiento a las derivadas de orden superior y el teorema fundamental del Calculo, al asumir
este enfoque.

Asimismo, afirmamos que las grandes ideas requeridas para la coordinacion de dos
magnitudes variables se pueden desarrollar a partir de ese caso simplificado, es decir, los seis
comportamientos variacionales bdsicos o fundamentales, a los que en este trabajo
denominamos: crecimiento uniforme, crecimiento acelerado, crecimiento desacelerado,
decrecimiento uniforme, decrecimiento acelerado, decrecimiento desacelerado, que después
devienen en covariacionales, se encuentran también en el caso de la variacidon de una sola
magnitud variable. En otras palabras, los conocimientos, ideas y herramientas matematicas
elementales necesarios para la coordinacion de dos magnitudes variables (situaciones
bivariacionales) se encuentran presentes en el estudio de una sola magnitud que cambia
(situaciones univariacionales), con un nivel de complejidad cognitiva inferior. Castillo y
Jiménez (2023) organizan en una tabla a grandes rasgos la descripcion de lo que compete a la
AMO (referente al Nivel Cero del Razonamiento Variacional) y de los comportamientos que
proporcionan evidencia de ejecucion en la Tabla siguiente:

Tabla 4. Descripcion de la Accion Mental Cero y de los comportamientos de los alumnos que dan
evidencia de su ejecucion.

Accion | Descripcion
Mental | de la accion Comportamientos
mental

AMO | Identificacion | En el uso del lenguaje: Este sera un tipo de comportamiento que esperamos que
de las magni- | se presente en forma simultdnea en todos los registros de representacion que
tudes variables | consideraremos, con explicaciones verbales se evidenciara la presencia de los
relevantes. comportamientos esperados. Por ejemplo, enumerar varias de las cualidades
medibles del fendémeno (tiempo, altura del liquido, area no mojada).

En el video: Identificacion visual de las magnitudes que cambian (altura,
volumen, areas, radio, diametro, largo). En el caso del fenomeno de vaciado,
por ejemplo, que conforme pasa el tiempo, la altura y el volumen del fluido
disminuyen; en el caso del péndulo, la identificacion del sentido en el que,
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Representacion
algebraica de
las magnitudes
variables.

Representacion
numérica de la
magnitud va-
riable: cuantifi-
cacion del
cambio.

Representacion
grafica de las
magnitudes
variables.

Cuantificacion
del cambio de
una magnitud
variable.

conforme transcurre el tiempo, cambia la distancia (horizontal o vertical) con
respecto al eje establecido como referencia, comportandose ésta en algunos
momentos de manera creciente, y en otros de manera decreciente.

En la forma algebraica: Identificacion del papel que juega cada una de las
magnitudes variables involucradas, proponiendo literales y/o expresiones
algebraicas que representen a dichas magnitudes variables.

En el registro numérico: Sefialamientos de una lista de valores numéricos de
dicha magnitud variable registrados en una tabla, ordenados de acuerdo con la
secuencia natural de dichos valores en el desarrollo del fenémeno en que la
magnitud variable interviene. Identificacion del hecho de que, conforme se
avanza hacia abajo en los renglones de la lista de valores numéricos de la
magnitud variable registrados en una tabla, los valores de la columna siempre
aumentan, o por el contrario siempre disminuyen, o se mantienen constantes.
Es decir, tienen un comportamiento ya sea creciente (ej. Altura en el llenado
del recipiente) o decreciente (ej. Volumen en el vaciado del recipiente) segiin
sea el fenomeno observado, pudiendo ser (como en el caso de un péndulo) que
se identifique en una parte decrecimiento y en otro crecimiento. Se esperan
expresiones que relacionen la cantidad de cambio en los valores numéricos de
la variable de la columna de un renglén a otro, (primeras diferencias).

En la grafica: Establecimiento del eje coordenado horizontal o vertical (x) o
recta numérica. La construccion del bosquejo de graficas donde se muestre el
sentido del cambio en los valores de la magnitud variable involucrada.

En el uso del lenguaje: La verbalizacion para reforzar el conocimiento del
sentido en el que estd ocurriendo el cambio de la magnitud variable (ej. “La
magnitud variable siempre crece”, “la magnitud variable siempre decrece”, “la
magnitud variable se mantiene constante”).

En el registro numérico: Analizando la lista de valores numéricos de dicha
magnitud variable registrados y ordenados en la tabla de acuerdo con la
secuencia natural en que se desarrolldé dicho fenomeno en que la magnitud
variable interviene.

En la forma algebraica: La cuantificacion del cambio mediante procedimientos
algebraicos, a partir de la expresion algebraica que relaciona el calculo de las
diferencias de valores consecutivos de la magnitud variable.

En el uso del lenguaje: Que el alumno exprese la relacion que existe entre el
valor numérico de las diferencias entre el valor final y valor inicial en un
determinado momento y el comportamiento variacional de la magnitud variable
(ej. “la diferencia es positiva, entonces la magnitud variable crece”, “la
diferencia es negativa, podemos decir que la magnitud variable esta
decreciendo”, “la diferencia es cero, entonces la magnitud variable no
cambia”).

En la grafica y uso del lenguaje: La representacion grafica de una magnitud
variable en la recta numérica es un punto moévil (un solo punto moévil) que se
desplaza en ella de cierta manera, regulada por el comportamiento de la
magnitud variable a la que representa. Interpretar en la grafica la direccion del
punto movil hacia la derecha con el crecimiento, y hacia la izquierda con el
decrecimiento. Coordinar y relacionar la magnitud de separacion entre las
marcas en el fotograma punteado con la conciencia de que dichas marcas fueron
realizadas con la misma separacién temporal. Se esperan enunciados del
comportamiento de esas separaciones en donde se analicen las distancias en las
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que aparece el punto movil, correspondientes a los valores numéricos de la
magnitud variable de nuestro fenémeno de estudio y describan el
comportamiento variacional acelerado (estan cada vez mas separados), el
desacelerado (estan cada vez mas juntos) o uniforme (estan cada vez lo mismo
de separados).

Fuente: Castillo y Jiménez (2023)

Sin embargo, en fecha reciente Jiménez y Castillo (2025) han presentado una propuesta
mas amplia que la mencionada con antelacion, referente al marco conceptual complementario
al Razonamiento Covariacional de Carlson et al. (2003) y al Razonamiento Variacional de
Thompson y Carlson (2017). Los autores deciden denominar Nivel Cero (NO) a la etapa inicial
correspondiente a la formacion y desarrollo del razonamiento variacional, el cual se enfoca en
caracterizar el razonamiento variacional relacionado con la conceptualizacion matematica de la
variacion continua de una sola magnitud variable, teniendo ésta un trasfondo temporal.
Describen de manera sucinta ciertas etapas que en su conjunto tienen lugar en el nivel cero del
razonamiento, al adentrarse al analisis de una situacion variacional, y que son requeridos para
en un segundo momento, dicho tipo de pensamiento pueda transitar desde el trabajo matematico
en la recta numérica hacia el trabajo matematico en el plano cartesiano.

En el capitulo V del presente documento, referido como Marco Tedrico, se presentara con
mas detalle la informacion al respecto, dado que dicho trabajo fundamentara las bases teoricas
y metodologicas del presente proyecto de intervencion didactica.

CAPITULO 4. PROBLEMATICA Y OBJETIVOS

Todos los fendmenos que se presentan en el universo son manifestaciones del cambio, por
ejemplo, los organismos en desarrollo cambian conforme crecen, las poblaciones de cualquier
ser vivo sufren modificaciones en tiempos determinados, asi como la historia, la politica, la
economia, el clima, etc., estan sujetos a variaciones constantes y con frecuencia desconcertantes,
algunos cambios son simples, como el ciclo de las estaciones en un afio, el flujo de las mareas
en los océanos, el desplazamiento de una persona de su casa al trabajo; otros son mas
complicados, como los brotes de enfermedades, crisis econdémicas, la variacion de las
condiciones meteorologicas, el aumento o disminucion del volumen de agua en una presa en
tiempos de lluvia o sequia, el crecimiento de una planta durante un mes, etc. Existen cambios
de diversas formas, mismos que influyen en nuestras vidas.

Sin embargo, estas variaciones en ocasiones son dificiles de detectar a simple vista, debido
a que se encuentra implicitas en nuestra vida cotidiana, por ello es sustancial la comprension de
los cambios que experimentamos diariamente, identificando patrones perceptibles tanto a simple
vista, como también aquellos patrones ocultos que a simple vista no es posible detectar. Para
ello es preciso entender los tipos de cambio, saber representarlos de forma comprensible,
identificar particularidades en ellos y por supuesto utilizar la matematica como un medio de
representacion y analisis (Stewart, 1998).
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Hoy en dia, la mayoria de las ramas matematicas tienen una estrecha relaciéon con el
cambio, y forman una estructura altamente integrada e interconectada. Ademas, el cambio es un
fenomeno a tal grado complejo y variado, que para abordarlo con mayor claridad se requieren
de todas las ideas que se puedan considerar para su estudio. Es decir, se requiere la combinacion
en una sola vision integrada de la experimentacion como un vehiculo para distinguir aquellos
aspectos imperceptibles, el uso de la tecnologia que permita observar cambios dinamicos en
fenémenos fisicos y de las matematicas que permitan expresar estos cambios. Debido a que “los
patrones del cambio en el medio natural y en las matematicas no se restringen a las categorias
ordinarias del pensamiento, para hacer progresos se debe responder con imaginacion y
sensibilidad a los nuevos tipos de patrones, incluso, los patrones propios de pensamiento deben
cambiar” (Stewart, 1998, p. 195).

Sin embargo, en la actualidad se presenta en el ambito educativo una serie de
problematicas identificadas que obstaculizan en cierta medida el desarrollo de este tipo de
pensamiento matematico en los estudiantes, el pensamiento variacional. Dichas problematicas
se vinculan con la forma en que este tipo de pensamiento matematico se considera o no dentro
del curriculo educacional del pais, la manera en que se interpreta este tipo de pensamiento, asi
como las caracteristicas esenciales que lo componen como tal para llamarlo variacional. A
continuacion se detalla de forma mas especifica cada una de ellas.

4.1El pensamiento variacional en el curriculo de educacion secundaria

Analizando las propuestas curriculares vigentes en educacion secundaria respecto al
pensamiento variacional, se observa que la metodologia de ensefianza que establecen los planes
y programas para educacion basica omite etapas importantes en el enfoque didactico para el
desarrollo del pensamiento variacional, lo cual repercute en el proceso de aprendizaje de las
ideas matematicas sobre la variacion y el cambio en los estudiantes de educacion basica, como
lo mencionan fmaz y Moreno (2010), quienes consideran que la fuente del problema es el
enfoque curricular no variacional propuesto, lo cual repercute como obstaculo en la
comprension de las ideas matematicas que abordan sobre pensamiento variacional en educacion
basica, media y superior en los cursos de Precélculo y el Célculo.

Por ende, se presenta a continuacion un andlisis sobre las ideas y/o abordajes del
pensamiento variacional en la Nueva Escuela Mexicana, vigente desde el 2022, centrado en el
documento oficial Nueva Escuela Mexicana. Programa de Estudio para la Educacion
Secundaria: Programa Sintético de la Fase 6 (SEP, 2024).

El plan curricular hoy vigente tenia una version preliminar en el afo 2022 en un
documento oficial denominado “Avance del contenido del Programa sintético de la Fase 67, el
cual especificamente para educacion secundaria se encontraba como “material en proceso de
construccion”, pero hoy en dia ya se encuentra formalizado de manera oficial desde el afio 2024.
Este organiza los elementos curriculares del Programa Sintético, entre los cuales se describen
los “Campos formativos”, un panorama de los “Contenidos” de la Fase 6 para cada grado
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escolar, y los “Procesos de desarrollo de aprendizaje” (PDA). El campo formativo referente a
nuestro tema de estudio es el de “Saberes y Pensamiento Cientifico”, el cual vincula las
asignaturas de matematicas y ciencias (biologia, fisica y quimica), en donde menciona como
objeto de aprendizaje del campo la “comprension y explicacion de los fendémenos y procesos
naturales tales como cuerpo humano, seres vivos, materia, energia, salud, medio ambiente y
tecnologia, desde la perspectiva de diversos saberes y en su relacion con lo social” (SEP, 2024,
p. 55) y una de las finalidades del campo que tiene relaciéon con el pensamiento variacional
concierne a la “comprension para explicar procesos y fendmenos naturales en su relacion con
lo social, los cuales ocurren en el mundo, con base en los saberes y el pensamiento cientifico
por medio de indagacion, interpretacion, experimentacion, sistematizacion, representacion con
modelos y argumentacion de tales fenomenos” (SEP, 2024, pp. 55-56).

Algo relevante de este nuevo plan de estudios, es que formula recomendaciones para
utilizar la transversalidad de las asignaturas contenidas dentro del rubro del campo formativo,
lo cual “requiere una perspectiva sistémica orientada a la busqueda de soluciones, asi como el
disefio de actividades experimentales y de campo en donde se describan, registren, argumenten
y formalicen las interpretaciones de fenomenos y procesos naturales y socioculturales, y que al
mismo tiempo se avance en el desarrollo del pensamiento geométrico, algebraico, variacional,
estadistico y funcional” (SEP, 2024, p. 57)

Para la educacion secundaria, lo referente a pensamiento variacional se aborda en el
contenido de Funciones, donde los PDA que se organizan para primer grado son “Relaciona e
interpreta relaciones proporcional y no proporcional a partir de su representacion tabular, grafica
y con diagramas” y “Modela y resuelve diversas situaciones a través de ecuaciones
proporcionales con constante positiva y negativa”. Para segundo grado, “Relaciona e interpreta
la proporcionalidad inversa de dos magnitudes o cantidades, ademds usa una tabla, grafica o
representacion algebraica en diversos contextos”. En el tercer grado, “Relaciona e interpreta la
variacion de dos cantidades a partir de su representacion tabular, grafica y algebraica” y
“Explora diversos procedimientos para resolver problemas de reparto proporcional” (SEP, 2024,
p. 59). Sin embargo, se requiere un analisis mas profundo para escudrifiar los libros de texto
propuestos por la NEM para el campo formativo de Saberes y Pensamiento Cientifico.

Para primer grado, en el libro de texto oficial (DGME, 2024a) denominado “Coleccion
Ximhai (Matematicas y Biologia), se desglosan los aspectos relacionados con el pensamiento
variacional en base a los contenidos y subtemas siguientes: Relaciones lineales (subtemas: a)
situaciones con pendiente positiva, y b) situaciones con pendiente negativa), y Proporcionalidad
y no proporcionalidad (subtemas: a) registro y tabulacion de datos de relaciones proporcionales
y no proporcionales, y b) graficas en el plano cartesiano de datos de relaciones proporcionales
y no proporcionales).

Para segundo grado, en el libro de texto oficial (DGME, 2024b) “Coleccién Sk’asolil”
(Matematicas y Fisica), los contenidos y subtemas relacionados con el tema de estudio son los
siguientes: La proporcionalidad inversa de dos magnitudes o cantidades y su representacion
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(subtemas: calculo de la proporcionalidad inversa, y b) representaciéon grafica, tabular y
algebraica de la proporcionalidad inversa).

Para tercer grado, en el libro de texto oficial (DGME, 2024c) “Coleccion Nanahuatzin”
(Matematicas y Quimica) se desglosan los contenidos y subtemas siguientes: Relacion e
interpretacion de la variacion de dos cantidades a partir de su representacion tabular, grafica y
algebraica (subtemas: a) comprension de la variacion y la covariacion, y b) representacion
tabular, algebraica y grafica de la variacion y la covariacién) y Procedimientos para resolver
problemas de reparto proporcional (subtemas: a) métodos para hallar un término de una relacion
proporcional y b) ejemplos de resolucion de problemas de reparto proporcional).

En el primer contenido que se aborda sobre pensamiento variacional en tercer grado de
educacion secundaria se menciona lo siguiente: “Todo lo que circunda al ser humano esta en
movimiento, incluso lo aparentemente inmévil. Todo estd en constante cambio o variacion; seria
imposible concebir el mundo como estatico e inmutable. Comprender la variacion implica
conocer los conceptos de variable, funcion y covariaciéon. La variable es lo que cambia, la
funcién indica de qué manera se relacionan las variables, y la covariacion se refiere a la
coordinacion de los cambios de las variables por parte de quien interpreta la variacion” (DGME,
2024c, p. 69)

Ahora bien, podemos decir que existe una deficiencia en los documentos oficiales
concernientes a los curriculos de Educacion Secundaria en el pais, el detalle es que no se
explicita de forma clara lo que concierne a presentar una definicion clara de pensamiento
variacional, sino solo ideas un poco ambiguas y/o difusas que se relacionan con tal concepto.
Por su parte, en la Nueva Escuela Mexicana, se puede decir que es el primer proyecto curricular
en donde se incorpora explicitamente el término de interés de pensamiento variacional, en el
cual se indica que es un tipo de pensamiento matematico pertinente para que los estudiantes
desarrollen durante su trayecto escolar en educacion secundaria. Sin embargo, en ninguna parte
de dicho documento oficial se presentan aclaraciones o ejemplos sobre el significado e
interpretacion propuesto para pensamiento variacional, y tampoco se explica sobre como es
requerido desarrollar las ideas variacionales basicas en los alumnos

Lo anterior es una problematica, debido a que a pesar de que se considera desarrollar este
tipo de pensamiento variacional, a los profesores de matemadticas no se les presentan las
orientaciones didécticas minimas para poder desarrollar su practica docente al abordar dichos
temas, es decir, no se informa qué es, ni en qué consiste, y mucho menos cémo es que se puede
desarrollar en los estudiantes, tampoco qué conceptos no se relacionan con el pensamiento
variacional y/o cuales si.

4.2La interpretacion del término pensamiento variacional en Matematica
Educativa

Retomando el andlisis de Ramos y Jiménez (2014) sobre las concepciones del término
“pensamiento variacional” y las distintas interpretaciones del término en Matematica Educativa
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(Hughes-Hallet y cols., 1992; Stroup, 2002; Vasco y cols., 2000; Cuevas, Pluvinage y cols.,
2012; Cantoral y cols., 1998; Carlson et al., 2003), inferimos que se presentan ciertas
dificultades, tanto tedricas como practicas.

En primer lugar, la complicacion recaec en la parte de las teorias, es decir, en la
comunicacion entre investigadores y la discusiéon matematica del tema en el ambito académico,
al no saber si se estd hablando o estudiando la misma fenomenologia matematica. En segundo
lugar, la dificultad recae en la parte practica, es decir, dicho obstaculo refiere a las implicaciones
didactico-metodologicas que se implementan en las intervenciones en el salon de clases, y la
duda sobre si en dichas propuestas de secuencias didacticas se estan atendiendo las
problematicas relacionadas con el pensamiento variacional o no. De ahi parte la importancia de
analizar y definir el concepto de pensamiento variacional como punto de partida en el desarrollo
de un proyecto de intervencion didéctica.

Ahora bien, las distintas concepciones que se cobijan bajo el término en cuestion, aunque
en sus declaraciones dan a entender que se refieren a la misma idea, en sus concreciones
précticas muestran que no estan tratando el mismo asunto debido a que, aunque existen diversos
proyectos, investigaciones y articulos que utilizan el término “pensamiento variacional”, es
pertinente realizar un andlisis critico de la concepcion expresada en los mismos, ya que el
contenido que abordan dichos trabajos se asocia con tres diferentes enfoques de abordar el
conocimiento matematico en cuestion, en este caso podemos ubicar tres grupos.

En el primer grupo, hay proyectos (Cantoral y Farfan, 1998; 2000). que hablan del término
pensamiento variacional, pero se centran meramente con el estudio formal de ciertos objetos
matematicos en concreto, es decir, atan a este tipo de pensamiento a las funciones y sus
propiedades; las cuales no son de naturaleza dinamica, sino estatica, y su estudio no desarrolla
en el individuo una forma de pensar con dinamismo, mas bien, obstaculiza dicho proceso, dado
que se abordan sélo como formulas para remplazar valores en ellas (Vasco, 2002, pag. 62).

Recordemos que, formalmente, una funcion se define como una relacion entre elementos
de dos conjuntos, tal que a cada elemento del primer conjunto se le asocia o coloca en
correspondencia con uno y solo un elemento del segundo conjunto. Esta definicion moderna de
funcién ni siquiera exige que los elementos del conjunto tienen que ser numeros, en los libros
de texto se ilustran ejemplos de funciones en donde los elementos del conjunto ni siquiera son
objetos matematicos, sino incluso representaciones iconicas. Es decir, solamente son dos
conjuntos no vacios en donde a cada elemento del primer conjunto se le vincula con un elemento
del segundo conjunto.

En particular, si los elementos de ambos conjuntos son numeros, y a partir de ahi, se
cumple la relacion que establece la definicion de funcion, se tendria lo que se denomina a las
funciones numéricas, y por otro lado, si se tiene en un conjunto de vectores y en el otro conjunto
a matrices, y si a cada vector se le asocia a cada matriz, se tendria otro tipo de funciones, las
matriciales. Tal como menciona Tejera (2021), en repetidas ocasiones el trabajo matematico
escolar que se realiza de forma habitual con funciones se convierte en un obsticulo
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epistemologico y didactico para el desarrollo del pensamiento variacional, desde el analisis de
la definicion formal de funcion grosso modo como conjunto de pares ordenados, es decir valores
numéricos y/o simbolos claramente estaticos.

Es decir, el “dinamismo” dentro de las interpretaciones del pensamiento funcional es
meramente abstracto. Por ejemplo, si nos centramos en el tipo de funciones denominadas
numéricas (las mas presentadas en el curriculo), una habilidad matematica que se podria
confundir con “dinamica” (la cual bajo nuestro enfoque no lo es) consiste en la relacion que se
establece entre elementos de dos conjuntos bajo la definicion de funciéon, misma que no esta
sujeta a una progresion temporal. Es decir, el trabajo matematico que se lleva a cabo no tiene
un orden temporal, por lo que se puede analizar a los elementos matematicos involucrados de
forma arbitraria, solamente con cerciorarse de que a cadauno de los elementos del conjunto A,
le corresponda uno y solo un elemento del conjunto B.

Sin embargo, la asociacion o correspondencia que se realiza se lleva a cabo en el orden
que el individuo quiera, arbitrariamente. Por ejemplo, si un individuo decide realizar dicha
asociacion en un orden determinado, alguien puede tomar otra secuencia de valores numéricos,
pero la funciébn se mantiene igual, no cambia. Solamente se va llevando a cabo Ila
correspondencia de los dos conjuntos de elementos y se obedece la regla por la cual se les va
asociando. En el pensamiento funcional no necesariamente los valores numéricos con los que
se trabaja matematicamente estdn conectados con alguna realidad de la vida cotidiana, ya que
los ejemplos que se ilustran en los libros de texto, en su mayoria son situaciones propuestas por
los autores que no tienen que ver con ningin fendémeno natural, y en ocasiones no resulta
interesante ya que los estudiantes no le encuentran utilidad y aplicacion en la vida diaria.

Diversas investigaciones resaltan que bajo este enfoque, los fendmenos naturales y las
magnitudes fisicas de interés quedan relegados a un segundo o tercer plano. Jiménez et al (2022)
mencionan que las funciones eclipsan a las magnitudes variables. Por su parte Thompson y
Carlson (2017) mencionan que una gran cantidad de estudiantes experimentan dificultades para
desarrollar el pensamiento variacional tomando en cuenta a las relaciones funcionales, debido a
que carecen de la capacidad de razonar de forma alternativa o covariacional, es decir, se centran
principalmente en procesos algoritmicos y algebraicos, provocando dificultades en la
comprension de las ideas matematicas variacionales de forma genuina, a causa de que en el aula
el alumno al abordar este contenido matematico procede a actuar de forma mecanica,
aprendiendo reglas y procedimientos en torno a procesos funcionales meramente abstractos y
alejados de la realidad.

Por su parte, un punto crucial a destacar es que, si analizamos bajo una perspectiva
epistemoldgica la forma en que surgid el concepto matematico de variacion a lo largo de la
historia, es que el concepto de funcién no existia, ni mucho menos estaba desarrollado en la
época en que se comenzo a construir la matematica del cambio, misma que se asocia con el
pensamiento  variacional. La concepcion matematica abstracta de funcion surgio
aproximadamente ciento cincuenta afios después.
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Por lo tanto, consideramos incluso un obstaculo dentro de la disciplina de matematicas
utilizar el término pensamiento variacional asociado a las funciones para describir procesos de
cambio en progreso, debido a que al llevar a cabo un trabajo matematico con funciones no se
trabaja con elementos matematicos dindmicos y variacionales, tal como ocurre en la
fenomenologia de la realidad.

Es decir, el trabajo matematico que se realiza bajo el enfoque de pensamiento funcional
se lleva a cabo tal como lo establece la definicion formal de funciones, considera solamente
relaciones matematicas entre dos conjuntos de elementos (en el mejor de los casos elementos
numéricos), grosso modo una relacion (no dindmica) en donde a cada elemento del dominio se
le asocia a uno y solamente un elemento del rango o codominio. Se enfatiza que dicha relacion
no es dindmica, por lo tanto, el individuo puede establecer dicha correlacion entre los elementos
del conjunto del dominio y codominio de forma arbitraria (no considerando la temporalidad del
fenomeno).

En el segundo grupo, hay investigaciones que se centran en el estudio de fendémenos de la
realidad, las cuales claramente proporcionan menos importancia al objeto matematico de
funcién y se inclina por hacer mas énfasis en el analisis de los fendmenos naturales, es decir, las
funciones intervienen como objeto de estudio auxiliar. Sin embargo, estos trabajos que
proporcionan acercamientos que parecen ser mas adecuados en términos didacticos al
significado 16gico de pensamiento variacional, ain no presentan claridad en cuanto a la
definicion de dicho tipo de pensamiento, debido a que conceptualizan el cambio de manera
imprecisa, como el cambio que ocurre “por porciones, en pedazos, por brincos”, y éstos no
toman en cuenta la caracteristica de que los procesos variacionales suceden de forma fluida y
“suave”, es decir, con la caracteristica de que la variacion es continua.

Por ejemplo, Castillo-Garsow et al. (2013) sefialan un ejemplo de andlisis variacional al
imaginar una botella que se estd llenando de liquido y cuestionan acerca de las diferentes
maneras de pensar sobre como el volumen del liquido cambia en relacion con la altura del
liquido en la botella. Los autores mencionan dos formas de pensar al afrontar dicha situacion,
en el presente grupo se analizara la primera (la segunda manera se detallara en el tercer grupo),
la cual se denomina: variacion “por partes”, la cual consiste en imaginar secciones a lo largo de
la altura de la botella y determinar (o estimar) la cantidad de volumen en cada seccién. Dicha
forma de pensar se compara con el llenado de una botella taza por taza, de manera sucesivas
verter el liquido, es decir, la percepcion de los cambios en volumen y altura del liquido de la
botella ocurren en segmentos discretos (por partes o trozos).

Por ende, ésta forma de interpretar indica como los estudiantes recurren a cierta imagen
de la variacion al construir relaciones entre magnitudes variables (en este caso, el volumen y la
altura del liquido de una botella). Se utiliza la palabra imagen para referirnos a la “dindmica de
las operaciones mentales” (Thompson, 1994, p. 231), por lo tanto diferentes imagenes del
cambio implican y promueven diferentes operaciones mentales.
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Castillo-Garsow (2010) sefiala que las imagenes “segmentadas” del cambio implican
imaginar el cambio ocurriendo en partes completas, estas imagenes estan definidas por dos
componentes: a) la unidad segmentada (pedazo) cuya repeticion constituye la variacion, y b) la
ausencia de una imagen de variacion dentro de la unidad segmentada. Por lo tanto, el cambio se
analiza mediante una secuencia de segmentos (o trozos) de igual tamafo, lo que hace que medir
el cambio sea esencialmente contar cuantos segmentos (o pedazos) han ocurrido.

Un aspecto clave del segmento (o trozo) es que éste se concibe de manera atomica. El
pensamiento de la variacion “por partes” consiste en pensar por intervalos, pero no pensar sobre
los intervalos. Por lo tanto, la atencion de los alumnos se enfoca en lo que aparentemente ocurre
en los limites dicho intervalo o fragmento concebido como unidad. Los valores intermedios
dentro del fragmento “existen”, en el sentido de que son necesarios para completar el segmento
(o trozo), pero reciben poca o ninguna atencion.

Entonces, inferimos que cuando un individuo utiliza la variacion “por partes o trozos”,
trabaja en unidades atomicas, es decir, razona en puntos discretos utilizando la medida de esa
unidad o fragmento, y, consideramos a los espacios entre esos puntos como “huecos”. Por
“huecos”, no conceptualizamos que no exista nada en dichos espacios, sino que enfatizamos que
en el pensamiento de la variacién por partes se centra en los puntos discretos que existen en los
limites de dichos fragmentos.

Otro factor importante es que cuando se utiliza el pensamiento variacional por pedazos
(por partes) el lugar de los vacios o huecos evidencia la conceptualizacion de la variacion de
forma asincrénica. Es decir, cuando el tiempo se imagina en términos de “fragmentos o
pedazos”, existe una desproporcion entre el orden temporal de los valores numéricos dentro
dicha situacion y la conceptualizacion de esos valores numéricos por parte de un estudiante la
imagina de forma atemporal. Dicha desproporcidon genera que parezca imposible que un
estudiante que utiliza el pensamiento “por trozos” imagine una situacion de manera dindmica.

Por ejemplo, cuando la variable independiente varia “a saltos”, la variable dependiente
puede calcularse a partir de la variable independiente. Este enfoque es comunmente utilizado
por los estudiantes al graficar funciones, el cual consiste en trazar algunos puntos para tener una
idea de la funcioén y luego conectar dichos puntos, tal enfoque puntual de graficacion respalda
una conceptualizacion por saltos de la variacion. Aunque dicho método permite a los estudiantes
realizar una multitud de gréaficas de funciones, emerge la problematica de que se necesita
primeramente determinar el tamafio de fragmento antes de graficar, a menudo mediante una
comprension secundaria del problema planteado.

Por lo tanto, consideramos que la variacion “por partes” genera concepciones incompletas
de la variacion, y la imagen mental que generan los estudiantes como resultado de dicho
pensamiento es de naturaleza discreta. Entonces, el analizar la variacion “por trozos” no parece
implicar una capacidad para pensar en la variacion de forma fluida y continua, ni tampoco parece
proporcionar una raiz cognitiva para el pensamiento fluido y suave, caracteristico de la variacion
genuina.
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En resumen, consideramos que las conceptualizaciones y significados que abordan tanto
el primer y segundo grupo descrito en los parrafos anteriores, en ocasiones no corresponde a lo
que habria que entender bajo la terminologia relacionada con la variacion, en donde como punto
principal debe existir una connotacién dindmica (variacién continua y fluida) relacionado con
el trabajo matematico de estudio de las magnitudes variables presentes en la fenomenologia de
la realidad en situaciones de cambio en progreso. Dicho enfoque si es compatible con el tercer
grupo, el cual se presenta a continuacion.

En el tercer grupo, se ubican los trabajos de investigaciéon que centran sus producciones
didacticas en introducir el estudio del comportamiento de las magnitudes fisicas, extraidas a
partir de fendmenos naturales, en los que el modelo matematico abstracto consiste en la nocidén
de magnitud variable.

Retomando el ejemplo de Castillo-Garsow et al. (2013) analizado en el segundo grupo,
acerca de la situacion de andlisis variacional al imaginar una botella que se esta llenando de
liquido y pensar sobre como el volumen del liquido cambia en relacion con la altura del liquido
en la botella. Alternativamente a la variacién “por trozos o pedazos”, uno podria imaginar que
tanto el volumen como la altura de la botella cambian juntos (simultdneamente), de modo que
cada uno aumente continuamente. Dicha manera de pensar podria compararse con el llenado de
la botella mediante una manguera, es decir, los cambios en volumen y en altura del liquido de
¢ésta progresan de manera continua, fluida y suave.

Es decir, los valores numéricos de las magnitudes variables involucradas del volumen del
liquido y altura del liquido varian con cambios continuos a través del tiempo. Dicha imagen
fluida y continua del cambio implican imagina un cambio en progreso (Castillo-Garsow, 2010),
El cambio en progreso se genera al conceptualizar una magnitud variable que siempre va
tomando valores numéricos en un flujo continuo en el espacio y tiempo.

Es decir, dicha variacion tiene un punto de inicio (principio del fendmeno variacional) y
el punto final se alcanza hasta que el cambio en progreso termina (finalizacion del fendmeno
variacional). Por lo tanto, las imagenes de la variacion continua (fluidas y suaves) del cambio
son totalmente diferentes a las imagenes de la variacion “por pedazos” (fragmentada), dado que
implican una conceptualizacion completamente diferente de la variacion.

Aunque la variacion continua y la variacion “por partes” son fundamentalmente
diferentes, consideramos que no son ajenos entre si. Nos resulta dificil conceptualizar como la
variacion “por fragmentos” podria ser una raiz cognitiva (Tall, 1989) de la variacién continua
(por ejemplo, no importa qué tan pequeios sean los fragmentos o trozos, dicha particion siempre
estd presente). Sin embargo, consideramos que si la variacion continua y suave fuera una raiz
cognitiva de la variacion “por pedazos”, se podria formar la base para una forma mas potente
de un razonamiento acerca de la “variacion por partes”.

Asimismo, el analisis de situaciones de la variacion continua genera concepciones suaves
y fluidas de la variacién. Dicha concepcion (continua) implica dos factores: a) imaginar una
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magnitud variable en la que sus valores numéricos estan cambiando, y b) atender a todos y cada
uno de los estados o valores numéricos que estan cambiando de manera continua sin privilegiar
ningun tipo de unidad que forme la base de su conteo. Por ende, el analisis de la variacion
continua no genera de inmediato productos que sea posible cuantificar.

El trabajo del erudito del sigo XIV Oresme fue basarse en imagenes del cambio como una
cantidad continua y medible: “Todo lo que es medible, escribi6 Oresme, es imaginable de la
manera de una cantidad continua” (Boyer, 1991, p. 264). Oresme concebia el cambio como una
intensidad de un objeto medible, indicando que una linea es una representacion “adecuada” de
una intensidad, porque tanto las intensidades como las lineas pueden aumentarse o disminuirse
sin limite (Clagett, 1968). Oresme proporciond ejemplos de lo que entendia por intensidad:
“aquello segun lo cual se dice que al es “mas tal o cual”, como “mds blanco” o “mas rapido”
(Clagett, 1968, p. 167).

Aunque Oresme no definié la intensidad con precision, su uso del término sugiere que
imaginaba la naturaleza de la intensidad como la de un continuo (Clagget, 1968). Las imagenes
continuas del cambio de Oresme fueron fundamentales para el avance del estudio del cambio y
la variacion, apoyando a los usos posteriores de representaciones graficas de las magnitudes
variables (Edwards, 1979).

Entonces, la conceptualizacion sobre la intensidad del cambio de Oresme eran imagenes
de la variacion continua, suave y fluida. Tomando en cuenta a un punto imaginario que se movia
a lo largo de una linea, Oresme indico tres tipos claramente distintos de variacion o cambio: una
intensidad particular a lo largo de todo el proceso, una intensidad que aumentaba o disminuia
de manera “regular”, y un movimiento “irregular” que no podia explicarse mediante un
movimiento regular (Clagett, 1968). Las diversas intensidades se diferenciaban en lo que mas
tarde se denominaria tasas de cambio constantes y variables, sugiriendo al menos dos tipos de
tasas de cambio variables.

A partir de lo anterior, consideramos que las imdgenes relacionadas con la concepcion de
la variacion continua, suave y fluida del cambio es mas poderosa que la concepcion de la
variacion “por partes o fragmentada” del cambio, debido a las dificultades matematicas que los
estudiantes presentan al analizar la variacion “por trozos”.

Por su parte, bajo este enfoque retomamos a Jiménez et al (2022) los cuales sefialan que
en primera instancia es pertinente abordar el desarrollo de un pensamiento variacional
(estudiando en solitario el comportamiento de una sola magnitud variable de interés en el
espacio de trabajo matematico de la recta numérica), y posteriormente proseguir con el
desarrollo del pensamiento covariacional, con el estudio de la relacion entre dos o mas
magnitudes variables que participan en un fenémeno natural, el modelo matematico abstracto
es la nocion de covariacion y funcion, pero esta supeditado a la modelacion de dichos fendmenos
(estudiando en conjunto el comportamiento de la relacion que existe entre dos 0 mas magnitudes
variables de interés en el espacio de trabajo matematico del plano cartesiano).
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Tomando en cuenta lo anterior, y realizando un andlisis de forma critica de la literatura
especializada en el topico de estudio, la conceptualizacion propia en este proyecto de
intervencion didéctica acerca del término en matematica educativa sobre “pensamiento
variacional”, es el que estd directamente relacionado con el estudio de las magnitudes variables.
Se concibe a dichas magnitudes variables como aquellas cualidades o propiedades medibles que
se perciben en la fenomenologia de la realidad, los cuales ocurren de forma dindmica, es decir,
en los procesos de variacion y cambio, en donde se busca la produccion de modelos mentales
con referencia al andlisis, interpretacion y caracterizacion de dichas magnitudes fisicas que
varian, y a su comportamiento dentro de los fendmenos naturales y situaciones en contexto de
la realidad; por lo que nuestra definicion esta directamente relacionada con la concepcion del
tercer grupo de los mencionados con antelacién, y se vincula con las caracteristicas de la
variacion de unicidad, continuidad, escalamiento y reversibilidad.

Dicha conceptualizacion se relaciona con lo expresado por Cabezas y Mendoza (2016)
sobre lo que significa para ellos el pensar variacionalmente, que consiste en desarrollar
capacidades que permitan utilizar diferentes representaciones, interpretarlas y analizar de forma
dinamica lo que sucede en la otra representacion si se modifica una condicion particular. Es
decir, se trata deun proceso mental activo en el que se generan secuencias de imagenes mentales
(no ostensivas), las cuales se van refinando hasta la comprension de la situacion de cambio
mediante procesos de visualizacion, conduciendo hacia un modelo mental de la situacion
variacional planteada, misma que es objetivada por representaciones que dan cuenta a las
caracteristicas del comportamiento de las magnitudes variables de interés involucradas en el
fenomeno, que se manifiesta con alglin tipo de soporte material (registro ostensivo).

En resumen, y reconociendo la diversidad de enfoques en relacion con el pensamiento
variacional, para el presente proyecto consideramos que es un tipo de pensamiento matematico
requerido para comprender los procesos de variacion y el cambio en progreso que ocurren en el
entorno, y se desarrolla a medida que se estudia y analiza cuando suceden los fenomenos
variacionales, en donde el estudio de las magnitudes variables es el enfoque primordial. Es una
forma de pensar que presenta tanto una faceta cualitativa, la cual involucra la construccion de
imagenes dindmicas de la variacion y un razonamiento sobre las mismas, asi como el desarrollo
deun lenguaje que exprese su dinamismo y este aspecto cualitativo del pensamiento variacional,
que Stroup (2002) ha conceptualizado como Calculo cualitativo; y una faceta cuantitativa
implica la realizacion de célculos con valores numéricos y el desarrollo de técnicas
procedimentales aritméticas mediante la utilizacion de expresiones algebraicas con la
simbologia que la caracteriza. Thompson y Carlson (2017) han identificado dos componentes
complementarios para su desarrollo, el razonamiento variacional y el razonamiento
covariacional.

4.3Elenfoque del razonamiento funcional versus el razonamiento variacional

En la ensefanza tradicional, es claramente notorio que en los planteles educativos un alto
porcentaje de profesores de matematicas aborda los temas de variacion descuidando
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fundamentalmente la esencia de dicho razonamiento, el enfoque variacional; mayormente se
inclinan a conducir una ensefianza de las funciones de acuerdo con la definicion estatica del
grupo Bourbaki, con el lenguaje didactico meramente estatico de la teoria de conjuntos. Por
ejemplo, en el razonamiento funcional formalmente se define a una funcion creciente mediante
el siguiente enunciado “diremos que f es creciente en el intervalo desde A hasta B, si cuando
tomamos dos valores diferentes x, y x, de la variable independiente x dentro de este intervalo
en donde se cumple que x; < x,, resulta que f(x;) < f(x,)”, y viceversa “diremos que f es
decreciente en el intervalo desde A hasta B, si cuando tomamos dos valores diferentes x; y x,
de la variable independiente x dentro de este intervalo en donde se cumple que x; < x,, resulta

que f(x) > f(x;)".

Dicho tipo de razonamiento funcional se caracteriza, en primera, en que en el orden en
que se toman los valores numéricos no se toma en consideracion un trasfondo temporal, es decir,
solamente se establece la comparacion entre x; y Xx,, esto es solo un orden puramente
matematico. El componente del tiempo queda relegado, no se toma en consideracion. Luego se
calculan los valores de f en x, yen x, y se lleva a cabo una comparacion; si ocurre que f en x,
es menor que f en x, se dice que la funcion es creciente. Dicha concepcion no es dindmica en
el sentido del pensamiento variacional, debido a que no hay temporalidad de por medio, solo se
lleva un trabajo matematico analitico meramente aritmético, abstracto.

Tomando en cuenta lo anterior, se puede considerar una analogia, diciendo que ésta podria
ser como una fotografia instantanea de la fenomenologia para cada evaluacion en f, es decir,
una pequefia parte de andlisis de la variacion en comparacion con el cambio total del fendmeno.
Por lo tanto, se juzga el comportamiento del proceso con dos fotografias, es decir, tenemos una
fotografia instantanea en el momento x, y otra foto instantdnea en el momento x,, se comparan
y se juzga lo que ocurre. Dicho procedimiento no cubre en su totalidad la fenomenologia
variacional, debido a que para poder cubrir todo el fendmeno se tiene que realizar muchisimas
veces esa comparacion (varios pares de fotografias), con el objetivo de cubrir el analisis de todos
los valores desde A hasta B utilizando un par cada vez. Entonces el “dinamismo” se expresa en
que hay que tomar mas fotografias (es decir, realizar mas comparaciones de valores numéricos)
para analizar més a fondo el fendmeno. Sin embargo, eso no significa un analisis dinamico, sino
estatico, andlisis por partes de la variacion.

Por otro lado, en el razonamiento variacional, una forma dinamica de describir a una
funcion creciente solo sucede en el pensamiento variacional genuino, en donde decimos que una
magnitud variable covariante es creciente cuando al crecer de manera uniforme los valores
numéricos de la variable independiente, los valores correspondientes de la variable dependiente
van consecutivamente aumentando (en la frase van consecutiva o progresivamente aumentando,
existe una secuencia entre valores numéricos relacionada con un trasfondo temporal). Es decir,
el valor numérico actual es mayor que el valor numérico inmediato previo y que todos los
valores numéricos anteriores, y es menor que el valor numérico inmediato posterior y que todos
los valores numéricos posteriores.
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Bajo el enfoque variacional dindmico es natural observar (sin necesidad de fotografias
instantaneas estaticas, sino mas bien como un videoclip) el mismo dinamismo del fenémeno al
analizar los valores numéricos, y juzgar si dicha magnitud variable se comporta de forma
creciente o decreciente, debido a que se analizan todosy cadauno de los valores numéricos de
la magnitud variable, no solamente dos. Esto es una manera dindmica de razonar, de analizar
cambios y variaciones de los fendmenos.

Cabe mencionar que en ambos casos se lleva cabo un razonamiento matematico, sin
embargo en uno consideramos que efectivamente es razonamiento variacional, debido a que se
centra en el estudio de la variacion fisica, del fendmeno de cambio en progreso de la naturaleza,
y en el otro caso el razonamiento es funcional (analitico), es decir, concierne a otra rama de la
matematica mas abstracta, en donde la fenomenologia de la realidad y con ella el trasfondo
temporal ni siquiera es considerada, se restringe solamente a los elementos numéricos, entes
matematicos y el analisis de sus relaciones.

Por otra parte, las graficas en el razonamiento funcional son estéticas, y en el razonamiento
variacional son dinamicas. Sianalizamos el proceso de construccion de la grafica deuna funcién
numérica, veremos que éste se realiza con base en su definicion formal, es decir, se cuenta con
dos conjuntos de numeros y a cada numero (elemento) del primer conjunto se le establece en
correspondencia con otro numero del segundo conjunto. Grosso modo, se toman los dos valores
numéricos, €éstos se convierten en una pareja ordenada de numeros y se interpretan
geométricamente como un punto con coordenadas que puede ser ubicado en el plano cartesiano.
Luego se lleva a cabo otro emparejamiento de valores numéricos que no necesariamente se
ubicard en el punto inmediato siguiente (ni siquiera es facil que quede cerca de él), es decir,
queda separado.

El proceso de graficar las funciones se realiza por “punteo”, y en desorden para que una
vez que se tenga una cierta cantidad de puntos en el plano cartesiano la tarea cognitiva que se
lleva a cabo es “encontrarle forma a la grafica”, es decir, la percepcion visual sugiere que todos
los puntos ubicados forman una curva, por lo cual es necesario realizar el proceso de union de
todos los puntos graficados mediante una curva suave, no hay dinamismo en el trabajo
matematico de llevar a cabo la representacion.

Por su parte, en el razonamiento variacional y el analisis de los fenomenos de la realidad
las graficas se construyen de forma diferente, de manera dindmica, es decir, la grafica se genera
mediante el movimiento continuo, suave, sin brincos, de un punto mévil (punto generador) en
el plano cartesiano. Dicha grafica codifica estados del fendmeno, no es por puntos separados,
es mediante un punto moévil. El enfoque es con dinamismo, covariacional, analizando el cambio
en progreso.

El pensamiento variacional es el tipo de pensamiento que se generd en la matematica antes
de que se crearan las funciones y se les definiera formalmente. Es decir, fue muchisimo antes,
alrededor de 150 afios previos a cuando surgié el concepto de funcidén cuando los pensadores
matematicos de aquella época comenzaron a fijarse en la realidad de los fendmenos naturales,
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fendmenos fisicos, especificamente en el movimiento no uniforme y a querer matematizar eso
con las herramientas que poseian en esa época.

Lo anterior produjo una manera de acercarse a las cosas que refleja la realidad que se
quiere matematizar, la cual siempre tiene un trasfondo temporal, que se concreta en el hecho de
que la progresion de valores numéricos que van tomando las cantidades (magnitudes variables)
que ahi intervienen estd condicionada temporalmente. Es decir, como primer elemento de
argumentacion es que hay que considerar que existe una clara progresion en el tiempo en que
sucede la fenomenologia de estudio, que va desde un momento inicial (el fenémeno tiene un
comienzo) hasta un momento final (el fendémeno concluye).

También, otro elemento para considerar es que al analizar la progresion del fenomeno con
un trasfondo temporal, éste no se presenta por “saltos o brincos”, sino que tiene un seguimiento
continuo, se presenta el cambio en progreso (como avanzar mediante las cuentas de un rosario
y/o eslabones deuna cadena), en donde es posible utilizar un lenguaje especial tales como “valor
actual”, “valores anteriores o previos”, “valores posteriores”. Estos conceptos en el andlisis de
las funciones no tienen cabida, ya que en el estudio de éstas, los elementos y/o valores numéricos

son seleccionados de forma arbitraria.

Por ejemplo, en el estudio de las funciones se toma cualquier valor, por lo tanto, no puede
considerarse como valor inicial o previo, ya que ni siquiera se sabe o tiene el conocimiento del
valor siguiente que se tomara por la caracteristica de la arbitrariedad. Por lo tanto, este lenguaje
variacional dinamico no existe en el trabajo con las funciones, y para el razonamiento
variacional de las cantidades (magnitudes variables) es requisito importante conocer €sos
conceptos para acercarse al analisis de como sucede la fenomenologia.

Lo que se conserva unicamente con la vision de pensamiento variacional en el
pensamiento funcional es que en la definicion formal de funcion se presenta la exclusividad en
la relacion de asociar a un solo elemento de un conjunto A con uno y solo un elemento del otro
conjunto B. Dicha vision se asocia con la idea primigenia de que en los fenémenos de la realidad
en un momento dado para un cierto valor de la magnitud variable es imposible que haya dos o
mas valores diferentes asociados de la otra magnitud variable.

En el trabajo de Carlson et al. (2003), se da cuenta de diversos estudios que llevan a los
autores a afirmar que los estudiantes muestran dificultades para interpretar y representar
funciones involucradas en fendmenos de cambio, y también mencionan la dificultad de
interpretar las graficas como una forma de representar una relacion entre variables. Por ende, se
sugiere por logica realizar primeramente el andlisis de una magnitud variable de manera aislada
con base en el desarrollo historico del enfoque variacional, ya que asi fue como ocurrié cuando
Nicole Oresme en su obra Teoria de las latitudes y formas, explicd que: la dimension de los
fendmenos estd sometida a multiples variaciones, y que dicha multiplicidad es dificilmente
discernible si su estudio no se remite al estudio de figuras geométricas... “Todo lo que varia, se
sepa medir o no, lo podemos imaginar como una cantidad continua representada por un
segmente rectilineo” (citado en Gonzalez-Urbaneja, 1992, p. 42).
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Oresme deseaba representar los fendémenos de forma geométrica pero, por la complejidad
de la representacion en tres dimensiones, se apoyaba en representaciones bidimensionales, y asi
fue como planted sus primeras representaciones de las magnitudes que cambian; jamds estaba
pensando en dos magnitudes variables, sino en darle prioridad a una magnitud variable
(ordenada) y plasmar los cambios consecutivos sobre un segmento horizontal (al que denomind
longitud) para representar la cantidad continua de sustancia (o de tiempo), y un segmento
vertical (al que denomind latitud) para representar el tamafio de la intensidad de la cualidad.

Sin embargo, sabemos que aunque en los fendmenos naturales de la realidad en la que
vivimos nunca se presentan las magnitudes variables por separado, es decir, de forma aislada;
diversas investigaciones en el drea de Matematica Educativa de Reséndiz (2006), fmaz y
Moreno (2010), y Stroup (2002), muestran que surgen dificultades en los estudiantes al empezar
a estudiar el pensamiento variacional con el desafio de coordinar dos magnitudes variables,
debido a que implica una tarea cognitiva dificil de llevar a cabo.

Por ejemplo, cuando una persona no sabe bailar y le solicitan que mueva pies y manos al
mismo tiempo al ritmo de las cadencias musicales, le resultard una tarea compleja, por lo que es
logico concebir que primero debe aprender a coordinar el movimiento de los pies con la musica,
y posteriormente agregar el movimiento de las manos, es decir, avanzar gradualmente de lo
simple hacia lo complejo. De forma andloga, es preferible que los estudiantes sean introducidos
al pensamiento variacional analizando primeramente el cambio de una sola magnitud variable
de la situacion fenomenoldgica artificialmente aislada (razonamiento univariacional), y después
abordar el andlisis del cambio simultdneo de dos magnitudes variables en el proceso
(razonamiento bivariacional).

Por ello, es necesario complementar el modelo tedrico de razonamiento covariacional de
Carlson y cols. (2003) anadiendo a éste un Nivel Cero (NO) para el desarrollo de este tipo de
pensamiento, en el cual también se desglosan una serie de acciones mentales que manifiestan
comportamientos que evidencian que el estudiante se encuentra en ese nivel de comprension de
las ideas variacionales, para transitar de forma menos complicada al estudio de la covariacion
entre magnitudes variables.

El nivel cero (razonamiento univariacional) consiste en concebir en cierta situacion de
cambio de la realidad la presencia de cualidades que sean posible cuantificar, y por lo tanto
puedan expresarse mediante valores numéricos. A dichas propiedades cuantificables de la
realidad en el presente trabajo se les denomina magnitudes, y en la literatura anglosajona se
denominan cantidades. Sin embargo, el concepto de cantidad no es sindnimo del concepto de
numero, Thompson defini6 a la cantidad como una conceptualizacion de un objeto realizada por
una persona, segun la cual el objeto posee una particularidad que podria ser medida, es decir,
toma en cuenta el aforismo de Cauchy que menciona que “a los niimeros se los ve nacer de la
medicion de las magnitudes”.

Dicho tipo de razonamiento variacional (correspondiente al nivel cero) consta también de
una serie de acciones mentales ubicadas en este nivel, para manifestar el desarrollo de esta forma
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dindmica de pensar mediante una serie de etapas de un proceso intelectual que ocurre en el
aparato cognitivo del estudiante. A continuacion se formulan con mas detalle las descripciones
correspondientes a las etapas que en su conjunto tienen lugar en el nivel cero del razonamiento,
al adentrarse al estudio del andlisis de una situacion variacional, y que son requeridos para en
un segundo momento, dicho tipo de pensamiento pueda trasladarse desde el trabajo matematico
de la variacion en la recta numérica hacia el trabajo matematico covariacional en el plano
cartesiano. En el apartado de Marco Teorico del presente trabajo de tesis se presenta la
informacion a detalle sobre dicha propuesta de marco conceptual complementario: el nivel cero
del pensamiento variacional.

El pensamiento variacional es un tipo de pensamiento matematico complejo, ya que se
desarrolla en dos momentos cruciales e importantes. El primer nivel del razonamiento
variacional, en el que aislamos de manera ficticia una magnitud variable para no enfrentarnos
en el primer paso a la complejidad de analizar varias magnitudes, es donde dicha magnitud
variable se matematiza, en particular se geometriza y representa en el espacio adecuado que es
la recta numérica.

En este espacio se lleva a cabo un trabajo matematico que no es elemental, el cual requiere
herramientas elementales, pero no es elemental ni facil. Dicho trabajo matematico tiene que ver
con observar codmo se desplaza un punto en la recta numérica (se recupera el dinamismo), a
diferencia de lo que habitualmente se les ensefia a hacer a los alumnos en la recta numérica en
la primaria y la secundaria, que es un trabajo matematico, pero con un enfoque estatico (se les
solicita que aprendan a identificar puntos con sus coordenadas o viceversa, coordenadas con
puntos, a partir de eso, segmentos que no cambian de tamafo nunca, quedan definidos por sus
extremos, un trabajo esencialmente estatico, no hay temporalidad ahi).

Por su parte, nuestro enfoque de pensamiento variacional se centra en matematizar una
realidad, interpretar, representar en la recta numérica algo que estd cambiando en relaciéon con
el tiempo, significa que tenemos que ensefiar y aprender a trabajar con un punto movil. Y
entender que la direccion de su desplazamiento refleja como se estd comportando nuestra
magnitud variable (desplazamiento en la direccidon positiva, crecimiento; desplazamiento en la
direccion negativa, decrecimiento). Después, deviene una segunda fase en la que este tipo de
razonamiento variacional se amplia para incorporar una segunda magnitud variable
(razonamiento covariacional), entonces, la dificultad aumenta debido a que se pasa de trabajar
de la recta numérica al plano cartesiano. En consecuencia, ahora hay dos magnitudes variables
presentes en la fenomenologia de estudia, por lo tanto dos puntos moviles que coordinar,
interpretar y analizar.

A partir de lo anterior, se considera pertinente tomar en cuenta y mejorar el soporte
metodologico de Bojorquez, Castillo y Jiménez (2016), el cual propone que las actividades
disefiadas para la secuencia didactica se enfoquen en el analisis del llenado y vaciado de
recipientes con variaciones no uniformes, en vez de retomar lo que estipula el programa oficial,
como son los fenomenos de movimiento uniforme al inicio del tema. Por lo tanto, los recipientes
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que se seleccionaran tendran una forma especial (conica), con la finalidad de poder apreciar los
seis tipos de comportamientos variacionales elementales, y abarcar un amplio conjunto de ideas
matematicas primigenias sobre el pensamiento variacional, tales como el estudio de los
fenémenos de movimiento oscilatorio y rectilineo, ya que en ellos se aprecian las ideas que se
pretenden desarrollar, en particular, en los fenomenos de carcter oscilatorio se observan como
minimo para cada caso, cuatro tipos basicos de comportamientos de una magnitud fisica que
cambia, lo cual debe de aprovecharse para un analisis profundo y significativo, asi como también
ejemplos de tiro parabdlico y caida libre.

Como se puede observar en los apartados anteriores, es necesario y factible que las ideas
variacionales genuinas sean introducidas en los estudiantes desde etapas tempranas como lo es
el nivel de educacion secundaria, analizando primeramente situaciones univariacionales previo
a la covariacion. Por ello, se considera que existen ciertos argumentos pertinentes sobre los
cuales es posible plantear los objetivos del proyecto.

4.4 Objetivos del proyecto de intervencion didactica

El Objetivo general del proyecto de intervencion didactica consiste en: fundamentar
tedricamente, disefiar y validar una muestra integrada de actividades didacticas para los tres
grados de educacion secundaria, que coadyuve a la formacion y el desarrollo de ideas y
conceptos matematicos elementales relacionados con el pensamiento variacional de los
estudiantes.

Los objetivos especificos se desglosan a continuacion:

1.Identificar y caracterizar las acciones mentales relacionadas con el estudio de la variacion
continua de una sola magnitud variable aislada (razonamiento uni-variacional) para elaborar
una propuesta teodrica-metodoldgica denominada como el Nivel Cero del Razonamiento
Variacional (NO) que sustente dicho trabajo de tesis.

ii. Disefar y/o adaptar prototipos manipulables y virtuales de actividades didacticas para el
trabajo matemadtico en la recta numérica, que apoye el desarrollo del Nivel Cero del
Razonamiento Variacional.

1. Disefiar y/o adaptar prototipos manipulables y virtuales de actividades didécticas para el
estudio de la covariacion de dos magnitudes variables relacionadas entre si (razonamiento
bi-variacional), y el trabajo matematico en el plano cartesiano, analizando la variacion lineal,
cuadratica, y periddica respectivamente, para cada grado de educacion secundaria, tomando
en cuenta las acciones mentales relacionadas con los Niveles 1, 2 y 3 (N1, N2, N3) del
Razonamiento Covariacional de Carlson et al. (2002).

CAPITULO 5.LA PROPUESTA Y SUS CARACTERISTICAS

Las caracteristicas de la propuesta se fundamentan estrechamente con los diversos
componentes del enfoque tedrico que ya han sido expuestos en capitulos previos, asi como
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también con el marco tedrico-metodologico sobre el desarrollo del pensamiento variacional de
Jiménez y Castillo (2025), cuyas nociones serdn expuestas de manera mas detallada en el
capitulo siguiente, referente al marco tedrico del presente proyecto. A grandes rasgos, la
propuesta de intervencion didéctica se orienta al estudio del comportamiento de magnitudes
variables presentes en los fendmenos de la realidad, sin reducirlas necesariamente a funciones
matematicas (funciones numéricas), enfatizando la promocion intencional y selectiva de
maneras variacionales de entender (MVdE) y de pensar (MVdP) que sefialan Amador y Jiménez
(2023), en lugar de centrarse exclusivamente en la formulacion y/o definicion de conceptos y
propiedades relacionadas con aspectos intramatematicos.

A diferencia de otras propuestas, el disefio didactico que se plantea parte del andlisis de
situaciones con razon de cambio variable desde el mismo inicio de la secuencia, relegando
aquellas de razon constante a solo un caso particular, de los diversos comportamientos presente
en los fenomenos de cambio. Asimismo la secuencia didactica, en concordancia con el enfoque
tedrico asumido, se estructura en dos fases: en la primera fase se contempla a) el trabajo de
matematizacion del comportamiento de una sola magnitud variable, intencional y artificialmente
aislada correspondiente al razonamiento univariacional (Nivel Cero del razonamiento
variacional), y en la segunda fase b) el trabajo de matematizacion bivariacional, que aborda la
covariacion entre dos magnitudes variables (Nivel 1, 2 y 3 del razonamiento covariacional).
Ademas, con el proposito de propiciar la formaciéon por parte del alumno de maneras
variacionales flexibles de entender y de pensar, se incluyen en la secuencia situaciones
dindmicas en las que el tiempo no es necesariamente la magnitud variable independiente
relevante.

Cabe destacar que la propuesta enfatiza la conceptualizacion de la variacion continua y
suave de las magnitudes variables, que caracteriza a los fendémenos dinamicos de la realidad,
abandonando la vision estatica, puntual y discreta del estudio de la variacion que predomina en
la ensefianza tradicional. Con ello, se pretende evitar que el estudiante se forme imagenes
mentales limitadas, que conceptualice el cambio "en grueso" o “por porciones” de la variacion,
en lugar de visualizar y comprender el cambio continuo en progreso. Finalmente, en plena
concordancia con el enfoque de la covariacion instrumentada, se incluye el andlisis de
situaciones en vivo, como videos y manipulables fisicos (por ejemplo: el péndulo o el resorte,
entre otras) que permitan una experiencia directa y significativa del fendmeno variacional. A
continuacion se describen con mas detalle las ideas principales abordadas con anterioridad.

5.1El pensamiento variacional y las magnitudes variables

En diversos fendémenos naturales y sociales, es habitual encontrarnos con magnitudes que
varian a través del tiempo y el espacio. Estas magnitudes variables, presentes en los fendmenos
o procesos de la realidad, reflejan el dinamismo y el cambio en progreso que caracterizan a la
naturaleza del mundo real y que, por lo tanto, son objetos de estudio del pensamiento
variacional, ya que su desarrollo exige una manera dinamica de pensar (Vasco, 2003). El tiempo,
la temperatura, la presion y la velocidad de un mévil en carretera son ejemplos de magnitudes
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variables que fluctian y evolucionan en relacion con los procesos y fenomenos que ocurren en
el entorno natural (Jiménez et al., 2022).

El objeto de estudio del pensamiento variacional se enfoca en las magnitudes variables.
Como se menciond anteriormente, estas magnitudes variables son aquellas propiedades o
cualidades perceptibles y cuantificables presentes en los fendmenos o procesos de la realidad,
que tienen capacidad para cambiar, crecer o disminuir a lo largo del tiempo o del espacio, y que
por su naturaleza intrinseca son dinamicas. Ademas, “toda magnitud variable puede ser medida
o cuantificada usando la unidad o patrén y el instrumento correspondiente” (Jiménez et al.,
2022), es decir, las magnitudes variables tienen unidades de medida.

El pensamiento variacional es el tipo de pensamiento matematico que busca comprender
como se producen estos cambios y como podemos interpretar y analizar los patrones que se
forman en relacién con estas magnitudes. El estudio del pensamiento variacional se puede
aplicar en diversos campos, como la geologia, la fisica, la biologia y la psicologia. En cada uno
de estos campos, el objetivo es entender como las magnitudes variables se comportan en
diferentes situaciones y como podemos representar y analizar matematicamente este
comportamiento. Jiménez et al. (2022) presentan cuatro caracteristicas esenciales del concepto
de magnitud variable que es adecuado para desarrollar en los estudiantes las ideas y técnicas
variacionales propias del pensamiento variacional:

1. El simbolo usado para representar la magnitud variable, en primera instancia, representa
a la cualidad cuantificable en si misma: temperatura, presion, densidad, etc.

2. Pero no solamente representa a la cualidad, sino ademads representa también a todos y cada
uno de los distintos valores numéricos que progresivamente puede tomar, en el proceso o
fenomeno en el que ella interviene. En particular, en el proceso de razonamiento sobre el
cambio en progreso, representa al valor actual de la magnitud variable.

3. Ademads, ese conjunto de valores numéricos no estd dado al azar, ya que la magnitud
variable no cambia de manera caprichosa (aleatoria) o caotica, sino que lo hace en una cierta
secuencia, que habitualmente tiene como referente de fondo al tiempo, esto es, cambia de un
momento a otro. (En cada momento, la magnitud variable toma un valor numérico distinto).
4. Esta secuencia de valores numéricos es continua, aunque también puede ser discreta (...).
(pp. 223-224)

Debido a esta consideracion fundamental, el foco de atencion se centra en las magnitudes
variables, en lugar de las variables numéricas abstractas. Es esencial comprender que las
variables numéricas empleadas en el contexto de funciones se caracterizan por sus valores
numéricos, que son meramente numeros sin necesidad de estar ligados a mediciones especificas
o a la cuantificacion de fendmenos o procesos de la realidad. Estos valores numéricos son
simplemente extraidos de conjuntos numéricos sujetos a una relacion de correspondencia, y es
asi como se establece la nocion de funcion numérica. Es importante destacar que las funciones
numéricas no poseen unidades de medida, en contraposicion a los valores numéricos obtenidos
al cuantificar magnitudes variables, los cuales intrinsecamente incluyen unidades de medida.
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Es crucial resaltar que los valores numéricos asociados a las magnitudes variables estan
inquebrantablemente vinculados a una dimension temporal, ya que se originan en el contexto
de procesos dinamicos. En contraste, los de las variables numéricas son seleccionados de manera
arbitraria y carecen de una relacion temporal significativa, ya que en los conjuntos numéricos,
el orden en el que se toman sus elementos no tiene mayor importancia.

5.2 Situaciones con razon de cambio variable (no uniforme)

Asimismo, las situaciones didacticas que se proponen se basan en el analisis de fenomenos
fisicos, en las cuales se considera que, para posibilitar el desarrollo del pensamiento variacional,
dichas actividades deben de presentar situaciones en las cuales la razon de cambio es variable.
En los planes, programas de estudio y libros de texto vigentes, asi como en muchos proyectos
de intervencion el abordaje de esta tematica inicia con actividades de covariacion uniforme, lo
cual ha generado interrogantes sobre si es pertinente comenzar el aprendizaje variacional
partiendo del estudio de la uniformidad, y nuestra respuesta es: “no es necesario”, por esto, se
plantea iniciar el estudio del comportamiento variacional en situaciones donde el cambio no sea
uniforme. Kaput (1994) asume la siguiente postura “el aprendizaje del calculo tiene que basarse
en el estudio del cambio y la acumulacion cuantificables y en la relacion entre los dos”. Stroup
(2002) sefiala que los planes de estudio excluyen durante mucho tiempo el andlisis a fondo de
situaciones donde la razon de cambio es variable, y argumenta que dicha restriccion constrifie
el aprendizaje, tanto de las ciencia naturales y sociales, como de las matematicas, dado que
entornos donde la variacion es uniforme (siempre la misma) son poco frecuentes en la realidad.

Es decir, se pretende comenzar con actividades en las cuales se puedan estudiar, de ser
posible, los cambios de crecimiento y decrecimiento no uniformes, y posteriormente actividades
donde se estudie el comportamiento uniforme; de esta manera se abordaran los siete tipos
basicos de comportamiento de una magnitud fisica variable, los cuales son: crecimiento
uniforme, crecimiento acelerado y crecimiento desacelerado, asi como también decrecimiento
uniforme, decrecimiento acelerado, decrecimiento desacelerado y el comportamiento de razon
de cambio nula sera considerado como un tipo extremo o limite de variacion.

La investigacion realizada por Davila y Herrera (2021), en la cual se realizd una revision
al curriculo mexicano de educacion secundaria y los libros de texto con respecto al estudio de
la variacion lineal, permitié constatar que se presentan situaciones que no favorecen su estudio
debidamente, ya que plantean un abordaje estatico de la variacion, no se favorece el analisis de
la variacion de cada magnitud, ni de su variacion conjunta.

Dichos programas presentan un enfoque muy limitado de ensefianza del tema, dado que
se centran en un enfoque discreto y estatico de las situaciones, y mas ain, no se promueve
explicitamente el desarrollo del pensamiento variacional de los estudiantes, lo cual es central
para comprender adecuadamente los fendmenos variacionales (Bojorquez, Castillo y Jiménez,
2016), lo que a futuro seran constructos e ideas para apropiarse de manera adecuada de la nociéon
de funcion durante el trayecto escolar de educacion secundaria, y en estudios superiores dichas
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ideas construidas en esta etapa proporcionaran un soporte de conocimientos necesarios para una
mejor comprension de temas mas complejos en el bachillerato y/o universidad.

Cuando se estudian procesos de variacion, es sustancial no sélo interesarse por los
cambios en si mismos, sino también considerar otros aspectos de interés, por ejemplo, la
direccion y sentido (magnitudes vectoriales), y la rapidez o velocidad con que se comportan.
Para entender la importancia de los problemas del pensamiento variacional y su ensefianza es
pertinente precisar dos aspectos: el cualitativo y el cuantitativo; el primero muestra como cambia
la magnitud variable y el segundo indica cuanto cambia dicha magnitud.

5.3 Estructura dela propuesta: razonamiento univariacional y razonamiento
bivariacional

Sabemos que en la vida diaria ocurren fendmenos naturales con una gran cantidad de
magnitudes variables. Por ejemplo, cuando se presentan lluvias y el agua que cae en forma de
gotas se concentra en una presa, el volumen de agua que ésta contiene aumenta y depende de la
duracion de la tormenta, asi como de su intensidad; por otro lado, la disminucion del volumen
del agua de la presa dependera de la evaporizacion del liquido, la permeabilidad del suelo, las
extracciones de agua que se generen para su utilizacion, etc.

Sin embargo, aunque en la naturaleza las magnitudes fisicas se encuentran en constante
interaccion, para estudiarlas se propone como estrategia didactica aislar de dichos fenomenos
naturales las distintas magnitudes variables, las cuales pueden cuantificarse y analizarse por
separado, con la finalidad de facilitar el aprendizaje de los estudiantes. Se parte de la premisa
de que el conocimiento se construye de lo elemental hacia lo complejo, por lo que se propone
en un primer momento el estudio del comportamiento de una sola magnitud variable aislada
(situaciones univariacionales) y después correlacionar dos magnitudes variables (situaciones de
covariacion), con ello se intenta evitar dificultades y confusiones de los alumnos en la tematica.

El disefio de las situaciones didacticas se organiza de modo que se estudia primero una
sola magnitud variable intencionalmente aislada (razonamiento uni-variacional) 'y
posteriormente  estudiar dos magnitudes variables interrelacionadas (razonamiento bi-
variacional). En el curriculo actual se pretende que el estudio de la variacion se lleve a cabo
desde un primer momento en el plano cartesiano, relacionando dos magnitudes fisicas que
varian, es decir, se comienza propiamente con el andlisis de la covariacion, y aunque en la
realidad las magnitudes variables estdn en interaccion constante, varias investigaciones como la
de Lopez y Sosa (2008) muestran que, en general, los estudiantes presentan dificultades para
razonar covariacionalmente, dichos autores sefialan que “las experiencias de aprendizaje en las
aulas no [toman en cuenta] la naturaleza y funcionalidad del concepto para entender, modelar,
y explicar fendémenos de caracter variacional, [originando] dificultades de aprendizaje y
conceptualizaciones erroneas en los estudiantes™ (p. 309).

Por ejemplo, Dolores y Salgado (2009), presentan una critica hacia los métodos de
graficacion tradicionales (usando la tabulacion), cuyos procedimientos estan basados solamente
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en el trazado de la grafica de una funcion a partir de un conjunto de puntos, dejando en segundo
plano y sin relevancia la correlacion causal entre las variables; no se hace énfasis en la naturaleza
de lo que cambia; se representan las x y las y como entes abstractos, y los valores que adquieren,
dependen de los valores numéricos que le asigne el docente; se usa la férmula de la funcion para
calcular las coordenadas de los puntos, finalmente, se unen los puntos consecutivos sin realizar
cuestionamientos sobre su significado variacional, y no necesariamente se discute el como y
cuanto cambian dichas variables.

Ademas, los estudiantes tienen que enfrentar el desafio cognitivo de analizar dos
magnitudes que cambian al mismo tiempo y que estan interrelacionadas, ya que una magnitud
variable es dependiente de los cambios en la otra (covariacion). Este posicionamiento es
compartido por Carlson y Oechrtman (2005), los cuales hacen alusion a que se presentan
dificultades para establecer una estructura conceptual de la relacion funcional entre la variable
dependiente y la independiente, pues para ello se requiere del razonamiento covariacional.

Por lo anteriormente expuesto, como estrategia didactica consideramos importante que,
en un primer momento, se inicie con el andlisis de una sola magnitud fisica, sus
comportamientos y las distintas maneras de representarlas, con el fin de desarrollar ideas
variacionales bdsicas, segun la adaptacion complementaria que hemos realizado al marco
tedrico de Carlson y coautores (2003). Como hemos mencionado en apartados anteriores, dicho
marco tedrico no aborda el estudio de una sola magnitud variable, es decir, se centra totalmente
en la covariacion, pero éste se ha complementado con las aportaciones de Jiménez y Castillo
(2025), agregando y caracterizando el Nivel Cero del Razonamiento Variacional, describiendo
las Acciones Mentales involucradas en éste, el cual se integra como un peldafio previo en el
marco conceptual del Razonamiento Covariacional de Carlson y cols. (2003), analizando en vez
de dos magnitudes variables, solamente una de ellas.

Una vez terminada la primera fase (andlisis de una sola magnitud variable), los estudiantes
tendran los conocimientos e ideas elementales para avanzar a un segundo momento (analisis de
dos magnitudes variables interrelacionadas), de acuerdo con los niveles complejos de
razonamiento covariacional, y posibilitar asi una disminucioén de los obstaculos de aprendizaje
y las interrogantes que pueden surgir en la tematica de la covariacion.

5.4 El tiempo como magnitud variable independiente

Las actividades de covariacion que integren nuestra propuesta didactica no
necesariamente consideraran al tiempo como variable independiente. Los libros de texto y
algunos cursos de Calculo consideran al tiempo de forma explicita como la variable
independiente inmersa de manera natural en los fendomenos variacionales, lo cual origina
dificultad en los estudiantes al tener que proporcionarles una definicion universal sobre el
concepto de razén de cambio, restringiendo su concepcion al categorizarla solamente como
velocidad o como variacion respecto al tiempo.
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Por su parte Zandieh (2000), en su marco teérico ampliado para el concepto de razén de
cambio, menciona que cada uno de los significados fisicos tales como la velocidad, aceleracion
y velocidad de variacion de la temperatura, implican cambios respecto al tiempo. De la misma
manera, Dray y Manogue (2010) insisten en la necesidad de establecer un significado fisico mas
auténticamente fisico para la razén de cambio, para lo cual consideran necesario analizar
ejemplos de situaciones en las que el tiempo no figure como variable independiente.

Lo anterior provoca que tanto los conceptos como los procedimientos se enfocan
basicamente en el calculo de velocidades promedio, tiempos y distancias a partir de la relacion
v = dt, es decir, ya intervienen dos magnitudes variables relacionadas entre si: el tiempo y la
distancia (covariacién). En cuanto al significado institucional pretendido, predomina la razén
de cambio como velocidad instantanea y como pendiente de la recta tangente, sin embargo,
dichas acepciones se logran a partir de la definicion de la tasa instantanea de variacion (limite
del cociente de incrementos).

Desde la perspectiva de la construccion de conceptos cientificos en los niflos y el
desarrollo del pensamiento matematico, Chamorro (2005) destaca las dificultades de
comprension propias de la magnitud tiempo, sefialadas también en las investigaciones de Piaget
y Fraise (citados en Chamorro, 2005), las cuales mencionan al fendmeno del tiempo como una
magnitud compleja en su génesis y relacion con otros elementos fundamentales como el espacio.

Por otro lado, considerar al tiempo como la variable independiente también genera
obstaculos de aprendizaje debido a la ambivalencia de significados que posee; algunos autores
retoman la problematica sobre las ambigiiedades que se presentan en la vida cotidiana acerca de
su concepcion, por ejemplo “la duracion de un viaje podria considerarse como un viaje que tardd
mucho tiempo, o que la distancia recorrida fue grande” (Stroup, 2002, p. 177).

Autores como Johnson (2013) y Stroup (2002) insisten en el empleo de situaciones de
covariacion en las que la magnitud variable independiente no sea el tiempo. Por un lado, esto
permite formar en los estudiantes una imagen mucho maés rica del concepto de covariacion (no
necesariamente dependiente del tiempo). Por ende, las actividades de nuestra propuesta seran
disefiadas para enlazar en un contexto fisico una gama multiple de magnitudes variables
interrelacionadas entre si, en donde el tiempo sea considerado como una mas de las posibles
magnitudes variables intervinientes, con el proposito de desligarnos de las actividades comunes
que se presentan al abordar tematicas en las cuales la variable independiente regularmente es el
tiempo.

5.5 La variacion continua y suave, el cambio en progreso

El razonamiento variacional se compone de dos momentos cruciales. El primero de ellos
consiste en la comprension de que las magnitudes variables efectivamente estdin cambiando, de
decir, sus valores numéricos varian, con lo que se propicia la generacion de una forma de pensar
dindmica. Thompson y Carlson (2017) ilustran lo que se concibe como una “auténtica”
magnitud variable cuando recurren al ejemplo de la observacion de un corredor por un
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espectador, conceptualizando la ubicacion del corredor en términos de medir su distancia
respecto a un punto de referencia, percibiendo que esa distancia estd cambiando, es decir,
variando. La persona representa a la distancia del corredor desde el punto de partida con la literal
“d”, lo que significa que el valor de “d” presenta variacion, porque el corredor se aleja de dicho
punto referencial. Por ende, la variacion de una magnitud variable emana del hecho de que una
persona concibe, mediante un proceso de abstraccion, que la cantidad cuyo valor esta
representado por la literal posee un valor que varia.

Cuando la persona es consciente de percibir a la magnitud variable, puede comenzar a
desarrollar un proceso de razonamiento variacional al preguntarse de qué manera estd
cambiando dicha distancia, para lo cual de forma simultanea y anéloga, la persona concibe que
el cambio de distancia del corredor respecto al punto de partida ocurre asumiendo un trasfondo
temporal, es decir, el tiempo varia y cambia a cada momento, estd inmerso de forma inevitable
al conceptualizar a las magnitudes variables. En este caso, la persona ha detectado en la misma
situacion variacional una segunda magnitud variable, el tiempo.

Entonces, en este primer acercamiento consistente en identificar en los fendmenos
variacionales una o mas magnitudes variables, el proceso de indagar de qué forma cambian, asi
como también de la formacion de imagenes mentales sobre las maneras en que se comporta la
variacion, el idear herramientas matematicas para la representacion y cuantificacion de tales
cambios, y desarrollar un lenguaje ad hoc para describir dichos cambios, entre otras acciones
mentales, es lo que conforma la esencia del razonamiento variacional.

En el entramado de la reflexioén en torno a la cuantificacion de una magnitud variable, por
su parte, Jiménez y cols. (2022) sustentan que existe un aspecto relevante que posee relacion
con la intuicion. Se trata del hecho de concebir que el valor numérico que la magnitud variable
toma en cada momento es Unica, es decir, es imposible que una magnitud variable tome dos o
mas valores numéricos diferentes en un mismo instante. Por ejemplo, no es posible que el
corredor en un instante dado esté en dos diferentes distancias respecto a su punto de partida.
Esta caracteristica importante del comportamiento de las magnitudes variables enuncia que el
valor numérico que una magnitud variable toma en cada instante es unico, y se le conoce como
el principio de unicidad.

El segundo momento crucial en el razonamiento variacional se relaciona con una
apreciacion que tiene que ver connotativamente con lo estético, y se trata sobre como es que
cambian las magnitudes variables en la fenomenologia variacional. La idea es que, a medida
que un proceso se desarrolla, éste ocurre de forma natural, de forma “suave”, es decir, no ocurre
con un cambio caotico, sino “suavemente”. En otras palabras, a medida que una situacion se
desarrolla, no omite ningtin estado en su acontecer; podemos imaginar tales procesos en “‘camara
lenta”, por ejemplo, la distancia del corredor con respecto al punto de partida va cambiando con
suavidad, el tiempo transcurre suavemente de un instante a otro en un intervalo, el corredor se
mueve suavemente de un punto a otro en la trayectoria, todo el proceso es continuo, ya que es
continuo en cada momento.
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Los procesos de variacion son continuos, en relacion con que cambian de forma “suave”
de un estado al siguiente; esta “suavidad” es una cualidad inmersa en las situaciones de cambio
en progreso que se aplica a todos los procesos naturales y se denomina principio de continuidad.
Significa que si el fendmeno se encuentra en un estado en determinado momento y en otro
estado en momento diferente, entonces inevitablemente asume todos los estados entre estos dos
momentos. Es decir, si el corredor estuvo en un instante dado en un punto P de la trayectoria, y
en el instante actual estd en otro punto Q, se asume que el corredor forzosamente ha estado en
todos los puntos intermedios entre P y Q sin omitir ninguno de ellos. El razonamiento
variacional se vincula con conceptualizar que la magnitud variable tiene una variacion continua
y siempre un trasfondo temporal.

Por otro lado, el concepto de escalamiento se relaciona con el de continuidad y refleja la
forma de pensar de Leibniz sobre la variacion; y en el razonamiento variacional consiste en que
el sujeto imagine que en cualquier escala el continuo sigue siendo un continuo, y la magnitud
variable toma todos los valores de dicho continuo. Es decir, no existe una escala en el que el
continuo sea discreto. Se puede concebir al continuo como infinitamente “ampliable”, en donde
en dicho proceso de reacercamiento o “zoom” nunca se revelardn agujeros o vacios en el
continuo.

Es pertinente mencionar que en el curriculo de educacion basica de las ultimas dos
décadas, como los Planes y Programas de Estudio 2006 y 2011, Aprendizajes Clave 2017 y
Nueva Escuela Mexicana 2022 de la SEP (2006, 2011, 2017, 2022), se menciona que es
importante desarrollar el pensamiento matematico en los estudiantes, y especifican en su
contenido al pensamiento variacional. Sin embargo, el desarrollo didéctico en las actividades
propuestas en los libros de texto se enfoca principalmente en situaciones problemas vinculadas
a procesos covariacionales, mostrando una relacion discreta (y no continua), es decir, por
porciones, por ejemplo relaciones proporcionales de forma estatica (y no dindmica). Existe
entonces en la actualidad un curriculo con falta de claridad en los conceptos matematicos a
ensefar con respecto a la variacion, ya que no se abordan segun su naturaleza epistemologica,
y posiblemente las ideas que se construyan bajo ese enfoque didéactico obstaculicen el desarrollo
de ideas variacionales importantes, que en un futuro serdn la base de constructos matematicos
para el aprendizaje del Calculo.

5.6 Las maneras variacionales de entender y de pensar en el analisis de
situaciones variacionales en vivo (covariacion instrumentada)

La muestra integrada de actividades didacticas que se disefiard se fundamentard en un
sustento tedrico- metodologico basado en los niveles de razonamiento del pensamiento
variacional de los marcos conceptuales analizados en los capitulos previos, es decir, del Nivel
Cero hasta el Nivel Tres (N0-N3) de los aportes de Jiménez y Castillo (2025) y Carlson y cols.
(2003), para los tres grados de educacion secundaria. El desglose preliminar de actividades se
tiene organizado de la siguiente manera:
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a) 1° GRADO: Razonamiento Univariacional (recta numérica) con fendmeno de variacion
sobre el Llenado/vaciado de liquido de un recipiente cénico y/o Ley de Hooke en el
estiramiento continuo de un resorte a partir de un aumento de masa continuo (variacion
lineal).

b) 2° GRADO: Razonamiento Covariacional (plano cartesiano) con fendmeno de variacion
sobre desplazamiento deun objeto sobre un plano inclinado, tiro parabolico y/o caida libre
(covariacion cuadratica).

¢) 3° GRADO: Razonamiento Covariacional (plano cartesiano) con fendmeno de variacion
sobre el desplazamiento de un objeto sobre un plano inclinado al modificar el dngulo de
inclinacion, oscilacion libre de un péndulo y/o movimiento circular (covariacion senoidal).

Como ejemplo, a continuacion se describiran ciertas caracteristicas de la propuesta de
intervencion didactica centrada en el primer grado de educacion secundaria, especificamente las
primeras actividades, las cuales estdn enfocadas al anélisis del llenado y vaciado de recipientes
con variaciones no uniformes, en vez de retomar lo que estipula el curriculo de forma
predeterminada como son los fendmenos de movimiento uniforme al inicio del tema.

Por lo tanto, los recipientes seleccionados tienen una forma especial (conica), con la
finalidad de poder apreciar los siete tipos de comportamientos variacionales elementales o
basicos que fueron objeto de andlisis, para abarcar un amplio conjunto de ideas variacionales
(crecimiento uniforme, crecimiento acelerado, crecimiento desacelerado, decrecimiento
uniforme, decrecimiento acelerado, decrecimiento desacelerado, y la razon de cambio nula).

También se pretende estudiar fendmenos de movimiento oscilatorio y rectilineo, ya que
en ellos también se aprecian las ideas que se pretenden desarrollar; en particular, en los de
caracter oscilatorio se pueden observar como minimo para cada caso, cuatro tipos basicos de
comportamiento de una magnitud fisica que cambia, lo cual debe aprovecharse para el analisis,
asi como también ejemplos de tiro parabdlico y caida libre.

Retomando lo anterior, las actividades de llenado y vaciado de recipientes seran
presentadas y analizadas a partir de videos digitales, ya que para dichas situaciones el uso del
video digital proporciona tres ventajas importantes:

Evitar accidentes. Llevar a cabo actividades utilizando video digital en vez de recrear los
experimentos en vivo, ya sea por parte de los alumnos o el docente, evita que ocurran accidentes
como dafios al mobiliario o a los estudiantes. Por ejemplo, el derrame del liquido en el caso de
llenado y vaciado de recipientes.

La repetitividad del video. Otra de las ventajas es que, si contamos con este recurso, el
fenomeno que se estd analizando se puede reproducir en la pantalla las veces que sea necesario
hasta lograr comprenderlo. En cambio, si el fendémeno hubiera sido recreado, por ejemplo, un
experimento de tiro vertical tomaria mas tiempo llevarlo a cabo y repetir las mediciones que se
requieran, con una precision adecuada.
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Evitar errores de medicion. Al momento que se desee obtener datos sobre algun fendmeno,
por ejemplo, llenado y vaciado de recipientes, si los estudiantes miden con regla, eso generaria
demasiada imprecision en las mediciones. Por ende, es recomendable trabajar con datos
extraidos a partir de mediciones mas precisas (mediciones digitales), con el objetivo de que el
estudio de los fendémenos variacionales se apegue a la realidad.

Para la fase de procesamiento del video, se utilizard el software de edicion cientifica de
videos AviMeca/Tracker, el cual se caracteriza por ser un programa disefiado para matematizar
la informacién que al usuario le convenga, a partir de un archivo de video con extension .avi,
mediante la introduccion de un plano coordenado y el sefialamiento de puntos adecuados en
cada fotograma del video; ademds cuenta con la posibilidad de exportar dichos datos a un
procesador grafico para someterlos a su posterior andlisis y procesamiento. Los datos obtenidos
corresponden a las magnitudes variables que intervienen en el fendmeno.

Es importante mencionar que el software AviMeca permite realizar mediciones tomando
en cuenta distancias y tiempos en el video, por lo que algunas magnitudes variables pueden ser
medidas directamente con el software, pero otras se calculan a partir de las que fueron medidas
de manera directa. Por ejemplo, con AviMeca se puede medir la altura del liquido, pero el
volumen del liquido en el caso de llenado/vaciado de recipientes, debe ser calculado utilizando
la formula correspondiente para obtener el volumen con la altura y el radio obtenido por el
software.

Figura 1. Impresion de pantalla del software AviMeca en el video de llenado/vaciado de un recipiente conico.

azes

Fuente: Castillo y Jiménez (2023)

Como complemento, para la fase de andlisis visual de los datos extraidos en el tabulador
del video, se utilizard el software dindmico GeoGebra para el estudio de cada una de las
variables del fenomeno, mediante un Applet predisefiado. Se decidio usar este software, ya que
ademds de ser muy sencillo de utilizar, proporciona la vinculacion de la matematica con el
algebra, la geometria y el célculo, al incluir tanto la geometria dindmica como las herramientas
de algebra computacional, las cuales, segin Hohenwarter y Preiner (2007), potencian el
desarrollo del pensamiento variacional.

Entonces, dichos datos extraidos de AviMeca se guardan como listas de valores
numéricos, para después ser utilizadas al momento de procesarlas en la representacion grafica
en el ambiente digital de GeoGebra, mediante un Applet prediseiado para cada caso de
variacion. En GeoGebra se estudiardn y analizaran los comportamientos de las magnitudes
variables que fueron seleccionadas, con ayuda de los Applets MagnitudVariable.ggb vy
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Covariacion.ggb, los cuales se estan disefiando y/o adaptando para poder visualizar el
comportamiento de las magnitudes variables de una forma dindmica, es decir, mediante puntos
moviles en una recta numérica o un plano coordenado.

Cabe mencionar que las Acciones Mentales (MVdE y MVdP) que proporcionan una guia
para las actividades referentes a primer grado de educacion secundaria, y se relacionan con el
desarrollo del Nivel Cero del pensamiento variacional se presentan en la Tabla 5 en el capitulo
V1 del Marco tedrico-metodoldgico.

Es preciso sefalar que no se debe tomar al pie dela letra o como un imperativo la secuencia
de acciones mentales consignadas en la Tabla 5. Dado que el desglose detallado y su progresion
logica-cognitiva responde a intereses del analisis teorico y el esfuerzo de destacar con pulcritud
aquellas acciones mentales que intervienen en el razonamiento univariacional.

En la practica real del aula, probablemente los alumnos realizardn dos o mas de tales
acciones mentales de forma simultanea, sin distinguirlas o separarlas, es decir, el posible
proceso de razonamiento sobre el andlisis de una sola magnitud variable podria ser “en
paquetes” de operaciones mentales.

Desdeel puntode vista practico, y de la elaboracién de conclusiones, lo importante es que
la evidencia de ejecucion permita inferir con una alta probabilidad que el alumno ha realizado
algunas (o la mayoria) de estas acciones mentales.

5.7 Ejemplo preliminar de disefio didactico

A continuacion se muestra el bosquejo preliminar de las actividades en Hojas de Trabajo
(HT) relacionadas con algunas de las acciones mentales propuestas como marco conceptual
(AM1-NO, AM6-NO, AM7-NO, AM8-NO, AM9-NO, AM10-NO) y que se apoyan con el uso de
tecnologia digital; en italica se enfatizaran los cuestionamientos descritos en ellas.

Hoja de trabajo 1. Parte 1. Identifica lo que cambia y lo que no cambia. (AM1-N0).

a) Observa el video sobre llenado/vaciado de liquido en un recipiente conico y enlista
todas las magnitudes que observes y/o detectes que presenten algun cambio o variacion
(magnitudes variables), asi como las que no presenten ningun tipo de cambio o variacion
(magnitudes constantes).

b) Organiza el listado de magnitudes de interés identificadas en la tabla.

Figura 2. Tabla de la Hoja de Trabajo para el estudiante
Magnitudes variables Magnitudes constantes
Altura del liquido Altura de la copa

Fuente: Elaboracion propia (2025)

En los incisos a) y b) se espera que los estudiantes identifiquen como magnitudes
constantes el radio de la copa, la altura de la copa, el area lateral de la copa, el area de la
superficie circular de la copa, el volumen dela copa, el tiempo total transcurrido en el fenomeno,
el flujo del liquido para llenar la copa, etc., y como magnitudes variables la altura del liquido en
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la copa, la altura del espacio vacio en la copa, el radio de la superficie circular del liquido
contenido en la copa, el area de la superficie lateral de la copa mojada por el liquido, el area de
la superficie lateral de la copa no mojada por el liquido, el volumen del liquido en la copa, el
volumen del espacio vacio en la copa, etc.

De forma grupal, se completara el listado de magnitudes de interés identificadas mediante
la participacion de los estudiantes. Para ello, se completara en plenaria la tabla trazada o
proyectada en la pizarra, con el proposito de analizar las magnitudes de interés identificadasy
complementar con aquellas que quizds no hayan sido detectadas por el estudiante de forma
individual, y enfatizar las leyes de conservacion presentes en el fendmeno de variacion.

¢) Analiza las magnitudes variables (relacionadas tanto con la parte llena como con la
parte vacia del recipiente) que sean similares, y responde. ;Qué relacion tienen entre si? ;Con
qué tipo de magnitudes constantes se relaciona?

En el inciso c) se espera que los estudiantes identifiquen las magnitudes variables
presentes, tanto en la parte llena de liquido del recipiente, como en la parte vacia del mismo, y
su relacion con las magnitudes constantes identificadas, por ejemplo: altura del liquido y altura
del espacio vacio con altura de la copa, volumen del liquido y volumen del espacio vacio con
volumen de la copa, area lateral de la copa mojada por el liquido y area lateral de la copa no
mojada por el liquido con area lateral de la copa, y/o las combinaciones similares a éstas.

d) Expresa la relacion que prevalece entre las magnitudes variables y magnitudes
constantes identificadas en el inciso anterior.

En el inciso d)se espera que los estudiantes expresen argumentos tales como: Altura del
liquido + Altura del espacio vacio = Altura de la copa; Volumen del liquido + Volumen del
espacio vacio = Volumen de la copa; Area lateral mojada de la copa + Area lateral no mojada
de la copa = Area lateral de la copa. Mas adelante se les expresara con lenguaje algebraico.
Ejemplo para el primer caso:

h, + h, = H

e) En equipos, realiza un bosquejo de un recipiente conico en donde se ilustre las
magnitudes de interés (variables y constantes) que se relacionan entre si como leyes de
conservacion.

En el inciso e) se espera que los estudiantes expresen iconicamente las magnitudes de
interés variables y constantes identificadasen el fendmeno, y también un dibujo relacionado con
leyes de conservacion entre magnitudes variables y constantes involucradas.

Figura 3. Corte transversal practicado al recipiente conico mediante un plano vertical

Fuente: Elaboracion propia (2025)
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Hoja de trabajo 7. Representacion grafica de la magnitud variable, direccion del
desplazamiento del punto movil. (AM6-N0, AM7-N0, AM9-N0, AM10-N09).
En la Hoja de Trabajo 6 aprendieron a realizar la representacion grafica de una magnitud
constante, la cual consistio en la ubicacién deun punto fijo sobre la recta numérica, cuya abscisa
corresponde con el valor numérico de dicha magnitud. En equipos respondan

a) Si la representacion grdfica de una magnitud constante (una magnitud caracterizada
por que su valor numeérico nunca cambia) la representa un punto fijo e inamovible sobre la
recta numeérica, jcomo seria posible representar grdficamente una magnitud variable (una
magnitud caracterizada por que sus valores numéricos siempre cambian)? ;Por qué?

En el inciso a) se espera que los estudiantes se apoyen de forma creativa en la accion
mental previa para proponer una manera adecuada de representar a la magnitud variable
mediante un punto mévil en la recta numérica.

Una vez llegado al convenio de que la representacion grafica de una magnitud variable se
realiza mediante un punto movil que se desplaza por la recta numérica pasando por todos y cada
una de las posiciones que representan a los valores numéricos cuantificados de la magnitud
variable, se procedera a un analisis de dicha representacion grafica mediante un applet de
GeoGebra denominado “Representacion grafica de una magnitud variable.ggb™, el cual se
muestra en la Figura 4.

Figura 4. Applet de GeoGebra “Representacion grafica de una magnitud variable”

0

=]

0.084

Fuente: Captura de pantalla del applet de GeoGebra

b) ;Qué representa el punto movil P?

En el inciso b) se espera que los estudiantes conceptualicen que el punto P representa a
los valores numéricos que la magnitud variable toma en cada momento del fenomeno.

¢) ¢Qué representa el rastro del punto movil P (los puntos marcados en rojo) en la
representacion grdfica de la magnitud variable?

En el inciso c) se espera que los estudiantes conceptualicen que el rastro del punto P
representa los valores numéricos de la magnitud variable que fueron medidos a intervalos
iguales de tiempo.

d) ;En qué direccion se desplazo el punto movil P? ;Como cambian las abscisas del punto
movil P (aumentan, disminuyen o se mantienen constantes)?

En el inciso d) se espera que los alumnos comprendan que si el punto mévil se desplaza
en direccion positiva, se puede decir que la magnitud variable crece, y si ocurre en direccion
negativa, se infiere que la magnitud variable decrece; si no ocurre ningin desplazamiento del
punto moévil (permanece fijo, sin movimiento), se argumenta que la magnitud identificada es
una constante (no presenta variacion ni cambio).
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e) ;Como es la separacion entre los rastros del punto movil que representa el
comportamiento de la magnitud variable? Describe de forma detallada el comportamiento de
la magnitud variable de interés que observas mediante el desplazamiento en la recta numérica
del punto movil P.

En el inciso e) se espera que los alumnos comprendan que en el desplazamiento del punto
moévil que representa a la magnitud variable, la distancia entre los pares de posiciones
consecutivas dedicho punto puede manifestarse de tres maneras, que sea: igual o diferente (cada
vez mas separada y/o mas junta). A partir de su analisis es posible determinar si la magnitud
variable crece o decrece cada vez lo mismo, cada vez mas o cada vez menos.

Hoja de trabajo 8. Variacion continua de la magnitud variable en su representacion
grafica. (AMS-NO).

En la Hoja de Trabajo 7 analizamos la representacion grdfica de una magnitud variable,
la cual consistio en el desplazamiento de un punto movil sobre la recta numérica, cuya abscisa
corresponde a cada uno de los valores numéricos que progresivamente toma dicha magnitud
variable. De forma grupal se analizara el applet en GeoGebra y se responderan los siguientes
cuestionamientos.

Figura 5. Applet de GeoGebra “Representacion grafica de una magnitud variable”

78.02
O +
7.948

Fuente: Captura de pantalla del applet de GeoGebra

a) ;La magnitud variable solo y unicamente tomo los valores mostrados en el applet
mediante el rastro de color rojo? ;Por qué?

En el inciso a) se espera que los alumnos comprendan que el punto movil que representa
a la magnitud variable, al desplazarse, deja como rastro rojo (o huella) las posiciones en las que
estuvo previamente el punto movil P, las cuales se asocian en correspondencia con los valores
numéricos de la magnitud variable que fueron posible medir a partir del video; también, que el
punto mévil P se desplaza por todas y cada una de las posiciones intermedias desde el valor
inicial hasta el valor final de la magnitud variable, tanto del rastro rojo como todas aquellas que
estan entre las marcas.

b) ;Cuantos valores numéricos crees que tomo la magnitud variable en el fenomeno desde
el valor inicial hasta el valor final?

En el inciso b) se espera que los alumnos presenten quizas una respuesta con algun valor

numérico discreto, la cual se contrastara con la siguiente pregunta del inciso c).

¢) Si hacemos una amplificacion zoom a la recta numérica y activamos la vista de mas
cifras decimales. ;jEs posible conocer cuantos valores numéricos tomo la magnitud variable,
desde el valor inicial hasta su valor final? ;Porqué?

En el inciso c) se espera que los alumnos comprendan que desde el valor inicial hasta el
valor final de la magnitud variable, los valores numéricos que toma el punto P son muchos,
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infinitos, debido al zoom infinitamente ampliable, lo cual se puede apreciar con la extension de
cifras decimales para la abscisa del punto movil P.

5.8 Discusion sobre las caracteristicas de la propuesta

El esfuerzo de caracterizar con mas detalle un marco conceptual complementario,
correspondiente al Nivel Cero del pensamiento variacional, de forma desglosada con su
respectiva descripcion de las acciones mentales que intervienen, proporciona una guia
metodoldgica pertinente que impacta en el diseo de actividades didacticas, debido a que dicha
organizacion de las acciones mentales proporciona una pauta para los tipos de cuestionamientos
y preguntas pertinentes en las hojas de trabajo, que sirven como apoyo para que el estudiante,
con ayuda del profesor, genere ideas variacionales respecto a la fenomenologia que se esta
analizando en el salon de clases.

Por su parte, el uso de tecnologia digital facilita, primeramente, la cuestion de cuantificar
las magnitudes variables que intervienen en la situacion variacional, al obtener valores
numéricos de éstas, con los cuales es posible realizar un analisis matematico sobre lo que sucede
en dicho fenémeno de cambio en progreso; en segundo lugar, los recursos tecnoldgicos aportan
un gran apoyo en la visualizacion dinamica del comportamiento de las magnitudes variables,
analizadas por separado en la representacion geométrica, mediante un punto moévil que se
desplaza sobre la recta numérica.

El uso del applet pretende favorecer la comprension de ideas variacionales potentes, dado
que cuestiona conceptualizaciones erroneas presentes en el curriculo de ensefianza y practicas
docentes que lo fomentan, por ejemplo, el andlisis de procesos variacionales “por porciones o
por partes”, los cuales conceptualizan a los procesos de variacion y cambio como si sucedieran
por brincos o saltos. Sin embargo, con el uso del applet se pretende ilustrar claramente que el
punto movil P se desplaza de forma continua, desde la posicion inicial hasta la posicion actual.

Lo anterior pretende apoyar al estudiante a construir lo que se denomina principio de
continuidad, un principio importante, que en el curriculo de educacion secundaria es omitido
para su analisis a profundidad, pese a que los procesos y/o fendémenos de variacion presentes en
la realidad son dindmicos, y suceden de forma suave y continua, desde un estado o momento
inicial hasta un momento final en su devenir.

CAPITULO 6. MARCO TEORICO-METODOLOGICO

En este capitulo se presenta una propuesta de marco conceptual que proporciona un sustento
tedrico-metodologico para el presente proyecto de intervencion didactica. Dicho marco se
deriva de un andlisis critico de la literatura especializada en el area de Matematica Educativa,
acerca de como surge de forma primigenia el “pensamiento variacional” y su evolucion a través
de la historia del conocimiento matematico, para establecer un panorama que permitiera generar
hipotesis plausibles sobre como fomentar en los estudiantes este tipo de pensamiento
matematico.
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Como se menciond en capitulos previos, consideramos que el desarrollo del pensamiento
variacional estd relacionado con el razonamiento matematico sobre las magnitudes variables
que estan inmersas en los procesos o fendmenos de variacion y cambio en progreso en la
realidad. Por ende, se proponen elementos teéricos sustentados en la vision del pensamiento
matematico segun Harel (2008, 2008a, 2008b), el cual sefala que el proposito principal de la
educacion matematica consiste en desarrollar en los estudiantes el pensamiento matematico,
mismo que se conforma de un subconjunto de maneras de entender y maneras de pensar (MdE
y MdP), y més especificamente la conceptualizacion de las maneras variacionales de entender
y de pensar (MVdE y MVdP) propuestas por Amador y Jiménez (2023); éstas se componen mas
especificamente por acciones mentales (AM), relacionadas con el marco tedrico de Carlson y
cols. (2003) sobre el desarrollo del razonamiento covariacional.

6.1 Un marco conceptual complementario: el Nivel Cero (N0) del pensamiento
variacional

Se decidio denominar Nivel Cero (NO)* a la etapa inicial correspondiente a la formacion
y desarrollo del razonamiento variacional. Es un marco conceptual complementario al
Razonamiento Covariacional de Carlson et al. (2003) y al Razonamiento Variacional de
Thompson y Carlson (2017), y se enfoca en caracterizar el razonamiento dinamico relacionado
con la conceptualizacion matematica de la variaciéon continua de una sola magnitud variable,
teniendo ésta un trasfondo temporal.

Figura 5. Niveles del Razonamiento Variacional y Razonamiento Covariacional.

Fuente: Elaboracion propia (2025)

Abhora bien, ;jpor qué se considera que es un marco complementario?, la Figura 5 ilustra
los niveles de razonamiento del 1 al 5 (N1, N2, N3, N4 y N5), los cuales corresponden al marco
conceptual del Razonamiento Covariacional de Carlson y cols. (2003); especificamente se trata
de razonamiento bivariacional (dos magnitudes variables involucradas), por lo tanto la
representacion grafica requiere de un trabajo matematico dindmico en el plano cartesiano.
Nuestra propuesta para complementar dicho marco conceptual pretende abordar lo
correspondiente al Nivel Cero (NO), y se relacionan con el razonamiento univariacional, es

4 Tomando en cuenta la terminologia propuesta por Carlson et al. (2003).
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decir, el analisis de una sola magnitud variable (artificial e intencionalmente aislada), lo cual
requiere un trabajo matematico dinamico en la recta numérica.

Consideramos que, tanto desde el punto de vista del sentido comtin o de la l6gica ordinaria,
como desde el punto de vista matematico, el razonamiento univariacional debe anteceder al
razonamiento bivariacional. A continuacion se enlistan y describen de manera sucinta las etapas
que en su conjunto tienen lugar en el nivel cero del razonamiento, al adentrarse al estudio del
analisis de una situacion variacional, y que son requeridos para que, en un segundo momento,
dicho tipo de pensamiento pueda transitar de manera coherente desde el trabajo matematico en
la recta numérica hacia el trabajo matemadtico en el plano cartesiano. En esta linea de trabajo de
Jiménez et al. (2022), la propuesta para abordar el Nivel Cero (N0) se desarrolla mediante las
acciones mentales que se presentan en la Tabla 5, sus Evidencias de Manifestacion (EDM)y la
Calidad De la Ejecucion (CDE), las cuales se presentan con mas detalle en los parrafos
siguientes.

Tabla 5. Propuesta de marco conceptual complementario para el estudio y andlisis de la variacion de una sola
magnitud variable:

Acciones Mentales del Nivel Cero del Pensamiento Variacional

AMI1-NO. Identificar las magnitudes variables y las magnitudes constantes en el fendmeno.
AM?2-NQ. Cuantificar las magnitudes de interés identificadas.

AM3-NO. Analizar los valores numéricos obtenidos de la magnitud variable.

AM4-N0O. Conceptualizarla variacion continua de la magnitud variable en el listado numérico.
AMS5-NO. Representar simbolicamente a la magnitud variable identificada.

AM6-NO. Conceptualizar la representacion grafica de una magnitud constante.

AM7-NO. Conceptualizar la representacion grafica de una magnitud variable.

AMSE-NO. Conceptualizar la variacion continua de la magnitud variable en la grafica.
AMY9-NO. Analizar la direccion del desplazamiento del punto mévil en la representacion
grafica de la magnitud variable.

AMI10-NO. Discriminar el caracter del cambio con base en la representacion grafica de la
magnitud variable.

AMI11-N0O. Cuantificar el cambio que experimenta la magnitud variable.

AMI12-NO. Determinar el caracter y la magnitud del cambio a partir del signo y valor absoluto
de las primeras diferencias.

AMI13-N0. Discriminar los tipos elementales de variacidn a partir del calculo de diferencias.
Fuente: Elaboracion propia (2025).

O

I. Primera Accion Mental del Nivel Cero (AM1-N0). Identificar las magnitudes
variables y las magnitudes constantes involucradas en el fenomeno de cambio (identificacion
de las magnitudes de interés relevantes).

Las magnitudes variables son aquellas cualidades medibles que pueden tomar distintos
valores numéricos en distintos momentos. Podemos decir que en un proceso o fenomeno
(natural o social) se les llama magnitudes variables o simplemente variables a aquellos
atributos cuantitativos (es decir, susceptibles de ser medidos o cuantificados) de los objetos o
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de los procesos, cuyos valores cambian, por el contrario, se les llama magnitudes constantes o
simplemente constantes a las que, por una u otra razon, conservan inalterables sus valores

durante dicho proceso.

La EDM es un listado nominal de magnitudes constantes y variables percibidas por el
estudiante en el fendmeno dindmico. La CDE se determina por: 1) el caracter de las magnitudes
(variables y constantes) identificadas por el estudiante, y su importancia para la comprension y
posterior matematizacion del fendomeno; y 2) la pertinencia de las magnitudes variables
percibidas, con respecto a la realidad intrinseca del fendémeno de cambio.

Ejemplo: en el fenomeno de llenado/vaciado de un recipiente conico es posible detectar
varias magnitudes fisicas (variables y constantes) que intervienen en dicha situacion de cambio
en progreso. La lista aqui presentada no pretende ser exhaustiva.

Figura 6. Captura del fenomeno de llenado/vaciado de un recipiente conico.
b X R : el radio del recipiente conico;
l H : la altura del recipiente conico;
- A, : el area lateral del recipiente conico;
| - I A : el area de la superficie circular del recipiente conico (el area de la “base”);
{ V : el volumen del recipiente conico;
T : el tiempo de llenado o vaciado del recipiente conico;
F : el flujo del liquido hacia o desde el recipiente conico;
t : el tiempo transcurrido;
h; : 1a altura del liquido en el recipiente conico;
“==wy  h,:laaltura del espacio vacio en el recipiente conico;
r: el radio de la superficie circular del liquido contenido en el recipiente conico;
a,: el area de la superficie circular del liquido en el recipiente conico;
a,, : el areadela superficie lateral del recipiente conico, que es mojada por el liquido;
a,: el area de la superficie lateral del recipiente conico, no mojada por el liquido;
V, : el volumen del liquido en el recipiente conico;
V,,: el volumen del espacio vacio en el recipiente conico.
Fuente: Elaboracion propia (2025)
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II. Segunda Acciéon Mental del Nivel Cero (AM2-N0). Tiene que ver con la
cuantificacion de cada una de las magnitudes de interés identificadas. Consiste en utilizar un
método y un instrumento que permita cuantificar (mediante medicion directa o indirecta) las
propiedades involucradas en el fendmeno, o al menos imaginarselo e informarse sobre dicha

operacion y su protocolo.

A veces no resulta facil cuantificar las magnitudes variables que son relevantes en un
proceso de cambio. Para ello es necesario disponer de un conocimiento mas completo de aquella
teoria cientifica, en la que dichas magnitudes variables figuran como fundamentales. En
términos generales, la cuantificacion de un atributo implica una dialéctica compleja entre tres
acciones: concebir (percibir) al objeto, concebir (percibir, imaginarse o identificar) un atributo
cuantificable del mismo, y concebir un método o una técnica (y de ser posible, también un
instrumento) para medir ese atributo (Thompson; 1990, 1993).
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No es dificil entender que no todas las magnitudes enlistadas se pueden medir o cuantificar
de manera directa. Se plantea entonces el problema de determinar cudles de dichas magnitudes
sera posible medir directamente (por ejemplo, en el video digital), y cuales deberan ser
calculadas a partir de aquellas que puedan ser medidas. En este tltimo caso, deberemos también
derivar las respectivas férmulas para realizar los calculos correspondientes.

La EDM es un listado de valores numéricos consecutivos (ordenado de acuerdo con la
progresion en que fueron registrados u obtenidos a medida que el proceso variacional sucedio)
y que representan el comportamiento de la magnitud variable en el fenomeno de cambio
cuantitativamente. La CDE consiste en si el estudiante percibe el caracter discreto de este listado
de valores numéricos y lo confronta, o no, con la realidad observada, reflexion que lo lleva a
tomar conciencia de que solamente unos cuantos (realmente, muy pocos) valores numéricos de
la magnitud variable han sido registrados, y de la dificultad o imposibilidad de registrarlos todos.

Por ejemplo, en el fendmeno de llenado/vaciado de un recipiente conico es posible obtener
los valores numéricos de las magnitudes fisicas (variables y constantes) que intervienen en dicha
situacion de cambio en progreso, ya sea por medicion directa y/o indirecta.

Listado 1: Tiempo transcurrido. ¢ = {0.033,3.133, 6.233, 9.333, 12.433, 15.533, 18.633, 21.733,
24.833,27.933,31.033, 34.133,37.233,40.333,43 433, 46.533,49.633,52.733, 55.833, 58.933, 62.033,65.133,
68.233,71.333,74.433,77.533,80.633, 83.733, 86.833, 89.933, 93.033, 96.133, 99.233, 102.333, 105.433}

Listado 2: Altura del liquido. h, = {0.517, 2.351, 2.958, 3.384, 3.723,4.010, 4261, 4485, 4.689,
4.876,5.050,5.213,5.367,5.512,5.649,5.781,5.906,6.027,6.143,6.254,6.362,6.466,6.567,6.665,6.761,6.853,
6.943,7.031,7.117,7.201,7.282,7.362,7.441,7.517,7.593, 7.666, 7.739, 7.810, 7.879, 7.948,8.015}

Listado 3: Radio de la superficie circular del liquido. r = {0.415, 1.887,2.373,2.715, 2.988,
3.218,3.419,3.599,3.763,3.913,4.053,4.183,4.306,4.423,4.533,4.639,4.740,4.836,4.929,5.019,5.105,5.189,
5.270,5.349,5.425,5.499,5.572,5.642,5.711,5.778, 5.844,5.908,5.971, 6.032, 6.093,6.152, 6.210,6.267}

Listado 4: Area mojada de la superficie del cono. a,, = {0.864, 17.880,28.282,37.016,44.815,

51.985, 58.690, 65.031, 71.076, 76.875, 82.462, 87.866, 93.109, 98.208, 103.177, 108.030, 112.776, 117.425,
121.983,126.457,130.854,135.178,139.434, 143.625,147.757,151.832, 155.852,159.822,163.742,167.617}

Listado 5: Volumen del liquido. V; = {0.093,8.773,17.453,26.133,34.813, 43.493,52.173,60.853,
69.533, 78.213, 86.893, 95.573, 104.253, 112.933, 121.613, 130.293, 138.973, 147.652, 156.332, 165.012,
173.692,182.372,191.052,199.732,208.412,217.092, 225.772, 234 452, 243.132,251.8 12,260.492, 269.172}

III. Tercera Accion Mental del Nivel Cero (AM3-N0). Se relaciona con la capacidad
de analizar los valores numéricos de la magnitud variable que aparecen en el listado, establecer
relaciones entre ellos, realizar mentalmente ciertas estimaciones aritméticas elementales
(sentido numérico), para que a partir de la visualizacion completa del listado (progresivo)
discreto de los valores numéricos de la magnitud variable, se conceptualice la direccion del
cambio de la magnitud variable, y por ende el comportamiento en grueso de ésta.

La EDM consiste en si el alumno es capaz o no, de analizar dos aspectos importantes de
los valores numéricos: 1) el signo de los valores numéricos, para entender si los valores
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numéricos que consecutivamente toma la magnitud variable son positivos, negativos o incluso
de ambos signos; 2) una comparacion (inicialmente mental y aproximada) de los valores
numéricos que dicha magnitud variable toma de forma progresiva, para entender si dichos
valores numéricos van aumentando, disminuyendo, aumentan primero y luego disminuyen o
viceversa. La CDE consiste en si el estudiante es o no capaz de describir de forma cualitativa y
adecuada el cambio, ya sea mediante los términos “aumenta” o “disminuye”, ‘“crece” o
“decrece”, o cualquier otra expresion similar.

Ejemplo: en el caso del listado de valores numéricos del radio de la superficie circular del
liquido resulta obvio que estos valores numéricos van consecutivamente en aumento, forman
una sucesion numérica creciente. Esta observacion podria o deberia llevar al alumno a formular
la siguiente imagen conceptual: si una magnitud variable z cambia de tal modo que cada valor
numérico posterior que ella tome es mayor que todos sus valores numéricos previos, diremos
que z es una magnitud variable creciente.

Por lo mismo, el valor inicial de dicha magnitud variable es menor que todos sus demas
valores numéricos. De hecho, es el menor de todos los valores numéricos. El valor inicial de
una magnitud variable creciente es el valor minimo de dicha magnitud variable. Analogamente,
el valor final de una magnitud variable creciente es mayor que todos los demas valores
numéricos de dicha magnitud variable: es su valor mdximo.

Ejemplo: en el caso del listado de valores numéricos de la altura del espacio vacio.
También resulta obvio que dichos valores numéricos progresivamente disminuyen o decrecen.
Esta observacion podria o deberia llevar al alumno a formular la siguiente imagen conceptual:
si una magnitud variable z cambia de tal modo que todo valor numérico posterior que ella toma
es menor que cada uno de sus valores numéricos previos, diremos que z es una magnitud
variable decreciente. En otras palabras, una magnitud variable decreciente es aquella, cada uno
de cuyos valores numéricos posteriores es menor que todos sus valores numéricos anteriores.

Por ello, el valor inicial de dicha magnitud variable es el mayor de todos los valores
numéricos. Analogamente, el valor final de una magnitud variable decreciente es menor que
todos los demas valores numéricos de dicha magnitud variable: es su valor minimo.

IV. Cuarta Accién Mental del Nivel Cero (AM4-N0). Se refiere a la conceptualizacion
de la variacion continua de la magnitud variable a partir del listado numérico. Requiere concebir
que el cambio de la magnitud variable sucede de forma fluida y suave (sin brincos), es decir, a
medida que el fendmeno se desarrolla, todo el proceso es continuo desde el inicio hasta su fin.
Esta conceptualizacion podria o deberia llevar al estudiante a formular el principio de
continuidad presente en los fendémenos de cambio en progreso.

La EDM y la CDE se vincula con si el estudiante es o no capaz de comprender que la
variacion de la magnitud variable no ocurre de forma cadtica (o por partes), sino que sucede de
manera natural con “suavidad”, y que a cualquier escala o amplificacion del continuo de valores
numéricos que toma la magnitud variable no omite ningtn estado en su devenir.
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No debemos perder de vista el hecho de que, cuando analizamos un fenémeno de cambio
en progreso a partir de datos reales, éstos han sido obtenidos a intervalos regulares de tiempo o
de distancia, y por lo tanto no son todos los valores numéricos que las magnitudes variables
sujetas al analisis pueden tomar. Si ignoramos esta circunstancia, corremos el riesgo de
formarnos una imagen mental inadecuada de la variacion de una magnitud variable, imagen que
no es productiva y que entra en conflicto con las ideas fundamentales requeridas por el
pensamiento variacional. Se trata de la idea de que la variacién de una magnitud variable ocurre
por tandas.

Esta imagen de la variacion “por tandas” implica que los valores de las magnitudes
variables van cambiando después de cierto lapso, saltando bruscamente de un valor numérico a
otro, en contraposicion con la imagen adecuada, que concibe que los valores numéricos de la
magnitud variable van cambiando en cada instante, en un flujo continuo y suave, sin cambios
bruscos. Analicemos estas dos imagenes incompatibles con mayor detalle.

Ejemplo: en el caso del proceso de llenado de un recipiente, la imagen mental de la
variaciéon por tandas consiste en concebir que el proceso de llenado se realiza agregando
consecutivamente pequenas porciones idénticas de liquido al recipiente, por ejemplo, pequenas
tazas, o cucharadas. En cambio, la imagen mental de la variacién continua consiste en concebir
que el proceso de llenado se realiza por medio de una manguera, a través de la cual el liquido
fluye de manera suave y continua.

Figura 7. Dos posibles imagenes conceptuales de la variacion.

(=5

Variacion por porciones

Variacién continua
Fuente: Jiménez (2022)

El problema fundamental que surge en relacion con estas dos imagenes mentales de la
variacion es que ellas implican y provocan diferentes operaciones mentales para analizar el
cambio de los valores numéricos de la magnitud variable y, en consecuencia, a diferentes
conceptualizaciones matematicas de dicho cambio.

El cambio por tandas de una magnitud variable requiere concebir cierta unidad o porcion
unitaria de ella (que es a lo que nos hemos estado refiriendo como “la tanda”), cuya repeticion
automatica va dando lugar a la variacion de la magnitud variable, y no se concibe ni siquiera
como posibilidad remota ningiin cambio menor que esa unidad. A diferencia de esta imagen
inadecuada, la idea de variacion continua requiere concebir el cambio a cualquier escala o
amplificacion del continuo de los valores numéricos que toma la magnitud variable.
Matematicamente, esta concepcion suave de la variacion de una magnitud variable atiende sin
discriminar todos y cada uno de los estados o momentos del proceso, sin privilegiar ninguna
porcidn especifica que pudiera ser tomada como “unidad” para cuantificar dicha variacion.
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Los argumentos anteriores sugieren que es didacticamente inadecuado presentar al
estudiante un escenario en el que el llenado/vaciado de recipientes se realice “por tandas”, de
manera discreta, como se hace en las propuestas presentadas por Stephens (2005), Mestre y
Oliveira (2012), Mateus-Nieves y Moreno (2021), Hughes-Hallet y cols. (1992), Cantoral y
Farfan (1998; 2000).

V. Quinta Accion Mental del Nivel Cero (AMS-N0). Larepresentacion simbolica de la
magnitud variable identificada cumple una doble funciéon e implica transitar del uso simbolico
de la literal como incégnita (valor numérico generalizado), a utilizar el simbolismo de la literal
para referirse a un objeto matematico que no representa un valor numérico fijo; al contrario,
dicho valor numérico cambia suavemente. Esto constituye un proceso crucial en el desarrollo
del pensamiento algebraico en el alumno, es la formacion del sentido variacional de la literal.
Se trata de una accion mental a la que no se presta la atencion debida en el proceso de ensefianza-
aprendizaje del algebra.

La EDM y la CDE consisten ambas en que el estudiante comprenda dicha doble funcién
de la representacion algebraica, la literal simboliza no solo a la magnitud variable identificada,
sino también representa a todos y cada uno de los (infinitos) valores numéricos, ordenados en
una progresion temporal continua (valores numéricos consecutivos) que toma la magnitud
variable en cada instante del fendmeno. Es decir, se utiliza la representacion simbdlica de la
literal como variable, conceptualizada con su debida connotacion dindmica, no simboliza un
solo valor fijo.

El gran poder de la representacién algebraica, en este caso, consiste en que permite
representar, mediante simbolos simples y convenientes, tanto las magnitudes variables y sus
valores numéricos, como las relaciones que ellas guardan entre si, y particularmente sus
relaciones cuantitativas.

VI. Sexta Accion Mental del Nivel Cero (AM6-N0). Tiene que ver con la
conceptualizacion de la representacion grafica o geométrica de una magnitud constante en la
recta numérica mediante la localizacion de un punto fijo en ella, cuya abscisa corresponda con
el valor numérico de la magnitud constante.

La EDM consiste en el proceso de localizacion del punto A, cuya abscisa corresponde con
el valor numérico de la magnitud constante. La CDE queda determinada por la capacidad del
estudiante para utilizar sus conocimientos previos para construir la recta numeérica e identificar
al inico punto fijo sobre ella que representa adecuadamente a la magnitud constante, lo que
implica comprender las caracteristicas esenciales de dicho punto: a) se trata de un punto fijo,
estatico, inamovible; b) la abscisa de este punto es exactamente igual al valor numérico de la
magnitud constante.

VII. Séptima Acciéon Mental del Nivel Cero (AM7-N0). Tiene que ver con la
conceptualizacion de la representacion grafica o geométrica de una magnitud variable en la recta
numérica, mediante un punto movil sobre ésta.
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La EDM consiste en obtener una imagen dindmica de la variacion de la magnitud variable
que represente a todos y cada uno de los valores numéricos de ésta, y en la cual la abscisa de
dicho punto moévil es igual al valor numérico que toma la magnitud variable en cada momento;
por lo tanto, en cada instante, la ubicacion del punto moévil estd determinado por el valor
numérico que la magnitud variable toma en ese momento. La CDE se determina por la capacidad
del estudiante para apoyarse de forma creativa en la accion mental previa, y proponer una
manera adecuada de representar a la magnitud variable mediante un punto mévil en la recta
numérica, describiendo las caracteristicas esenciales de dicho punto moévil.

VIIL. Octava Accion Mental del Nivel Cero (AM8-N0). La conceptualizacion de la
variacion continua de la magnitud variable en la representacion grafica.

La EDM y CDE consisten ambas en que el punto mévil que representa a la magnitud
variable se desplaza siempre en la recta numérica, sin salirse de ella, sin brincos o saltos,
avanzando de una posicion a la inmediatamente siguiente sin omitir ninguna, de manera suave
y fluida, sin dejar “huecos” en el segmento de recta numérica, entre el valor inicial y el valor
final que dicha magnitud variable toma durante el fendémeno de cambio.

A pesar de lo que hemos estado enfatizando con respecto a la naturaleza continua de los
procesos dinamicos de cambio, en ciertas situaciones del Mundo Real podemos percibir
magnitudes variables que no se ajustan al comportamiento continuo, es decir, no necesariamente
debemos pensar que dicha variable toma todos los valores numéricos posibles, esto es, todos los
numeros reales. Ello depende de la naturaleza de dicha magnitud variable y del proceso en el
que ella interviene. De hecho, se distinguen esencialmente dos tipos de magnitudes variables:
las asi llamadas magnitudes variables continuas, y las magnitudes variables discretas.

Una magnitud variable discreta es aquella que por su naturaleza solo puede tomar valores
numéricos consecutivos “a saltos”, por porciones o “paquetes”’. Habitualmente, el tamano de
dicha “porcion” es igual a la cantidad minima posible que puede existir de dicha magnitud
variable. Por ejemplo, la cantidad de individuos que constituyen a una poblacién dada (bacterias,
peces, conejos, personas) no puede tomar valores numéricos fraccionarios, sino solamente
nimeros naturales, ya que no existen individuos “incompletos”; por ejemplo, no tiene sentido
hablar de “media bacteria”. En el caso de los seres humanos, atn y cuando una persona haya
perdido una parte no vital de su cuerpo, se le contabiliza como una unidad, no como “tres
cuartos” o “cinco sextos” de persona. Igualmente, una sustancia quimica no puede consistir de
un numero fraccionario de moléculas, ya que tampoco existen las “moléculas incompletas”. En
el mundo natural y en la sociedad existen muchos procesos que son de naturaleza discreta. El
modelo matematico apropiado para describir tales procesos es el de las sucesiones numeéricas.

El dominio de una magnitud variable discreta se representa graficamente en la recta
numérica mediante un conjunto de puntos separados y ordenados matemdaticamente. Entre un
punto y el que inmediatamente le sigue hay un “hueco”, de tamafio igual al “salto”, porcioén o
cantidad minima unitaria en que dicha magnitud variable discreta puede cambiar; este hueco
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representa a todos los nimeros reales que hay entre los nimeros correspondientes a las abscisas
de ambos puntos, y que dicha magnitud variable nunca toma.

Figura 8. La representacion grafica del dominio de una magnitud variable discreta.

e s = = ® ® - ==
Fuente: Jiménez (2022)

En cambio, una magnitud variable continua puede tomar todos los valores numéricos
reales consecutivamente sin “saltos”, fluyendo suavemente. El tiempo es el ejemplo mas
familiar, aunque pensemos que varia de segundo en segundo; no olvidemos que se pueden medir
intervalos de tiempo mucho menores que un segundo (por ejemplo, en algunas competencias
deportivas las milésimas de segundo pueden hacer la diferencia entre obtener o no una medalla,
o establecer un nuevo récord). Pero una milésima de segundo tampoco es la menor cantidad de
tiempo posible. Recuérdese el reciente experimento, realizado con el colisionador de hadrones
en el Centro Europeo de Investigaciones Nucleares, en busca del boson de Higgs: dicha particula
fue detectada durante una fraccion de tiempo del orden de juna billonésima de segundo! Aunque
asi nos lo parezca a partir de nuestras limitadas experiencias vitales, el tiempo no es discreto, es
continuo.

El dominio de una magnitud variable continua se representa graficamente en la recta
numeérica mediante un continuo numérico matemdticamente ordenado, esto es, un segmento de
la recta (o bien mediante toda la recta numérica). En este caso, no hay ningin “hueco” (salvo,
ocasionalmente, los puntos extremos): se dice que este continuo numérico es denso (en
oposicion a poroso, que seria el término aplicable a la representacion grafica de las magnitudes
variables discretas).

Figura 9. La representacion grafica del dominio de una magnitud variable continua.

L - -
Fuente: Jiménez (2022)

IX. Novena Accion Mental del Nivel Cero (AM9-N0). Analizar la direccion del
desplazamiento del punto movil en la representacion geométrica o grafica de la magnitud
variable.

La EDM consiste en si el alumno es capaz o no de detectar la direccion en la que ocurre
el cambio de las magnitudes de interés, mediante su representacion grafica con ayuda del punto
movil en la recta numérica, y comprender que su movimiento representa el comportamiento de
la magnitud variable. La CDE se basa en la capacidad del estudiante para comprender que, si el
punto movil se desplaza en direccion positiva, se puede decir que la magnitud variable crece, y
si ocurre en direccion negativa, se infiere que la magnitud variable decrece; si no ocurre ningin
desplazamiento del punto moévil (permanece fijo, sin movimiento), se argumenta que la
magnitud identificada es una constante (esta no presenta variacion ni cambio).

X. Décima Accion Mental del Nivel Cero (AM10-N0). La discriminacion del caracter
del cambio con base en la representacion geométrica de la magnitud variable.

73



Al explorar con ayuda del applet MAGNITUD VARIABLE de GeoGebra la
representacion grafica de las distintas magnitudes variables que intervienen en los procesos de
llenado y vaciado del recipiente conico, ha sido posible detectar algunos grupos de magnitudes
variables cuyo comportamiento variacional es el mismo o, en todo caso, es muy parecido. Por
razones de espacio, tomaremos solamente una de dichas magnitudes variables en cada grupo,
como ejemplo ilustrativo de los distintos comportamientos variacionales que pueden exhibir las
magnitudes variables.

LaEDMy la CDE consiste en si el alumno es capaz o no de detectar, en el desplazamiento
del punto mévil, que la distancia entre los pares de posiciones consecutivas de dicho punto
puede manifestarse de tres maneras: que sea siempre igual, cada vez mayor o cada vez mas
pequena.

Ejemplo de algunos comportamientos variacionales bdasicos en el fendémeno de
llenado/vaciado de un recipiente conico.

a) El volumen V; (en cm?) del liquido durante el llenado del recipiente conico.

Larepresentacion grafica (obtenida mediante el applet ya mencionado) para esta magnitud
variable es la siguiente (Gltima imagen de la animacion dinamica).

Figura 10. Representacion grafica dinamica mediante un punto moévil, en la recta numérica horizontal, del

crecimiento uniforme de una magnitud variable.

-33,9087 347.2924
Fuente: Jiménez (2022)

Como se observa en esta imagen, la magnitud variable aludida se representa, en la recta
numérica horizontal, mediante un punto que se mueve siempre con direccion positiva (esto es,
hacia la derecha) y avanza cada vez lo mismo; en la recta numérica vertical, su representacion
es un punto que también se mueve siempre con direccion positiva (es decir, hacia arriba) y
avanza (“sube”) cada vez lo mismo. En todo momento, la abscisa de dicho punto moévil
corresponde al valor numérico que la magnitud variable toma en ese momento.

Llamaremos a este comportamiento variacional crecimiento uniforme y lo describiremos

mediante la frase la magnitud de interés crece cada vez lo mismo.

b) El 4rea a,, (en cm?) de la superficie no mojada por el liquido durante el vaciado del
recipiente conico.

Larepresentacion grafica (obtenida mediante el applet ya mencionado de GeoGebra) para
esta magnitud variable es la siguiente (ltima imagen de la animacién dindmica).

Figura 11. Representacion grafica dindmica mediante un punto moévil, en la recta numérica horizontal, del
crecimiento acelerado de una magnitud variable.

-17.5258 210.3729
Fuente: Jiménez (2022)
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Como se observa en la imagen, esta magnitud variable se representa, en la recta numérica
horizontal, mediante un punto que se mueve siempre con direccion positiva (hacia la derecha)
y avanza cada vez mas; en la recta numérica vertical, su representacion es un punto que se
mueve siempre con direccion positiva (hacia arriba) y avanza (“sube”) cada vez mas. En todo
momento, la abscisa de dicho punto moévil corresponde al valor numérico que la magnitud
variable toma en ese momento.

Llamaremos a este comportamiento variacional crecimiento acelerado y lo describiremos

mediante la frase la magnitud de interés crece cada vez mas.

¢) El radio r (en cm) de la superficie circular del liquido durante el llenado del recipiente
conico.

Larepresentacion grafica (obtenida mediante el applet ya mencionado de GeoGebra) para
esta magnitud variable es la siguiente (ltima imagen de la animacién dindmica).

Figura 12. Representacion grafica dinamica mediante un punto moévil, en la recta numérica horizontal, del
crecimiento desacelerado o amortiguado de una magnitud variable.

+ + + : H——8—8 8% 4 5 5 4 44565500060 atiaiaiaa
-0.5849 6.4323

Fuente: Jiménez (2022)

Como se observa en la imagen, esta magnitud variable se representa, en la recta numérica
horizontal, mediante un punto que se mueve siempre con direccion positiva (hacia la derecha)
y avanza cada vez menos; en la recta numérica vertical, su representacion es un punto que se
mueve siempre con direccion positiva (hacia arriba) y avanza (“sube”) cada vez menos. En todo
momento, la abscisa de dicho punto moévil corresponde al valor numérico que la magnitud
variable toma en ese momento.

Siguiendo la logica empleada en los dos casos anteriores, llamaremos a este
comportamiento variacional crecimiento desacelerado (o amortiguado), y lo describiremos
mediante la frase la magnitud de interés crece cada vez menos.

Asimismo, en el vaciado de liquido en un recipiente conico se presentan casos similares
pero contrarios al crecimiento, es decir, decrecimiento (uniforme, acelerado y desacelerado).

XI. Undécima Accion Mental del Nivel Cero (AM11-N0). La cuantificacion numérica
del cambio que experimenta la magnitud variable.

La CDE est4 determinada por la capacidad y/o creatividad del estudiante para utilizar sus
conocimientos previos y proponer una manera adecuada para cuantificar el cambio
experimentado por una magnitud variable, mediante una resta (diferencia) de dos de sus valores
numéricos consecutivos en la lista, sefialando el orden en que dicha operacién de sustraccion
debe realizarse. Esta cuantificacion, a diferencia de lo que habitualmente se practica en la
ensefianza bajo otros enfoques, no es puntual sino global (se realiza sobre el listado completo
de valores numéricos) y dindmica (se van tomando de manera progresiva parejas consecutivas
de valores numéricos de la magnitud variable, hasta agotar todas las parejas).
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XII. Duodécima Accion Mental del Nivel Cero (AM12-N0). La determinacion del
caracter y la magnitud del cambio a partir del signo y el valor absoluto de las diferencias.

La EDM y la CDE consiste en si el alumno es capaz o no de realizar el calculo y anélisis
de las diferencias de los valores numéricos consecutivos de la magnitud variable que interviene
en el fendmeno. En esta etapa hay que prestar mucha atencién no solo al tamafio de lo que
cambia, es decir, al valor absoluto de dichas diferencias, sino sobre todo al signo que arroja
dicho calculo, debido a que éste expresa si la magnitud variable crece o decrece.

Todo lo que necesitamos para calcular diferencias entre pares de valores numéricos
consecutivos de una magnitud variable es aritmética simple: una resta de dos niimeros. A pesar
de ello, esta sencilla operacion aritmética nos proporciona una poderosa herramienta para
entender y describir matematicamente el comportamiento de las magnitudes variables. E/
comportamiento de las diferencias entre pares consecutivos de valores numéricos de una
magnitud variable nos informa de manera clara sobre el comportamiento variacional de dicha
magnitud. A dichas diferencias también se les denomina cambios absolutos de la magnitud
variable. No confundir este concepto con el de valor absoluto. Veamos el proceso de calculo de
los cambios absolutos de una magnitud variable con mas detalle, usando como ilustracion los
tres ejemplos que analizamos en la accion mental previa. Por razones de espacio, no se incluyen
todos los valores numéricos (hayan sido éstos medidos o calculados) de las respectivas
magnitudes variables.

Ejemplo 1. Crecimiento uniforme: la magnitud de interés crece cada vez lo mismo. El
volumen V del liquido durante el llenado del recipiente conico (en cm?).

| Volumen V;, cm? [ 0.0933 [ 8.773 [ 17.4533 | 26.1333 | 34.8132 [ 434932 [ - |
o o

Cambios absolutos consecutivos del volumen del liquido (en cm3):

8.773 — 0.0933 = 8.679978 Aumenté 8.679978
17.4533 — 8.773 = 8.679978 Aumenté 8.679978
26.1333 — 17.4533 = 8.679975 Aumenté 8.679978

34.8132 — 26.1333 = 8.679978 Aumenté 8.679978
43.4932 — 34.8132 = 8.679978 Etc. ...

Como podemos apreciar, al parecer fodos los cambios absolutos del volumen del liquido
son positivos e iguales entre si (la unica diferencia apreciable entre ellos es del orden de las
millonésimas de centimetro cubico, que, desde el punto de vista practico, es despreciable).

Ejemplo 2. Crecimiento acelerado: 1a magnitud de interés crece cada vez mas. El area an

de la superficie no mojada por el liquido durante el vaciado del recipiente conico (en cm?).
|Areaa, cm?  [24742[6.0078 [95719 [13.1676 [ 16.7961 | 204587 | -
A _ p— - A

Cambios absolutos consecutivos del area de la superficie no mojada (en cm?):
6.0078 — 2.4742 = 3.53353 Aument6 3.53353
9.5719 — 6.0078 = 3.56409  Aumenté 3.56409
13.1676 —9.5719 = 3.595736  Aumentd 3.595736
16.7961 — 13.1676 = 3.628536  Aumenté 3.628536
20.4587 — 16.7961 = 3.662568 Etc. ...
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Ahora podemos apreciar que, al parecer, fodos los cambios absolutos del area de la
superficie no mojada por el liquido son positivos y van aumentando.

Ejemplo 3. Crecimiento desacelerado: la magnitud de interés crece cada vez menos. El
radio r de la superficie circular del liquido durante el llenado del recipiente conico (en cm).

| Radio r, cm [ 04151 1.8873 [ 2.3737 [2.7156 2988 [3.2181 | -]
\— L AN L -
Cambios absolutos consecutivos del radio de la superficie circular (en cm):
1.8873 — 0.4151 = 1.472267 Aument6 1.472267
2.3737 — 1.8873 = 0.48634 Aumenté 0.48634
2.7156 — 2.3737 = 0.341892  Aument6 0.341892
2.988 — 2.7156 = 0.272414 Aumenté 0.272414
3.2181 — 2.988 = 0.23015 Etc. ...

En este caso, podemos apreciar que todos los cambios absolutos del radio de la superficie
circular del liquido al parecer son positivos y van disminuyendo.

Asimismo, en el caso del vaciado de liquido en un recipiente cénico se presentan tres
casos similares pero contrarios al crecimiento, es decir, decrecimiento (uniforme, acelerado y
desacelerado.

XIII. Décimo Tercera Accion Mental del Nivel Cero (AM13-N0). La discriminacidén
fina de los tipos elementales de variacion a partir del empleo repetido del célculo de diferencias.

La EDM consiste en la aplicacion repetida del célculo de diferencias entre pares de valores
numéricos consecutivos de la magnitud variable. La CDE se refleja por la capacidad y/o
creatividad del estudiante para utilizar sus conocimientos y acciones mentales previamente
asimiladas, y proponer el calculo recurrente (por segunda vez, por tercera vez, etc.) de las
diferencias entre pares de valores numéricos consecutivos de la magnitud variable, como
herramienta para explorar e investigar, dentro de cada tipo elemental de comportamiento
variacional, las subclases posibles (teéricamente), y determinar el comportamiento de la
magnitud variable (creciente o decreciente) como: uniforme, acelerado y/o desacelerado.

[lustremos la utilidad de estas dos herramientas matematicas, las primeras y segundas
diferencias o cambios absolutos, para analizar con mas profundidad el comportamiento
variacional de una magnitud variable. Para este analisis utilizaremos como ejemplo tanto las
magnitudes variables que previamente hemos estado considerando, y que intervienen en los
procesos de llenado y vaciado de un recipiente conico, como el caso de algunas magnitudes
variables hipotéticas.

a) El caso del crecimiento uniforme: la magnitud de interés crece cada vez lo mismo.

Si una magnitud variable crece uniformemente, todos los valores de las primeras
diferencias entre pares de valores numéricos consecutivos de dicha magnitud variable son
iguales a cierta constante numérica positiva, y todos los valores numéricos de sus segundas
diferencias son iguales a cero. Reciprocamente, si todos los valores de las primeras diferencias
entre pares de valores numéricos consecutivos de cierta magnitud variable son iguales a una
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constante numérica positiva, y todos los valores numéricos de sus segundas diferencias son
iguales a cero, entonces dicha magnitud variable crece uniformemente.

b) El caso del crecimiento acelerado: la magnitud de interés crece cada vez mas.

Si una magnitud variable crece aceleradamente, todos los valores numéricos de las
primeras diferencias entre pares de valores consecutivos de dicha magnitud variable son
positivos 'y ademas crecen, ya sea de manera uniforme, acelerada o desacelerada. En
consecuencia, los valores numéricos de las segundas diferencias o cambios absolutos de esta
magnitud variable son todos estrictamente positivos. Reciprocamente, si todos los valores
numéricos de las primeras diferencias o cambios absolutos entre pares de valores consecutivos
decierta magnitud variable son positivos y crecen (sin importar como lo hagan, ya sea de manera
uniforme, acelerada o desacelerada), y por ende todos los valores numéricos de sus segundas
diferencias o segundos cambios absolutos son positivos, entonces dicha magnitud variable crece
aceleradamente.

¢) El caso del decrecimiento desacelerado: 1a magnitud de interés decrece cada vez menos.

Siuna magnitud variable decrece desaceleradamente, todos los valores numéricos de las
primeras diferencias entre pares de valores consecutivos de dicha magnitud variable son
negativos 'y ademds crecen, ya sea de manera uniforme, acelerada o desacelerada. En
consecuencia, los valores numéricos de las segundas diferencias o cambios absolutos de esta
magnitud variable son todos estrictamente positivos. Reciprocamente, si todos los valores
numéricos de las primeras diferencias o cambios absolutos entre pares de valores consecutivos
de cierta magnitud variable son negativos y crecen (sin importar como lo hagan, ya sea de
manera uniforme, acelerada o desacelerada), y por ende todos los valores numéricos de sus
segundas diferencias o segundos cambios absolutos son positivos, entonces dicha magnitud
variable decrece desaceleradamente.

Aclaramos que, aunque sin duda se trata de una accion mental importante para el
desarrollo del pensamiento variacional, el establecimiento de relaciones (cualitativas, y sobre
todo cuantitativas) entre las magnitudes variables, constantes y pardmetros percibidas que
intervienen en el fendmeno, no se incluye en el marco conceptual del Nivel Cero, dado que
dichas ideas estan directamente relacionadas con el concepto de covariacion entre magnitudes
variables, es decir, con el razonamiento covariacional.

6.2 Discusion

La investigacién educativa parece asumir como un hecho incuestionable y obvio que el
razonamiento variacional es simple, natural y espontaneo, y que no deberiamos preocuparnos
por su desarrollo. Sin embargo, al realizar el esfuerzo de identificar, describir y caracterizar de
forma preliminar las acciones mentales del trabajo matematico requerido en el analisis de una
sola magnitud variable (aislada de las demas) percibida en un fenomeno de cambio en progreso,
nos percatamos con asombro de dos hallazgos significativos: a) existe -al menos teodricamente-
un namero considerable de acciones mentales del Nivel Cero (trece hasta el momento), y b)
estas acciones mentales no son elementales, sino que como lo hemos mostrado aqui, presentan
cierto grado de abstraccion y complejidad matematica.
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Los hallazgos presentados con anterioridad permiten adentrarse en la reflexion sobre
porqué a la mayoria de los estudiantes no les resulta facil empezar a trabajar directamente a
nivel covariacional, puesto que en dicho trabajo matematico experimentan una serie de
dificultadesy obstaculos cognitivos, referenciados en varios articulos de investigacion en el area
de Matematica Educativa(Lopez y Sosa, 2008; [maz y Moreno, 2010; Dolores y Salgado, 2009,
Carlson y Oehrtman, 2005). Por lo tanto, consideramos que la causa principal consiste en la
omision curricular y didactica del Nivel Cero del pensamiento variacional, dado que esta etapa
inicial es crucial en la construccion de ideas variacionales, acciones mentales e imagenes
dinamicas esenciales para el desarrollo de este tipo de pensamiento.

Las dificultades que presentan los estudiantes al trabajar con fenomenos covariacionales
se manifiestan a partir de que no tienen formadas y desarrolladas las acciones mentales que se
requieren para comprender las ideas matematicas de la covariacion, y es casi imposible poder
desarrollarlas en dicho escenario matematico, dado que éste les exige a los alumnos poseer estas
imagenes dinamicas y acciones mentales para cada una de las magnitudes variables y poner en
juego la coordinacion; por ejemplo, la representacion numérica como representacion tabular, la
algebraica mediante la notacion de funciones, y la grafica en el plano cartesiano. Sin embargo,
como los alumnos no tienen formadas adecuadamente dichas acciones mentales, les es dificil
realizar tal coordinacion de ambas magnitudes variables de forma simultanea.

Por ultimo, consideramos que el marco conceptual propuesto exhibe una problematica
identificada por atender, a la que hasta el momento no se le ha prestado la atencién debida.
Ciertamente, en el curriculo escolar estd contemplado el estudio de la recta numérica, pero
lamentablemente no desde el punto de vista variacional, para desarrollar en ella iméagenes
graficas dindmicas asociadas a los distintos comportamientos variacionales elementales, o a
desarrollar y utilizar herramientas matematicas que permitan a los estudiantes profundizar en el
andlisis del comportamiento de las magnitudes variables.

Se considera que el marco conceptual propuesto funciona como pauta y guia para el disefio
de actividades didacticas sobre fenomenos de cambio en progreso, que se propondran a los
estudiantes de educacion secundaria como primer acercamiento al desarrollo de este tipo de
pensamiento matematico.
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CAPITULO 7. CRONOGRAMA

ACTIVIDADES - SEMESTRE I [II|HOI[IV|V]|VI|VII| VI
Antecedentes — Estado del arte
Problematica y objetivos del proyecto
Caracteristicas de la propuesta didactica
Marco tedrico — Marco metodologico
Disefo de actividades y recursos didacticos —
Pilotaje preliminar
Revision y/o mejora del disefio didactico —
Implementacion de intervencion didéctica
Analisis de resultados y hallazgos —
Perfeccionamiento del disefio didactico
Redaccion del documento de tesis
Publicacion de articulo en revista con arbitraje
Estancia académica
Publicacion en memorias en evento internacional
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