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Joven estudiante:

Hoy Sonora es mas fuerte. Y una de sus principales fortalezas es, precisamente
la ensenanza.

Gracias a tu esfuerzo, junto al de tus padres y maestros, nuestros alumnos y estudian-
tes son ahora primer lugar nacional de educacion por tercer afio consecutivo.

Este logro nos enorgullece a todos y es el ejemplo mas noble de lo que resulta
cuando todos trabajamos unidos, de comun acuerdo.

Quiero decirte que Sonora seguird depositando inversion, recursos y esfuerzos
a la educacion: nuevas preparatorias y universidades, asi como la apertura del

Centro Regional de Formacién Docente e Investigacion Educativa ya son una
realidad.

Una realidad que nos impulsa en el camino de mayor certeza y futuro, el de tu
educacion.

Sigue adelante en tus estudios. Puedes estar seguro que nosotros, desde el
Gobierno de Sonora, redoblaremos esfuerzos a favor de una mejor ensefianza
para todos.

Guillermo Padrés Elias
GOBERNADOR DE SONORA
2009 - 2015

L | AUSTERIDAD, TRANSPARENCIA
& | Y BUEN GOBIERNO




Presentocion

ctualmente, el cuenta con un modelo curricular basado

en el desarrollo de competencias. Sobre el significado de la palabra competencia existen diferentes

versiones y formas de referirse al término, pero en general, se establece que se trata de la conjuncion
de actitudes, habilidades y conocimientos desarrollados por una persona, que lo capacitan para enfrentar
y resolver problemas, particularmente problemas no escolares.

De esta manera, en la escuela se pone énfasis no sélo en los conocimientos que un estudiante pueda
construir, sino fundamentalmente en su capacidad para aplicarlos en la resoluciéon de problemas cotidianos
en diferentes ambitos, que en el modelo curricular se traducen en el desarrollo de

Yy

El presente médulo de aprendizaje Matematicas Ill, que el Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora
pone a tu disposicién, contiene los temas basicos de la Geametrin Awolitica plana, que deberan ayudarte
a desarrollar competencias disciplinares propias de la matematica, como las competencias para manejar
datos numéricos, para interpretar informacion, para modelar matematicamente situaciones propias de
otros campos del conocimiento y de competencias genéricas aplicables a la vida diaria en general. A
continuacioén se describe el objeto de estudio de la Geswetra Awvolitica, las recomendaciones para usar el
Modulo y brevemente su contenido:

1. La Geometria Analitica

Cuando René Descartes y Pierre de Fermat publicaron sus primeros
resultados de lo que hoy se conoce COmMO Ceswetrn  Awaltica, a
mediados del siglo XVII, la Geometrfa Euclidiana, tenia ya mas de 20
siglos de desarrollo. Las primeras contribuciones se deben posiblemente
a Tales de Mileto (Siglo VI a. de C.), alcanzando su esplendor alrededor
%_____‘_ del Siglo lll a. C. con los trabajos de Euclides de Alejandria, Arquimedes

COMPERBLILM MUSICE. de Siracusa y Apolonio de Perga, por mencionar apenas algunos.
i p Sl

Sin embargo, a mediados del Siglo XVII, los adelantos en Geometria
contrastaban con lo que se habfa logrado en Algebra, Francois Vieta
. - apenas habia publicado sus reglas para operar con simbolos algebraicos
Sibiki) Koo s a finales del siglo XIV.

VARIA OFERA
Puede decirse entonces que la Geswetra Avelitica fue inventadainmediatamente MATHEMATICA

después de que se conto con los dos ingredientes indispensables requeridos: 1 s e PR AT

la Geometria y el Algebra. SENATORIS TOLOSANL
Aecelaws itz qudin sjaiden Egilal

En tu primer curso de matematicas estudiaste y aplicaste los conceptos basicos E’-M‘Lj:ﬂ:fﬁﬁﬂlmu

del Algebra 'y gran parte de tu segundo curso, estuvo dedicado al estudio de la

Geometria, conocida también como Geometria Euclidiana. En el presente curso,

resolveras problemas geométricos, usando el algebra como herramienta.

El sistema cartesiano de coordenadas, que también conociste ya en otros cursos,
serd usado para representar situaciones y objetos geométricos y también para
obtener representaciones algebraicas de esos mismos objetos.

—
Vil

TOLOS E,
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La Cesmetra  Awlitica permite resolver los problemas geométricos con métodos distintos a los de la
geometria euclidiana, con los que tuviste contacto el semestre pasado.

Veamos un ejemplo.
Dado el triangulo ABC, se nos pide encontrar la mediana del triangulo que pasa por el vértice A.

En geometria euclidiana, “encontrar” la mediana quiere decir usualmente trazarla con reglay compés. Para
trazarla necesitamos dos puntos, de los cuales ya tenemos el vértice A.

Para obtener el otro punto, trazamos con regla y compéas un punto M, que sea el punto medio del lado
BC. Luego trazamos la recta k que pase por los puntos A y M. Con frecuencia el problema incluye la
demostraciéon de que los trazos son correctos, es decir, que se ha trazado lo que se queria. Ver Figurai.

A

K C

En cambio en Cesnetrin Awolitica este problema se resuelve de manera muy diferente. Lo primero es
que el triangulo “dado” no ha sido previamente trazado, como sucede en Geometria Euclidiana, aqui
“dado” significa que han sido dadas las coordenadas de sus vértices. El punto M no se busca entonces
mediante trazos con regla y compas, simplemente se supone que existe y tiene coordenadas (x,y). Asi el
punto M quedara completamente determinado una vez que estas coordenadas sean encontradas. Pero
la Gesmetrn Awolitica ha desarrollado herramientas algebraicas que permiten determinar las coordenadas
del punto medio del segmento BC. Por ejemplo, las coordenadas de M pueden calcularse usando las

formulas y = *17%2

yy = yl;yz , vélidas para cualesquiera dos puntos B(x,, y,) y C(x,, y,). Se determina

asf que el punto M tiene coordenadas (4,2) y luego se determina la recta que pasa por los puntos Ay M.
Pero determinarla significa ahora encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos Ay B, la cual
resulta ser 3x +y = I4.

Vemos entonces que la respuesta al problema también es muy diferente a la recta trazada con la regla y
el compas. Esta respuesta tiene algunas ventajas sobre una recta trazada sobre el papel; nos permite, por
ejemplo verificar rapidamente que el punto R(1, 10) no pertenece a la recta, puesto que 3 (1) + (10) # 14, 0
bien que el punto S(10, - 16) si esta sobre la recta, puesto que 3 (10) + (-16) = 14.




Preseniocion

Como esperamos haber ilustrado con el ejemplo, la Geswetro Awelitica €s una rama de la matematica con
las caracteristicas siguientes:

1. Recurre al método de andlisis, que consiste en suponer que un problema ha sido resuelto, para
desprender consecuencias de este supuesto. En el ejemplo mostrado aqui, este método se aplica al
suponer que el punto M existe y solo resta calcular sus coordenadas.

2. Mediante un sistema de coordenadas, aprovecha la visualizacion de la Geometria y la potencia del
algebra, para resolver problemas geométricos y visualizar problemas algebraicos.

3. Eneste sistema de coordenadas, un punto del plano queda completamente determinado por sus dos
coordenadas, y ciertas curvas pueden determinarse completamente por una ecuacion algebraica en
las variables x y y.

4. Sitenemos una curva graficada en el sistema de coordenadas cartesianas y también la ecuacién que
la representa algebraicamente, entonces las propiedades de la curva pueden investigarse usando la
ecuacion y por otra parte, las caracteristicas de la ecuaciéon pueden explicarse con base en la curva
graficada.

2. RECOMENDACIONES PARA USAR EL MODULO

A pesar de que la Geswmetria Awlitice, €S Una rama de las mateméticas eminentemente tedrica, y su
aprendizaje esta necesariamente ligado al desarrollo de competencias disciplinares, el presente médulo de
aprendizaje también debera ayudarte a desarrollar competencias genéricas, por ejemplo para comunicar,
para el manejo de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC), para el disefio de estrategias
de solucion a un problema y para la seleccion de la que se considere mejor 0 mas adecuada, y otras
competencias mas que no se restringen al tratamiento y estudio de las matematicas.

Es muy importante entonces que trabajes con este médulo de aprendizaje de Matematicas Il atendiendo a
las indicaciones del mismo 'y de tu profesora o profesor, trabajando en ocasiones de forma individual, otras
en pequenos equipos y en otras en discusiones grupales. Cada una de esas dinamicas tiene propositos
establecidos relacionados con el desarrollo de competencias y trascienden a las versiones que centran
la ensefanza en la construccion de conocimiento matematico, como si eso fuera lo Unico importante.
Para el desarrollo de este trabajo, el mddulo esta organizado en cinco bloques que contienen una o mas
secuencias didacticas cuya estructura es la siguiente:

Actividades de Inicio: En esta parte se presentan problemas o situaciones seleccionados con el propdésito
de rescatar los conocimientos, actitudes y habilidades que se requieren para el nuevo conocimiento a
estudiar. También pueden incluirse situaciones o problemas que se espera puedas resolver al final de la
secuencia o del blogue.

Actividades de Desarrollo: En éstas se presentan situaciones o problemas que te conduciran a construir
nuevos conocimientos y desarrollar nuevas habilidades, en concordancia con la temética central del bloque.

Actividades de Cierre: En esta etapa se hace un recuento de lo aprendido en las actividades anteriores y
se enuncian los conocimientos matematicos que previamente has usado para la resolucion de problemas
de la secuencia.
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Al final de cada blogue se presentan dos secciones mas. La primera de ellas es una Seccion de problemas
que pueden servir para ejercitar lo aprendido en el bloque y, en ciertos casos, para usar creativamente lo
que has aprendido en problemas novedosos.

Se incluye también una serie de problemas y de preguntas para la reflexion individual, en una seccion
denominada Autoevaluacion.

Para que esta seccion sea de utilidad es necesario que la respondas individualmente, ubiques bien lo que
ya aprendiste adecuadamente y sefales las dudas y dificultades que aln se presentan en tu aprendizaje.
La autoevaluacion soélo sera de utilidad si la contestas con honestidad y planteas tus dudas y dificultades
a tus companeros de clase y, principalmente a tu profesor o profesora. Es conveniente que antes de
cualquier proceso formal de evaluacion, compartas con tus profesores las reflexiones de la autoevaluacion.

3. EL CONTENIDO DEL MODULO

En el BLoaue 1 se introducen los conceptos basicos de la Geswatrin Awalitica, las primeras actividades estan
planeadas para que te familiarices con el plano cartesiano y con los conceptos de distancia entre dos
puntos, razén en la que un punto divide a un segmento y las primeras nociones sobre lugares geométricos.

El BLoaue 2 estd dedicado a la linea recta, para estudiarla se discute la forma que adquieren
en CGeawetrc Awolitica algunos conceptos ya estudiados en cursos anteriores, tales conceptos son los de
colinealidad entre puntos y pendiente, éste ultimo como medida de la inclinacion de un segmento o de
una recta. Posteriormente se aborda la recta como lugar geométrico en el plano cartesiano y las diversas
formas que puede darse a la ecuacion de una recta, dependiendo del uso que se le pretenda dar. El bloque
concluye con los conceptos de paralelismo y perpendicularidad entre rectas.

En los BLoaues 3, 4 vy 5 se desarrollan los resultados béasicos sobre tres de las curvas conocidas como
conicas, a saber la circunferencia, la elipse y la parabola. En todos los casos las curvas se introducen a
partir de ejercicios de reconocimiento visual de estas conicas, posponiendo hasta el final de cada Bloque
las definiciones formales.

Cada vez que se ha considerado necesario, se han construido Applets elaborados en GeoGebra, que

podran usarse como apoyo para el estudio y la discusion de los conceptos bajo estudio, el uso de estos
Applets es particularmente importante en los tres Ultimos bloques.

Los Autores

Xi




Estructura Metodologi

Secuencia

Biddctica 1

Stemis ce. cosrdevodos

Trayectoria de huracanes

Y. Durante las temporadas de huracanes, s frecuente encontrar en la
prensa 6n grafica g I I sobre la evolucion
y trayectoria de estos fenomenos meteorologicos. La gréfica siguiente
corresponde a la posicion del huracan Katrina’ que golped las costas de
Estados Urnidos en el afio 2005. Este huracén ha sido considerado uno de
los mas potentes y destructivos en la historia de ese pais, y causd grandes
pérdidas humanas y materiales. En la gréfica se observa que el domingo 28 de agosto a las 4:00 PM,
el centro del huracan (pequerio circulo color naranja con centro negro) se encuentra a 26 9N y a 89.0W.
s se refieren a la graduacion horizontal y vertical mostrada en el mapa y significan
atitud Norte (graduacion vertical) y Longitud Oeste (graduacion horizontal). Aunque
Qesponden a circunferencias trazadas sobre planos
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Sitios Web  recomendados 0 confiables que
puedes consultar por tu cuenta via internet para
qQue puedas ampliar tus conocimientos.

Enl presentaron

coordenadas del Ajedrez. Investiga sobre ofro sistema de coordenadas que
se use con fines précticos y describelo aqui

2. Grafica en un plano cay

0 los vértices P Q'y R de un tridngulo isosceles.

Grafica un punto P en un plano cartesiano. Grafica dos puntos Ry S, de tal
modo que la distancia de P a R, sea el triple que la distancia de P a S

IS

Grafica dos puntos Py Q en el plar
Ry S, de tal manera que los tridngulos

Luego grafica dos puntos
S tengan la misma area.

i

Grafica un rombo, cuyos vértices estén sobre los ejes cartesianos. Calcula el
area del rombo.

>

Grafica los vértices R Q, Ry S de un trapecio isésceles. Calcula el drea del
trapecio trazado.

trazado la bisectr 4
por los efes coordenados. Si Q es el punto que restilta de la reflexion de P
con respecto a esta recta. Grafica Q y escribe sus coordenadas.
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En la p4gina Web del Congreso del Estado de Sonora aparece, entre otras la Le
de Ingresos del Estado. En ella, en el Articulo 212 G-7 encontramos una tabla qu
indica la manera en como se realiza el calculo de la depreciacin de un automovil

T h

a) Asigna tres valores hipotéticos a los precios de factura de tres diferentes tipos
y modelos de automovi, para que calcules en cada caso cudl es el valor de
es0s vehiculos en 2013

b) Si un automovil es modelo 2005 y su valor en 2013 es de $ 485,000.00, écudl
fue su valor original?

lemos un vehiculo modelo 2006, con valor actual de $ 514,500.00,
io de factura?

Sirve para ejercitar 1o aprendido en el blogue y, en
ciertos casos, para usar creativamente lo que has
aprendido, en problemas novedosos.

Auteevaluacion
D
| o
"
Y

Wy

Serie de problemas y preguntas para la reflexion
individual, es necesario que la respondas
individualmente, con honestidad y plantear tus

dudas y dificultades a tu profesor o profesora y
comparieros de clase.

X



COMPETENCIAS

Q

COMPETENCIAS A DESARROLLAR

1. Se conoce y valora asi mismo y aborda problemas y

retos teniendo en cuenta los objetivos que persigue.

2. Es sensible al arte y participa en la apreciacion e
BLOQUE 1 interpretacion de sus expresiones en distintos géneros.

3. Elige y practica estilos de vida saludables.

BLOQUE e 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en

distintos contextos mediante la utilizacion de medios,

codigos y herramientas apropiados.
BLOQUE 3
5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones
a problemas a partir de métodos establecidos.
BLOQUE
6. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y

relevancia general, considerando otros puntos de vista

BLOQUE 5 de manera critica y reflexiva.
7. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo
de la vida.

8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos
diversos.

9. Participa con una conciencia civica y ética en la vida de

su comunidad, regién, México y el mundo.

10. Mantiene una actitud respetuosa hacia la intercultu-
ralidad y la diversidad de creencias, valores, ideas y
practicas sociales.

11. Contribuye al desarrollo sustentable de manera
critica, con acciones responsables.
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COMPETENCIAS

e ) % o

COMPETENCIAS A DESARROLLAR

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la
aplicacion de procedimientos aritméticos, algebraicos,
geomeétricos y variacionales, para la comprension vy
analisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando
diferentes enfoques.

B“OQUE e 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante

procedimientos y los contrasta con modelos
establecidos o situaciones reales.

BLOQUE 3

4. Argumenta la solucion obtenida de un problema, con
métodos numeéricos, graficos, analiticos o variacionales
mediante el lenguaje verbal, mateméatico y el uso de la
tecnologia de la informacion y la comunicacion.

5. Analiza las relaciones entre dos o mas variables de un

proceso social o natural para determinar o estimar su
comportamiento.

6. Cuantifica, representa y contrasta experimental o
matematicamente las magnitudes del espacio y de las
propiedades fisicas de los objetos que los rodean.

7. Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el

estudio de un proceso o fenémeno, y argumenta su
pertinencia.

8. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos
con simbolos matematicos y cientfficos.
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BLOQUE 1

Resuelve problemas de...

QaMr(a Awalttica

INTRODUCCION:

En los cursos de Mateméticas |y Il, has estudiado diferentes topicos de algebray gesmetro.
En este curso te introduciras a una rama de la Matematica que esta dedicada a estudiar objetos
geométricos, pero con herramientas algebraicas.

En el presente BLoQUE se desarrollan los elementos preliminares de la Geswetro Avalitica.
Aunque ya has tenido oportunidad de trabajar con el plano cartesiano desde tus estudios de
secundaria, iniciamos comparandolo con algunos sistemas de coordenadas que han sido
disenados para aplicarse directamente a problemas de la vida cotidiana. Algunos conceptos de
la geometria euclidiana se enriquecen y se multiplican en el plano cartesiano, este es el caso de
la introduccion de segmentos dirigidos, pero también el estudio de curvas que no estan incluidas
en los cursos de geometria elemental.

El propodsito de este BLoQUE es que analices algunas caracteristicas del plano cartesiano, a
través de la graficacion y la interpretacion de los objetos geométricos bajo estudio. Posteriormente
se abordan algunos conceptos basicos, como el de distancia, razén en la que un punto divide a
un segmento y la nociéon de lugar geométrico.

A lo largo del BLoQUE se te estaran proponiendo actividades, orientadas hacia los conceptos
mencionados, y a partir de la discusion con tus comparieros y con el profesor podras pulirlos y
aplicarlos. Es muy importante que propongas a tu equipo, al grupo y al profesor todas las dudas
o ideas que se te ocurran durante el desarrollo de las actividades.

El BLoQUE estéa disefiado para crear un ambiente de aprendizaje colaborativo que promueva la
comunicacion en el salén de clase y el intercambio de reflexiones entre los estudiantes.

Bosquejo historico

the geomerry of

Lo que hoy conocemos como CGesmetrin Awelitica €s unarama de la
matematica fundada principalmente por René Descartes (1596-1650)
y Pierre de Fermat (1601-1665). A partir de los avance logrados por
Francois Vieta (1540-1603), estos dos matemaéticos, trabajando cada
uno por su cuenta, pusieron las bases de un nuevo método que usa
el algebra para estudiar la geometria y viceversa. Una parte crucial de

iy . ) RBI'IB' Descartes
la Gesmetra Awndlitica es la construccion de un sistema de referencia et et o o it e

en el plano euclidiano, que permite identificar cada punto del plano
con una pareja de nimeros y cada pareja de nimeros con un punto
del plano.

Matemaéaticas 3 Tiempo asignado: 10 horas



Sctemos de. coordevndos

Trayectoria de huracanes

prensa informacion grafica que advierte a la poblacion civil sobre la evolucion
y trayectoria de estos fenomenos meteorologicos. La gréfica siguiente
corresponde a la posiciéon del huracan Katrina' que golped las costas de
Estados Unidos en el afio 2005. Este huracan ha sido considerado uno de
los més potentes y destructivos en la historia de ese pais, y causé grandes
pérdidas humanas y materiales. En la grafica se observa que el domingo 28 de agosto a las 4:00 PM,
el centro del huracan (pequeno circulo color naranja con centro negro) se encuentra a 26.9N y a 89.0W.
Estos Ultimos datos se refieren a la graduacion horizontal y vertical mostrada en el mapa y significan
respectivamente: Latitud Norte (graduacién vertical) y Longitud Oeste (graduaciéon horizontal). Aunque
las lineas parecen rectas, en realidad no lo son, corresponden a circunferencias trazadas sobre planos
paralelos o perpendiculares al plano del ecuador.

S ’ & Durante las temporadas de huracanes, es frecuente encontrar en la
Actiidod: | P
1 In (

Acrtiv

Miles )

NWS TPC/National Hurricane Center
Advisory 24
Current Center Location 26.9 N 89.0 W
Max Sustained Wind 165 mph
Current Movement MW at 13 mph
@ Current Center Location
@ Forecast Center Positions
H Sustained wind > 73 mph
S Sustained wind 39-73 mph
D Sustained wind < 33 mph
.. Potential Day 1-3 Track Area
B Hurricane Warning
© Hurricane Watch

mmm Tropical Storm Warning

' La gréfica corresponde al Cuadro No. 21, tomada de http://www.nhc.noaa.gov/archive/2005/KATRINA _ graphics.shtml
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1. Usa las graduaciones horizontales y verticales del mapa para describir la posicién
posible del centro del huracan el lunes, martes y miércoles a la 1:00 PM.

2. Usa la escala del mapa para estimar la distancia posible que recorrera el huracan
entre la 1:00 PM del lunes y la 1:00 PM del martes, luego haz lo mismo con la
distancia que recorrera entre la 1:00 PM del martes y la 1:00 PM del miércoles.

a) ¢Cual de las dos distancias es mayor?

b) ¢Por qué en periodos de tiempo iguales, el huracan avanzara mas, en un periodo
que en el otro?

Activdod: L

ws - Actividad de Equipo

ady

Una leyenda sobre el ajedrez

j Se dice que un joven llamado Sessa acudid ante un Rey Indio a mostrarle el juego
de ajedrez, el juego gustoé tanto al Rey que pidié al joven escoger como premio, el regalo
que se le antojara. Sessa le pidié entonces, que simplemente le diera un grano de trigo
por el primer cuadro, dos granos por el segundo, cuatro por el tercero, 8 por el cuarto y asf
sucesivamente, doblando la cantidad cada vez, hasta acabar los 64 cuadros que hay en el
tablero de ajedrez.

Pero el Rey estaba versado en mateméaticas y rapidamente se dio cuenta que la peticién no
era tan inocente como parecia, pues tan solo por el Ultimo cuadro tendria que otorgar un
numero de granos igual a 2% y que tan solo esta cantidad de granos era tan grande que era
imposible reunirla.

El Rey respondi6 a Sessa, que el juego le habia gustado tanto que le darfa lo que estaba
pidiendo, pero que lo harfa pensando en un tablero que tuviera, en lugar de 8 cuadros por
lado, un ndmero infinito de cuadros por cada lado. La cantidad de granos que te estoy
ofreciendo, dijo el Rey puede calcularse ast:
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Si A es la cantidad de granos que debo darte, entonces:

A=T1+2+24 24242+ 2+, '

Luego :

A=T+2(A+2+ 22+ 2+ 2+ 2+ 2+ 27 +.. )
A=1+24

A=-1

Entonces me debes un grano de trigo, dijo el Rey, déjaselo al guardia cuando salgas?.

1. ¢Consideras que el Rey hizo trampa al calcular el niUmero de granos de trigo que debia
de entregar?

2. LPuedes explicar en qué consistié la trampa del Rey?

El juego de ajedrez

El ajedrez se juega sobre un tablero cuadriculado que tiene ocho cuadros por lado, alternando
cuadros negros y blancos, cada contrincante cuenta con 16 piezas de 6 tipos diferentes,
estas piezas se acomodan inicialmente como se muestra en la figura siguiente:

EQovwddaE
4112112111

o

-

INABY A BY A BN
ALY DRLAE

C

> |[6 [0

Un contrincante juega con piezas blancas y el otro con negras, el que juega con blancas
empieza la partida.

2 Esta version de la historia ha sido resumida de “Las cifras. Historia de una invencién”, (Alianza Editorial. Madrid, 1987).
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Las letras y los nUmeros escritos en los bordes del tablero permiten ubicar cada una de las
casillas de manera precisa. Por ejemplo, antes de iniciar una partida, uno de los caballos
blancos estéa en b1, mientras que uno de los alfiles negros esté en la casilla 8.

En las figuras siguientes se ilustran los movimientos de cada una de las diferentes piezas, la
pieza que se muestra en negro, no indica que se trata de una pieza negra, sélo indica que a
partir de esa casilla la pieza podria moverse a cualquiera de las casillas en las que hay una
pieza blanca.

Caballo

Tomemos el ejemplo del Caballo, la figura indica que si esté en la casilla d5, podria moverse
a cualquiera de las casillas: c3, b4, b6, c7, e7, f6, f4 0 €3. Esta notacién que usa letras para
denotar las columnas y nUmeros para denotar las filas se conoce como notacion algebraica.

1. Escriba en notacion algebraica la casilla en donde aparece la torre en negro.

a) Haz unalista con las casillas a las que puede moverse la Torre, incluyendo la casilla
en la que se encuentra.
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b) Analiza la lista de casillas escritas en el inciso anterior, observa las caracteristicas
comunes de las casillas y describe la lista con tus propias palabras.

2. Escriba en notacion algebraica la casilla en donde aparece el Alfil en negro.

a) Haz una lista con las casillas a las que puede moverse el Alfil, incluyendo la casilla
en la que se encuentra.

b) Analiza la lista de casillas escritas en el inciso anterior, observa las caracteristicas
comunes de las casillas y describe la lista con tus propias palabras.
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ACthAQA A A Los sistemas de coordenadas revisados en las dos
; primeras actividades fueron disefados para localizar
objetos sobre superficies reales, en el primer caso estos
objetos son puntos sobre la superficie terrestre y en el
segundo caso son casillas del Tablero de Ajedrez.

1 Actividad Individual

En ambos casos se trata de métodos para determinar la posicién de un punto o un objeto
(casillas en el caso del ajedrez) mediante nimeros u otros simbolos (letras en el caso del
ajedrez).

Estudiaremos ahora un sistema coordenado del plano, construido sobre un plano euclidiano
ideal, es decir no ha sido construido para que funcione sobre una superficie fisica especial,
lo cual lo hace més general y mas abstracto. Se trata del sistema coordenado rectangular,
conocido también como plano cartesiano y con el cual ya has tenido contacto en la escuela
secundaria y en tu primer curso de matematicas de preparatoria. Como recordaras, el
sistema se construye trazando dos ejes numéricos perpendiculares entre si. Al eje horizontal
se le llama eje de las abscisas y al vertical eje de las ordenadas (ver Figura 1).

¥

Figura 1
1. En el plano cartesiano de la Figura 1, se ha graficado el punto P=(4,1)

a) Grafica sobre la misma Figura 1 el punto Q, que resulta de reflejar P sobre el eje de
las ordenadas. Anota las coordenadas de Q.

b) Grafica sobre la Figura 1 el punto R, que resulta de rotar P un éangulo de 180°, con
respecto al origen de coordenadas. Anota las coordenadas de R.
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2. En el sistema cartesiano de la Figura 2, grafica cuatro puntos que sean los vértices de un
cuadrado y anota sus coordenadas.

y

-5

Figura 2

a) Calcula el perimetro del cuadrado.
b) Calcula el area del cuadrado.

3. El segmento PQ de la Figura 3 es el lado de un cuadrado.

5 ¥
4
3
2
Q=(21)
‘\1
o[ ——P-20
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 B
X
-1
-2
-3
-4
Figura 3

a) Grafica los otros dos vértices Ry S del cuadrado y anota sus coordenadas.

b) Calcula el area del cuadrado PQRS.

¢) Calcula el perimetro del cuadrado PQRS.

d) Encuentra las coordenadas del punto M, si M es el punto medio del segmento PQ.
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Figura 4

a) ¢Cudl es la distancia entre los puntos Py Q?

b) Grafica dos puntos Ry S que estén a la misma distancia de P y de Q. Anota las
coordenadas de Ry S.

¢) ¢Qué tipo de triangulos son PQR y PQS?

Matematicas 3 9



10

Actividad de Cierre

Activdod: 5

s Actividad de Equipo

f Un sistema de coordenadas permite determinar la posicidon de un punto o un objeto
mediante nimeros y signos.

Las coordenadas geogréficas, mostradas en la A«tivided 1, permiten localizar puntos sobre
la superficie terrestre usando dos numeros llamados /ongitud y latitud. Ambos nimeros
representan medidas tomadas a partir de un punto de referencia ubicado sobre la superficie
de la tierra. Este punto es la interseccién de dos lineas que no son rectas.

1. Investiga:

a) Como sellaman las lineas que sirven como referencia en el sistema de coordenadas
geograficas.

b) Cuéles son las coordenadas geograficas de la ciudad donde vives.
En el juego de ajedrez, el sistema de coordenadas explicado en la A«tivided 1., permite
determinar cada casilla mediante la escritura de una letra y un nimero. La notacion utilizada
permite a su vez, escribir jugadas y partidas completas, de manera compacta, lo cual resulta
de mucha utilidad para la escritura de los libros de ajedrez.

En la Tabla siguiente esta escrita una partida de ajedrez, en donde las blancas vencen a las
negras usando el “mate al pastor”, un jaque mate para principiantes.

2. Reproduce sobre un tablero de ajedrez, la partida completa.

Jugada Blancas Negras Partida después de las primeras dos jugadas
1 Pe4 Pe5 a b c d e £ g h

2 Dh5 Cc6

8 Ac4 Cfe

4 Dxf7#

Notacion adicional:

P: Pedn (usualmente se omite)
D: Dama

C: Caballo

A: Alfil

X: “se come a”

#: Jaque mate 2 b ¢ d e f g h

Animacion del mate del pastor. &)
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En las coordenadas cartesianas, todos los puntos del plano pueden ser localizados mediante
parejas ordenadas (x,y) de nimeros reales y todas las parejas (x,y) pueden ser graficadas
en el plano.

Basta con trazar dos ejes reales perpendiculares, establecer el punto de interseccién como
el origen O del sistema y escoger una medida comun como unidad en ambos ejes.

Al eje horizontal se le llama Eje de las Abscisas y al vertical Eje de las Ordenadas. Cada
uno de las cuatro regiones definidas al trazar los ejes, se enumeran del | al IV, en el sentido
contrario a las manecillas del reloj, tal como se ve en la Figura 5.

Ordenadas

Abscisas

5 4 3 2 0o 1 2 3 4 5

Figura 5
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3 Plz,y)

Y

Figura 6

3. En la Figura 6 se ha graficado un punto P(x,y) que esta en el primer cuadrante:

a) Grafique en la Figura 6, los puntos Q, Ry S, de tal modo que PQRS sea un rectangulo
centrado en el origen. Escriba las coordenadas de los puntos Q, Ry S.

b) Exprese algebraicamente el perimetro y el area del rectangulo PQRS.
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BLOQUE

1

& En tu curso de Matematicas Il, calculaste areas y perimetros de diferentes
AChV(CLQA figuras geométricas (triangulos, cuadrados, trapecios, circulos, etc).
e Tyl Requerias para hacerlo algunas medidas que se te proporcionaban o bien
que podian ser obtenidas.

Una ventaja de que las figuras estén determinadas mediante parejas
ordenadas, es que las distancias pueden ser directamente calculadas, si conocemos las parejas ordenadas
que las determinan.

Por ejemplo, en la Figura 1 se han trazado los vértices de un cuadrilatero:

¥

D=(11) C=(4,1)

rp

A= (-4, -2) B=(1,-2)

Figura 1

Matematicas 3 13
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3. {Qué tipo de cuadrilatero es ABCD? Justifique la respuesta.

Si se trata de calcular el area de este cuadrilatero, una posibilidad es usar la base y la altura.
Estas medidas no estan dadas, pero pueden calcularse con facilidad, ya sea contando las
unidades de longitud en la Figura 1, o bien usando las coordenadas de los vértices.

Por ejemplo la medida de AB, que puede tomarse como la base b, puede calcularse como:

b=1-(-4)=5 '

Es decir como la diferencia de las abscisas de los puntos Ay B, puesto que las ordenadas
de todos los puntos sobre el segmento AB, son iguales. Este célculo parece ocioso, puesto
que la medida de AB puede obtenerse del conteo directo de las unidades contenidas en
AB, sin embargo, este conteo no siempre podra hacerse. Por ejemplo en la Figura 2, se ha
trazado el segmento AB.

2
A=(085132) B=(3.23 1.32)
—e

-4

-5

Figura 2

4. ({Cuanto mide el segmento AB de la Figura 2?

Regresando a la Figura 1, puede verse que el cuadrilatero tiene una altura /2 que mide tres
unidades. Para calcularla aritméticamente, puede tomarse, por ejemplo, el punto P(4,-2) y
luego calcular la medida del segmento PC.
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5. Calcula aritméticamente la altura # del cuadrilatero, usando las coordenadas de los puntos
PyC.

6. Usalos valores de by i para calcular el area del cuadrilatero ABCD. Verifica que el area
calculada coincide con el nimero de unidades de area que contiene ABCD.

Como ha podido verse, las medidas de segmentos paralelos a los ejes, son faciles de
calcular a partir de las coordenadas de los puntos extremos del segmento. Ahora veremos
coémo aprovechar estas distancias para calcular aquellas tomadas sobre segmentos no
paralelos a los ejes coordenados.

Por ejemplo, si queremos calcular el perimetro del cuadrilatero ABCD de la misma Figura 1,
solamente faltaria obtener las medidas de los segmentos AD y BC, puesto que ya conocemos
las medidas de los otros dos. La Figura 3 sugiere como calcular las distancias faltantes.

Y

A= (-4, -2)

Figura 3

7. Calcula el perimetro del cuadrilatero ABCD.

Matematicas 3
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a f Calcular distancias medidas sobre segmentos paralelos a los ejes,
/A(Ct_\\/tciaci; L se reduce a calcular una diferencia entre las abscisas o entre las ordenadas
s Actividad de Equipo de dos puntos. La Figura 4, ilustra el caso general de este calculo.

5] Y
41
3.
C(x2,y2)
2_
1_
0 al
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-1 Y2 — WY1
_2-
A(xy,y) -39 B(xz,y1)
_4-
| Ty — Ty
(.
Figura 4

Estas distancias seran siempre positivas, por eso se dice, por ejemplo, que la distancia entre
los puntos Ay B, es |x,-x, |, es decir el valor absoluto de la diferencia. Lo cual se traduce en
la practica en tomar siempre las distancias como positivas, independientemente del signo
que tenga la diferencia.

1. Usa el Teorema de Pitagoras en la Figura 4, para expresar algebraicamente la distancia
del punto A al punto C.
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2. Aplica la expresion algebraica de la distancia entre dos puntos, para calcular las diagonales
del cuadrilatero trazado en la Figura 1.

3. En la Figura 5 se ha trazado un rectangulo centrado en el origen de coordenadas.

B s Ay, 1)

Figura 5

Con base en las coordenadas del punto A, escribe las coordenadas de los otros tres vértices
y demuestra que en todo rectangulo, las dos diagonales miden lo mismo.

Matematicas 3 17
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Z

“ En los cursos de Geswetra se discute la razén en la que un
punto divide a un segmento. Se sabe, por ejemplo, que en todo
triangulo el baricentro divide a cada una de las medianas en una
razén 1:2, o en la razén l Esto significa (ver Figura 6) que al trazar
las medianas de un tridngulo, estas se intersecan en un punto P
llamado baricentro, que divide a la mediana MC en la razén PM_g:; Lo
cual también quiere decir que MP mide la mitad de PC.

Activded: 3

wa - Actividad de Equipo

Es decir, la razén en la que P divide a MC, compara las dos partes en las que MC queda
dividido por P.

A" FiguTa“ﬁ B

1. En cada uno de los siguientes casos, calcula la razén en la que el punto P divide al
segmento AB.

a)
A | e 8
I I I I I I I I I I I I I
b)
S N N -
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2. En cada uno de los siguientes casos, grafica el punto P que divide al segmento AB en la
razén indicada.

3
a) -
oS S I S I S S S A IS A S A -
| | | \ [ I [ | I | | | \ | | [ [
b) 5
SN I IS A AN A N I A A N -

f En la actividad anterior puede observarse que:

Actiidod: 4

ws Actividad de Equipo a) Todas las razones involucradas son nimeros positivos
b) Todos los puntos P de divisiéon estan contenidos en el
segmento analizado.

Veamos ahora el caso en el que P es un punto que no estéa sobre el segmento AB, sino sobre
su prolongacion, como el caso mostrado en la figura siguiente:

lP A Q B
] I [ [ [ [ [

¢Cuédl seréa la razon en la que P divide al segmento AB?

Como AP mide la mitad de PB, entonces pudiéramos decir que la razén es 5, pero sabemos
que el punto Q, mostrado también en la figura, divide al mismo segmento ABenla razon =
Si nos dicen entonces que un punto divide al segmento AB en la razon —, ¢{cémo sabremos
si se trata de P o de Q?

Para distinguir una situacion de la otra, introduciremos la nocién de segmento dirigido.
Diremos entonces que:

1
Como AQ y QB tienen la misma direccion, diremos que la razén AQ/QB es 2 . En cambio,

como APy PB tienen direcciones distintas, entonces diremos que la razén AP/PB es - % .

Matematicas 3
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1. En cada una de las figuras siguientes, calcula la razén en la que P divide al segmento AB.

Un problema tipico en Geswetra Awelitica  consiste en encontrar las coordenadas del
punto P que divide a un segmento AB en una razén dada.

En la Figura 7, se ilustra un caso en el cual se tiene un segmento AB, siendo A(-1,-6),B(4,4)
yr = 2 eslarazénenla que P divide al segmento AB. Se trata de calcular las coordenadas
del punto P

o
4 B(4,4)
3
2
1
0 X
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 3 iy 5 &
=1
-2
P, y) Py(4,y)
-3
-4
5
A(L1,-6) | Pi(%,—6) C(4,—6)
=i
Figura 7

Por los puntos A, P y B se han trazado paralelas a los ejes de coordenadas para localizar los
puntos P, P,y C, que muestra la Figura 7.
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Por el paralelismo entre PP,y BC, se tiene que

O bien,

7 (+1)=3 (4 - x)

Y al resolver esta ecuacion se tiene:

Tenemos asfi la coordenada en x de | punto P

2. Con base en la Figura 7, calcula la ordenada del punto P

3. En general, si un punto P divide a un segmento AB en una razén dada r, sus coordenadas
pueden determinarse con base en las coordenadas de los puntos Ay B. La Figura 8
ilustra esta situacion.

Veamos como obtener las ordenadas del punto P:

Por los puntos A, P y B se trazan paralelas a los ejes de coordenadas para localizar los
puntos P, P,y C.

Matematicas 3
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Por el paralelismo entre PP,y BC, se tiene que

Pero las distancias sobre segmentos paralelos a los ejes se calculan de manera directa, as:

O bien,
Luego:
y+ry=ry; +n
yl+r)=y, +1y,
Y por dltimo:

Tenemos asi la ordenada del punto P

Y
51 B(.’EQ, y2)
4-
3‘
P, y)
2 Py(a,y)
1
Az, ) Pi(z, ) C(x2,1) X
0
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
_1 4
Figura 8

4. Utiliza la Figura 8 para expresar la abscisa del punto P que divide al segmento AB en la
razon r, en términos de x , X, y r; tal como se hizo para calcular la ordenada del punto
P
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Activdod: 5

/idad Individual

!- Un problema fundamental de la Geameteo Avalitica

es la descripcion algebraica de curvas. Para describir
estas curvas, se requiere analizar las condiciones
geométricas que las definen y luego traducir al élgebra
estas condiciones. En realidad estas condiciones
geométricas se establecen usualmente sobre los puntos

P que al moverse sobre el plano cartesiano, las determinan. Una curva como éstas se conoce
como el lugar geométrico generado por el punto P

1. {Cudl seréa el lugar geométrico de un punto P que mantiene siempre su abscisa igual a su

ordenada?

a) En el plano cartesiano de la Figura 9, grafica algunos puntos que cumplan con esta

condicion.

Y

Figura 9

b) ¢Qué curva generaran todos los puntos que cumplan con esta condicion?

c) Si un punto P(x,y) esta sobre esta curva, expresa algebraicamente la relaciéon que

existe entre x y .

Matematicas 3
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2. Dado el segmento AB, donde A(0,1) y B(0,5), encuentre el lugar geométrico de un punto P,
que se mueve de tal manera que el triangulo ABP se mantiene como triangulo isésceles.

a) Primero traza en el plano cartesiano de la Figura 10, algunos de los puntos que
pertenecen al lugar geométrico.

Y

Figura 10

b) ¢De qué tipo de curva se trata?

c) Encuentra la ecuacion del lugar geométrico.

3. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al origen de coordenadas es siempre
igual a 2, encontrar la ecuacion de su lugar geométrico.
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% En esta secuencia hemos revisado y aplicado tres

AC(T\/(AQAL é conceptos fundamentales en  Gesmetra Awalitica, el
9] idad de Equipo concepto de distancia, el de razdn y el de lugar geométrico.

La manera como se calcula la distancia entre dos puntos
puede formalizarse de la manera siguiente:

La distancia d entre dos puntos P, (x, ;)
y P, (x5,y,), esta dada por:

d =N(x;— %)% + (0 — 3 )2

Las coordenadas del punto P que divide a un segmento en una razéon r puede calcularse,
usando las férmulas siguientes:

Las coordenadas (x,y ) del punto P que
divide al segmento P P,, en la razon

PP
= P_chon P (x,y1) Y Py (%3, ¥7)

X1+ 71X
X=——
1+7r

:J’1+7‘}’2
14+r

donder = —1.
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En el recuadro siguiente se resume la nociéon de lugar geomeétrico:

Una curva es el lugar geométrico. o conjunto
de puntos gue satisfacen algunas condiciones
geométricas dadas.

La ecuacion de un Ilugar geométrico es
una ecuacion en las variables x y y, cuyas
soluciones son las parejas (x,y), que satisfacen
las condiciones geométricas que definen el
lugar geomeétrico.

En la gréfica puede verse el lugar geométrico
de un punto que se mueve de tal manera que
su distancia al eje X es igual a su distancia a
punto (0,2).

La ecuacion de este lugar geométrico es:

Se plantean ahora algunas situaciones relacionadas con estos conceptos.

1. SiM es el punto medio del segmento P, P,.
a) Traza en la Figura 11, la ubicacién aproximada de M.

5 Y
A P, )
3
2
i)
X
0 —
-5 -4 -3 - -1 0 1 2 3 4 5
=1
-2
P -3
5 (2, 2)
Figura 11

b) ¢En qué razdn divide M al segmento P, P.?
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c) Sielpunto M tiene coordenadas (x,y), usa las expresiones:

_ X4,
1+r

:y1+ry2
1+r

para expresar las coordenadas del punto M, en términos de las coordenadas de P,y P,.
2. EnlaFigura 12 se ha trazado el segmento 4B, con A(-4,-5) y B(2,3).

a) Calcula la distancia entre 4y B.

b) SiP es un punto que divide al segmento 4B en larazén ! | traza aproximadamente
el punto P. 5

c) Calcula las coordenadas del punto 7.

d) Calcula la distancia 4P, para verificar que esta distancia es la sexta parte de la

distancia 45.

51

4

3 B=(2 3)

2

1

X—_
-5 o 1 2 3 4 5

A=H{-4:5)——-5

Figura 12
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3. EnlaFigura 13 se ha trazado el triangulo rectangulo ABC, cuyos vértices tienen las
coordenadas indicadas.

51 Y
B=(1,4)

Figura 13

a) SiP es el punto medio del lado AC, calcula las coordenadas de P

b) Calcula la distancia PC y verifica que el punto P, esta a la misma distancia de los tres

vértices del triangulo ABC.
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75 P
jde_ F(ob[ewas

1. Enlas actividades de inicio se presentaron las coordenadas geograficas y las
coordenadas del Ajedrez. Investiga sobre otro sistema de coordenadas que
se use con fines practicos y describelo aqui.

2. Grafica en un plano cartesiano los vértices P Q y R de un triangulo isésceles.

3. Grafica un punto P en un plano cartesiano. Grafica dos puntos Ry S, de tal
modo que la distancia de P a R, sea el triple que la distancia de P a S.

4. Grafica dos puntos P y Q en el plano cartesiano. Luego grafica dos puntos
Ry S, de tal manera que los triangulos PQR y PQS tengan la misma area.

5. Grafica un rombo, cuyos vértices estén sobre los ejes cartesianos. Calcula el
area del rombo.

6. Grafica los vértices P Q, Ry S de un trapecio isdsceles. Calcula el area del
trapecio trazado.

7. Enlagrafica siguiente se ha trazado la bisectriz a uno de los angulos definidos
por los ejes coordenados. Si Q es el punto que resulta de la reflexion de P
con respecto a esta recta. Grafica Q y escribe sus coordenadas.

29
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8. Dos de los vértices de un triangulo equilatero son los puntos A(-2,0) y B(2,0). Halla las

coordenadas del tercer vértice.

9. En latabla siguiente se te pide el cuadrante en el que esta ubicado cada uno de los

puntos. Llena la tabla, sin graficar los puntos:

Punto Cuadrante

(8-1)

7 2
(E'E)

(-21,-11)

10. Los vértices de un triangulo son A(-1,0), B(3,0) y C(4,4). Si M es el punto medio de AB,
calcula la longitud de la mediana CM.

11. En el cuadrilatero ABCD de la Figura, se han trazado los puntos medios de los lados.

B=(2-2)

-5

a) Calcula las coordenadas de los punto medios M, N, Oy P

b) Verifica que los lados opuestos del cuadrilatero MNOP son iguales.
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12. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al eje de las ordenadas siempre
es igual a 4. Grafica su lugar geométrico y encuentra la ecuacion algebraica que
describe este lugar geométrico.

13. ¢{Qué curva representa la ecuacion x=3?

14. Un punto P se mueve de tal forma que su distancia al origen es siempre igual a 4.
c) Grafica el lugar geométrico de P
d) Hallala ecuacion que describe este lugar geométrico.

5. Un punto P se mueve de tal manera que su distancia al eje de las ordenadas es

siempre igual a su distancia al punto F(6,0).

a) Grafica el lugar geométrico de P
b) Encuentra la ecuacion que describe el lugar geométrico de P

Matematicas 3 31



Autoevaluacisn

32

Los problemas y preguntas planteados en esta seeeiém son de caracter individual, para
hacerse preferentemente en casa y tiene el propdsito fundamental de proporcionarte
elementos de reflexion para que identifiques lo que has aprendido, lo que aln te ocasiona
dificultades y o que es necesario reforzar.

Para una mejor estimaciéon de cémo han evolucionado tus aprendizajes, contrasta tus
respuestas con los propoésitos de aprendizaje presentados en la introduccion al presente
BLoqQuUE. De esta manera te podras dar cuenta de lo que has aprendido, de lo que aun te
cuesta dificultad hacer, de los errores que cometes y de los temas en los que necesitas
estudiar con mayor detenimiento o pedir asesoria, ya sea a tu profesor o a tus companeros
de clase.

En caso de considerarlo necesario, el profesor te podra solicitar los resultados de
autoevaluacion.

Peoblema 1.

En la novela de Julio Verne titulada Los hijos del capitan Grant, los protagonistas
de la historia estaban en busca de un naufragio, pero el Unico dato que tenian
para localizarlo era la latitud sur de 37°. Asi, tuvieron que recorrer todos los puntos
posibles del naufragio. Describe el recorrido que hicieron.
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Responde las preguntas siguientes:

a)

¢Has lefdo el libro de Julio Verne mencionado en este problema®?

¢Has tenido que hacer alguna consulta antes de describir el recorrido
solicitado?

(Has tenido que hacer algun dibujo para orientarte antes de hacer la
descripcion?

¢En qué podria ayudarte un dibujo para describir el recorrido del problema?

¢{Qué conceptos estudiados en este BLoQUE te han ayudado a describir el
recorrido solicitado?

Prolo(ama L En la segunda actividad de este BLOQUE, se introduce
la notacion algebraica usada en el juego de Ajedrez; esta notacion esta basada
en referencias numeéricas vy literales. La figura siguiente muestra un primer tablero
donde han sido anotadas estas referencias y un segundo tablero donde las
referencias son solamente numéricas. Este Ultimo nos permitirfa introducir una
nueva notacién para el ajedrez asociando a cada casilla, una pareja ordenada. La
equivalencia entre ambas notaciones, se ilustra con los siguientes ejemplos:

c2(3,2)
86 (7,6)
hl—(8,1)

a b c d e f g h 1 2 3 4 5 6 7 8
Notacion algebraica Nueva notacion
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Usaremos esta nueva notacion para plantear los problemas siguientes:

a) Sila Unica pieza sobre el tablero es un alfil colocado en la casilla (1,1) y queremos
mover esta pieza ala casilla (8,8). Usa la nueva notacién para describir la trayectoria
que seguiria el alfil.

b) Si la Unica pieza sobre el tablero es una torre colocada en la casilla (1,1) y
queremos mover esta pieza a la casilla (8,8). ¢Cuél sera el nimero minimo de
jugadas necesarias para llevar la torre de la casilla inicial a la casilla final? Usa la
nueva notacion para describir la trayectoria que seguiria la torre.

c) ¢Cual de las dos notaciones mostradas aqui te parece mas ventajosa? Justifica
tu respuesta.

d) ¢Con qué propdsito se inventaria la notacion algebraica para el ajedrez?

e) Sin consultar el tablero de la figura anterior y atendiendo solamente la descripcion
que has dado, {podrias imaginarte las trayectorias que seguirian el alfil y la torre
en este problema? Explica.

f)  ¢Encuentras alguna relacion entre la nueva notacion para el ajedrez y el sistema
de coordenadas cartesianas? Explica.
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Problema 3.

En el cierre de la segunda secuencia didactica (A«tivided 6) se establecio que:

Las coordenadas (x,y) del punto P que divide al segmento P, P,, en la razon

P, P )
T :ﬁ con P (x.v)y P, (x,y,), estan dadas por:

_ XAy,
1+r

:y1+ry2
1+r

Especificandose que r# - 1.
a) ¢Qué valor toman las coordenadas del punto P, cuando » = - I7?

Veamos en la figura siguiente, cuél es la razén en la que P divide al segmento 7, P,

P P P
150 48 46 44 42 40 38 36 34 .32 30 28 26 24 22 20 18 16 14 12 10 -8B 6 4 =2 0 2 4

Como P; Py PP, son segmentos dirigidos y tienen sentidos contrarios, entonces P, P =—50 y
PP, = 54,luego %:;_io =~ —(0.9259.

Usa la calculadora para llenar la tabla siguiente, en donde se han tomado diferentes posiciones para P.

p P, P, PP PP, %
(-50,0) 0,0) (4,0) 50 4 -0.9259
(-100,0) (0,0 (4,0)

(-500,0) 00 | 40
(-1000,0) (0,0 (4,0
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. ; a ] PP
Conforme P se aleja del punto P;, explica a qué se aproxima PPy

c) ¢Cémo tendrian que ser P, Py PP,, para que %:—1?

d) ¢Existira un punto P, tal que %z—l’? Justifique su respuesta.

. . , . ’ ., PP
e) Si P se aproxima cada vez més a P4, éa qué se aproximara j’?
2
Justifica tu respuesta.

f)  Hazunalista con los conceptos que usaste para responder las preguntas de la situacion
anterior.
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o) Problema 4.
Se tienen dos puntos fijos A(-5,0) y B(5,0) y Un punto P(x,y) se mueve de tal
manera que el angulo APB siempre es un angulo recto. Encuentre la ecuacion
del lugar geométrico descrito por el punto.

a) Enelplano cartesiano siguiente, traza los puntos A y 5By algunos puntos 7 que
cumplan con la condicién establecida en el problema, hasta que tengas una
conjetura sobre qué tipo de curva describe el punto 7.

&

b) ¢Cual es el valor de la distancia AB?

c) Aunqgue en general desconocemos las coordenadas del punto P, podemos
suponer que ese punto existe y tiene coordenadas (x,y). Usa estas coordenadas
de P, para encontrar una expresion de las distancias 47y BP.
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¢Qué tipo de triangulo sera el triangulo 4757

Aplica un teorema conveniente para relacionar algebraicamente las distancias 45, APy
BP.

Simplifica lo mas que puedas la relacion que estableciste entre las distancias.

¢{Reconoces la curva que representa la ecuacion que encontraste?

Haz una lista con los conceptos matematicos utilizados para resolver este problema,
separando aquellos que estudiaste en este BLoQUE, de los que aprendiste en otros
Cursos.
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[ Reflexiones generales sobre el BLOQUE 2: J

1. Situvieras que explicar a tus companeros de equipo las ideas que te han quedado
sobre los conceptos siguientes:

a) Plano Cartesiano

b) Distancia entre dos puntos

c) Razoén enla que un punto divide a un segmento.
d) Lugar geométrico

e) Ecuacion de un lugar geométrico

¢Te sientes preparado para hacerlo?

¢Con cuéles de los conceptos tendrias mayor dificultad al explicarlo?

2. Al resolver problemas en equipo, éte han resultado Utiles las ideas propuestas por
tus companeros?

Matematicas 3
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3. Al resolver problemas en equipo, ¢has propuesto ideas a tus compareros para
resolverlos?

4. Haz una lista con las nociones que te han resultado mas dificiles de entender y
con los problemas que no has podido resolver.

5. ¢A quién piensas pedir asesorfa para superar tus dificultades, en caso de que
tengas alguna con este bloque?

6. ¢Puedes usar algun software matematico para ayudarte con las gréficas que
aparecieron en este BLoQUe? {Cudl? {Ddénde aprendiste a usarlo?
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INTRODUCCION:

ste BLOQUE esta organizado en tres secuencias didécticas, en las que tendras la

oportunidad de estudiar aspectos relacionados con la recta. La primera de las

secuencias se centra en el estudio de la pendiente como elemento indispensable
para definir lo que es una recta en el plano cartesiano; en la segunda se presentan situaciones en
las que se obtienen e identifican diferentes formas en las que se puede representar analiticamente
(algebraicamente) una recta; en la tercera se trata sobre la relacion que tienen las pendientes
de dos rectas cuando éstas son paralelas o perpendiculares, asi como situaciones en las que se
debe poner en juego la manera de determinar la distancia entre un punto y una recta.

Por otra parte, se espera que al trabajar con las secuencias vayas desarrollando tanto
competencias disciplinares como genéricas, un ejemplo de estas Ultimas es que tienes la
oportunidad de participar y colaborar de manera efectiva en diversos equipos. Esto lo puedes
identificar cuando se propone trabajar en equipo 0 de manera grupal, ya que para ello requieres
compartir con tus companeros el disefo de estrategias para enfrentar una situacion, asi como
los resultados que obtienes. Para lograr un intercambio eficaz de ideas con los miembros de tu
equipo requieres comunicarte de manera escrita o verbal al expresar tus opiniones, argumentar
el porqué de tus resultados, refutar lo que tus companeros dicen o corregir tus estrategias y/o
resultados cuando tus comparieros te convencen con sus argumentos, utilizando para ello no
solo tu lengua materna, sino también los recursos que te proporciona la matematica.
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Secuencia

__ Didactica 1.

Mupenpiods o poco enpiods?

Coloquialmente se dice que una escalera esta “muy empinada” o “poco empinada” dependiendo del
grado de inclinacién que tenga, lo mismo se aplica para rampas, resbaladeros, cerros, etc.

ACﬁVlA&A L ‘-' 1. ¢Qué otros términos conoces o has

@ Actividad Individual esculchado quel Segrj empleados para
referirse a la inclinacién de una escalera,
rampas, resbaladeros o cerros?

En la Figura 1 se puede observar la
forma que tienen las escaleras en la mayoria de los planteles del Colegio
de Bachilleres del Estado de Sonora que constan de al menos dos
plantas. Si te fijas, para subir de una planta a otra hay dos escaleras,
una inclinada a la derecha y otra a la izquierda (hacia enfrente o hacia
atras dependiendo de la forma en que la observes).

Figura 1
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2. LA qué crees que se debe este tipo de diseno?

Disenar este tipo de escaleras requiere determinar la longitud de la altura de cada escalén
(peralte) y el espacio disponible para poner el pie (huella). Para ello es indispensable
conocer la longitud disponible para cubrir las huellas y la altura en la que deberan estar
distribuidos los escalones, tal como se senala en la Figura 2.

Altura

Distancia disponible para las huellas
Figura 2

3. {Qué tipo de figura geométrica se forma en la Figura 2?

En la Figura 3 se muestran los elementos de este tipo de escaleras.

Huella

Altura

Peralte ——

Distancia disponible para las huellas

Figura 3
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4. Sise quiere disminuir lainclinacion de la escalera (qué esté menos empinada), sin modificar
la distancia disponible para las huellas, iqué debes hacer con la altura? Argumenta tu
respuesta.

5. Sise quiere aumentar la inclinacion de la escalera (qué esté mas empinada), sin modificar
la altura, {qué debes hacer con la distancia disponible para las huellas? Argumenta tu
respuesta.

7 En el curso de Matematicas 2 estudiaste el tema de
razones trigonomeétricas en el contexto de la semejanza de
triangulos, en ellas se relacionan los lados de un triangulo
rectangulo con alguno de los angulos agudos.

Activdod: L

s Actividad de Equipo

En la siguiente figura se muestran dos triangulos rectangulos:

Hipotenusa

Cateto adyacente Cateto adyacente

Hipotenusa

1 B C -

Cateto opuesto

Cateto opuesto

En ellos se sefala el angulo agudo de interés sobre el que se identifican las razones
trigonométricas: Seno, Coseno, Tangente, Cotangente, Secante'y Cosecante las cuales se definen
de la siguiente manera:

44

Cateto opuesto c Cateto adyacente
—_— ot X=
i Hipotenusa Cateto opuesto
Cateto adyacente S _ Hipotenusa
Cos x= ec x=
Hipotenusa Cateto adyacente
Hipotenusa
Tan oc= Cateto opuesto Cse o p

" Cateto Adyacente

"~ Cateto aopuesto
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Con cualquiera de estas razones trigonométricas se puede conocer el angulo agudo que

se desee de un triangulo rectangulo, siempre y cuando se tengan los datos apropiados del
triangulo.

1. Para construir una escalera se tienen las dimensiones que se muestran en la Figura 4.

Figura 4

27m

a) Sise quiere utilizar de manera directa la informacién que se muestra en la figura, écual
es la razon trigonométrica que te permite encontrar el &ngulo o (angulo de inclinacion
de la escalera)?

b) ¢Cual es el valor del angulo de inclinacion que debe tener la escalera?

2. Sila Norma Oficial Mexicana (NOM) establece que: ... la longitud de las huellas de los
escalones, debe ser como minimo de 25 cm, y el peralte tener un maximo de 23
cm. Estas dos variables...

a) Propén una longitud de huella y peralte que se ajuste a las dimensiones que se tienen
disponible (que no sobre y que no falte nada), pero que cumpla con la NOM, y coloca la
longitud propuesta sobre linea correspondiente en la Figura 5.

Peralte

Huella Figura 5
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b) Compara las dimensiones que propusiste con las de tus companferos de equipo.

c) ¢Coincidieron las longitudes propuestas?

d) ¢Cémo es el valor de la tangente del angulo B (angulo de inclinaciéon del escalén)
respecto al angulo a (angulo de inclinacion de la escalera?
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A . . . ./
Zid En CGeametro unamanera de medir la inclinacion de

- segmentos es el angulo o« 0 cualquier razdn trigonométrica
A VlA&A: 3 relacionada con este angulo, pero la razéon mas utilizada
. Actividad Grupal para medir dicha inclinacion es la tangente del angulo o

(ver Figura 6).

Figura 6

Si quisiéramos comparar la inclinaciéon de los segmentos AB y CD de la figura utilizando la
tangente de oc, en ambos casos obtendriamos 3/4; pero es evidente que los segmentos no
tienen la misma inclinacién, ya que uno esté inclinado a la derechay el otro a la izquierda.

Hay situaciones donde es importante saber la orientacion de la inclinacion, por ejemplo
de una escalera como la que se muestra en la Figura 7.

Figura 7
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1. ¢En cuantos tramos se construyd la escalera de la Figura 77

2. Sien todos los tramos se utilizaron 2.4 m. para colocar las huellas y 1.35 m. para colocar
los peraltes, écudl es el valor de la tangente del angulo de inclinacion de cada tramo de
escalera?

3. Describe la forma en que se esta moviendo la persona de la imagen de la izquierda de la
Figura 7 (desde tu perspectiva).

—= 4. Describe la forma en que se esta moviendo la persona de la imagen de la derecha de la
- : Figura 7 (desde tu perspectiva).
—_

5. ¢Coinciden las descripciones que hiciste?
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‘_, Traslademos los dos primeros tramos de la escalera a un

i Actividad Individual : :
plano cartesiano, tal como se muestra en la Figura 8.

O

1.35m

1.35m

-24m

Figura 8

Silos segmentos 4By BC representan las escaleras, para describir los movimientos horizontal
y vertical que realiza una persona al subir o bajar, se toma en cuenta el punto de partida y
el punto de llegada, asi como el signo correspondiente segln sea el caso de acuerdo a la
siguiente tabla.

Derecha +
Horizontal
|zquierda -
Arriba +
Vertical
Abajo -

Para utilizar este criterio al determinar la tangente del angulo de inclinacion de un segmento
en Geswetro Awelitica, es fundamental determinar cuél es el punto de partida y cuél es el
punto de llegada. Si observas el ejemplo que se muestra en la Figura 8, no importa cuél sea
el punto de partida o el punto de llegada.

Por ejemplo, en el caso del segmento AB, al aplicar los criterios que se muestran en la
tabla describe un movimiento vertical hacia arriba de 1.35 unidades (1.35) y un movimiento
horizontal a la izquierda de 2.4 unidades (-2.4), esto quiere decir que el punto de partida es
Ay el punto de llegada es B.

Matematicas 3

49




6. Si se considera que el punto de partida es B y el punto de llegada es 4,

a) ¢Cual es el valor que le corresponde al movimiento vertical?

~ b) ¢(Cuales el valor que le corresponde al movimiento horizontal?

¢) ¢Cual es el valor de la tangente del angulo del segmento?

g - . W" f
/ d) {Cambio el valor de la tangente del angulo al cambiar el punto inicial y final del
segmento?

7. De acuerdo a la informacién que se muestra en la figura, en el segmento BC,

a) ¢Cual es el punto de partida®?

b) ¢Cual es el punto de llegada?

- —<¢)Cudles el valor de la tangente del angulo de la inclinacion del segmento?
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En CGeometria Awalitica esta manera definir la tangente del &ngulo de inclinacién de un
segmento se concreta mediante la siguiente razén:

A esta razon se le llama pendiente.

Para que el signo corresponda con lo que se senala en la tabla, P, es el punto de llegada y
P, es el punto de partida, de acuerdo al esquema que se muestra en la Figura 9.

'y

Figura 9

Donde y, - y, puede interpretarse como lo que sube o baja el punto P; al trasladarse al
lugar donde esté el punto P,, mientras que x, - x, puede interpretarse como lo que avanza
o retrocede segun sea el caso.

Un ejemplo similar al anterior consiste en determinar la direccion de los segmentos ABy CD
que se muestran en la Figura 10, para ello hay que establecer cuél es el punto de partida y
cuél el punto de llegada para calcular el valor de la pendiente.
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Figura 10

De donde se tiene que:

En el caso del segmento 4B, la pendiente es positiva y corresponde a la tangente del angulo
o (agudo), mientras que la pendiente del segmento CD es negativa y corresponde a la
tangente del angulo B (obtuso).

Resuelve problemas con la Recta



Ad_ Cl A 4 ‘_. 1. Para cada uno de los siguientes casos, determina el
Maoad: valor de la pendiente de los segmentos' que se forman con
las siguientes parejas de puntos:

a Actividad Individual

Caso 1. Pendiente de los segmentos:

AB, AC, AD, BC, BD y CD, utilizando la informacién que se proporciona en la Figura 11.

K

Figura 11

Caso 2. Pendiente de los segmentos: AB, AC, AD, BC, BD y CD, utilizando la informaciéon que
se proporciona en la Figura 12.

K

Figura 12

"Cuando se dice segmento nos referimos a segmentos de recta
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Caso 3. Pendiente de los segmentos: AB, AC, AD, BC, BD y CD, utilizando la
informacion que se proporciona en la Figura 13.

I

Figura 13

f2 Comenta con tus companeros de equipo los resultados
obtenidos, y escribe tus conclusiones en el siguiente espacio.

‘;’{ Actividad de Equipo

Para el primer caso de la Actividod 4,

\

= 1./Cbémo son, entre ellos, los valores de las pendientes
que calculaste?

Actividod: 5

L= Actividad Individual

2. Si unes todos los puntos que estan en el plano con segmentos de recta (con regla o con
GeoGebra), étodos los segmentos estan contenidos en una misma recta?

3. Silarespuesta a la pregunta anterior es NO, ¢hay algunos segmentos que estan sobre la
misma recta?

4. Si hay segmentos que estan sobre la misma recta, {qué es lo que tienen en comun?
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4
f 5. Comenta con tus companeros de equipo las respuestas
de las preguntas anteriores, y escribe tus conclusiones en el
siguiente espacio.

"i,"{ Actividad de Equipo

ACH\/[AQA; é j 1. Hacer lo mismo que en la Activided 5, pero con los
e Actividad de Equipo casos 2y 3°.

2. {Sucede lo mismo en todos los casos?

2Sigue las indicaciones de tu profesor para ver si son actividades de clase o de tarea.
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3. Si hay diferencias entre lo que sucede en los tres casos, describe esas diferencias.

4. ¢Enalguno o algunos de los casos todos los puntos que hay en el plano estan en la misma
recta? Argumenta tu respuesta.

Aﬁt- Cl A 7 { Los extremos del segmento AB tienen las siguientes
maaa: coordenadas: 4=(1,2) y B=(5,4).

ws Actividad de Equipo

1. Determina la pendiente del segmento 4B.

2. Encuentra las coordenadas del punto medio (C) del segmento 4B.

3. Calcula la pendiente de los segmentos ACy CB.

4. {Como son los valores de las pendientes de los segmentos AC'y CB con respecto a la
pendiente de AB?
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5. Si encuentras las coordenadas de los puntos medios (D 'y E) de los segmentos AC'y CB,
{como crees que es el valor de la pendientes de los cuatro nuevos segmentos (4D,DC,CE
y EB) respecto a la del segmento 4B? Argumenta tu respuesta.

6. LQué crees que sucederéa con la pendiente de un segmento definido por cualquier pareja
de puntos que estén contenidos en el segmento 4B?

ool ctividad Grupal -
M 2

2.4 7. Atiende las indicaciones del profesor para que participes
en la discusion grupal.

Aﬁt— A A g N, Los extremos del segmento AB tienen las siguientes
Maaa; L coordenadas: A=(1,2) y B=(5,4).

1 Actividad Individus

1. Determina la pendiente del segmento 4B.

2. Siel punto B es el punto medio del segmento AF, determina las coordenadas del punto F.

3. ¢Coémo es el valor de la pendiente del segmento AF, respecto a la pendiente de los
segmentos 4By BF?
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4. (Es posible trazar una recta que contenga a los tres puntos 4, By F? En caso
de que sea posible hacer el trazo, hacerlo.

ctividad de Cierre

.

ACH\/[A&A‘. ﬁ f Los puntos 4=(-4,-3) y B=(-2,1) determinan el

segmento 4B, el cual esta contenido en una recta.

we - Actividad de Equipo

1. Ubica los puntos 4 y B en el plano cartesiano y
traza la recta que los contiene.
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2. Propdn graficamente un punto D que cumpla con que al unirlo con un segmento de recta
al punto 4 o al punto B, dicho segmento tenga la misma pendiente que el segmento 4B.
En el siguiente espacio verificar que se cumple la condicién solicitada.

3. Propon otros cuatro puntos (E,F G y H) que al unirlos con un segmento de recta al punto
A o al punto B, dicho segmento tenga la misma pendiente que el segmento 4B. Verificar
que se cumpla la condicion solicitada para cada punto propuesto.

4. Los puntos propuestos y que cumplen con la condicion, éestan en una misma recta?

il ctvded Grupel 43 5. Atiende las indicaciones del profesor para participar en la
discusion grupal aportando tus comentarios e ideas, y escribe
en el siguiente espacio tus conclusiones.

/:3 Como viste en las actividades previas de este soaue,
ACh\/tAQA iO para que un conjunto de puntos estén en una misma recta se

3 necesita que todos los segmentos que quedan definidos entre
ellos tengan la misma pendiente.

Actividad Grupal
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Tal como se ha discutido en el BLOQUE 4, una linea en el plano cartesiano se define como el
lugar geomeétrico de un conjunto de puntos que se ubican en el plano bajo ciertas condiciones.

En el caso de la recta, ésta se define como:

El lugar geométrico de los puntos en el plano tales que al tomar dos cualesquiera de ellos,
la pendiente® del que se define es una constante.

1. Los puntos 4=(-1,2) y B=(3,4) estan en una recta:

a) Determina el valor de la pendiente del AB.

b) ¢Cuél es el valor de la pendiente de la recta que contiene al AB?

c) Si el punto P=(x, y) esta en la misma recta que 4 y B, determina el valor de la pendiente
del AP.

d) Si los tres puntos estan en la misma recta, écdmo deben ser las pendientes de los
ABY AP?

e) De acuerdo a la definicién de recta que se presenta al inicio de esta actividad, si los
tres puntos estan en la misma recta entonces las dos pendientes deben ser iguales.
Como los puntos 4,B y P estan en la misma recta las pendientes de los
AB'Yy AP son iguales.

Iguala las pendientes de los ABYy AP.

3 Excepto en los casos en que no esté definida la pendiente, en cuyo caso la condicion de la recta es que la abscisa es constante,
es decir la ecuacién de ese tipo de rectas es de la forma x=k, donde k es un nimero real.
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La expresion que has obtenido es una ecuacion que representa la recta que contiene los
puntos 4y B.

2. Silo que se desea es encontrar la ecuacion de la recta que contiene los puntos 4 'y B que
aparecen en el siguiente plano:

entonces una estrategia posible es:
Encontrar la pendiente del segmento 4B

_3-(2
“Si-

m

Ahora se tiene que identificar un punto P=(x,y), que represente a cualquier punto de la recta,
con este punto Py con uno de los conocidos 4 0 B expresar el valor de la pendiente del
segmento AP o BP. Si utilizamos el punto 4, la pendiente del segmento AP se determina de
la siguiente manera:

Como

se tiene que
y—(=2) _ 3-(=2)
x—(=5) —1-(=5)

Simplificando la expresion se tiene que

lo cual representa la ecuacion de la recta que contiene los puntos 4 y B.
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,:.‘ Actividad de Inicio
Dforentes formas de ex presor 0 ecuocitn de wn rechn

Tal como se vio en la secuencia anterior de este BLOQUE, si se tienen al menos dos puntos de
una recta es posible encontrar su ecuacion utilizando el siguiente procedimiento:

Se calcula el valor de la pendiente de la recta utilizando dos puntos conocidos, posteriormente
se determina la pendiente de un segmento cuyos extremos son un punto conocido de larecta
y otro que represente a cualquier punto de ella, y finalmente se igualan dichas pendientes.

ACt_ A A J, \_ Los puntos A=(-2,-1),B=(1,5) y C=(3,2) son los vértices
Maaa. de un tridngulo.
tividad Individual

1. Determina la ecuacion de la recta que contiene los puntos del:

a) Lado AB.
b) Lado AC.

c) Lado BC.
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=2 j 2. Compara las ecuaciones que obtuviste con las de tus
&S Actividad de Equipo companeros y haz los ajustes que sea necesarios.

ff De los cursos de Cesmetra se tiene que una mediana
ACH\/(AQ c{ L de un tridngulo es un segmento que esté determinado por el
i punto medio de uno de los lados del triangulo y el vértice

Actividad de Equipo 1
- ACUIVICAd de Equipo opuesto a dicho lado.

Mediana

Punto medio de AC

En Ceametria Awdlitica la mediana es una recta que pasa por un vértice del triangulo y por
el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.

\\ Yy
edian: B
\\
/ Y
/ \\ c
/-——_
— ; Punto nfedio de AC
A \\ X
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’aiv\ Actividad de Equipo { 1. Determina la ecuacion de la mediana que pasa por el vértice:

7 2. Compara las ecuaciones que obtuviste con las de sus

ﬂ}’{ Actividad de Equipo
1’ companeros haz los ajustes que sea necesarios.

L T Grup) 3. Cuando se utilizan dos puntos de una recta, P,=(x, y) y P2=(x, y,),

. paraencontrar su ecuacion, y la expresion algebraica es de la forma:
D

a esta expresion se le llama ecuacién dos puntos de la recta.

‘_, 4. Escribe la ecuacion dos puntos de los lados y las medianas

i Actividad Individual del triangulo ABC, de las Actividodes 1y 2.

Lados Medianas
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5. Hay muchas formas para expresar la ecuacion de una recta, basta con hacer operaciones
entre las expresiones que hay en la ecuacion para obtener una nueva. Esto lo podemos
notar si retomamos el ejemplo del punto 2 de la A«tividad 7 de la secuencia 1, en donde
se tiene que:

y—(=2) 3-(=2)
x—(=5) —-1-(-5)

Que simplificada queda de la forma

De la cual se puede obtener la siguiente expresion equivalente:

5
y +2=2(x+5)

Y asl, se pueden seguir realizando operaciones aritméticas para obtener otras expresiones
que siguen representando a la misma recta.

Existen muchas formas de representar algebraicamente una recta, hay algunas que resultan
especiales, ya sea por la forma en se pueden obtener (como la de dos puntos que se vio
en la secuencia anterior) o por los elementos de ésta que se pueden identificar de manera
explicita en la expresion.

7 1. Si se quiere encontrar la ecuacion de la recta que

AC{T\/[AQC{ 2 pasa por los puntos 4=(-3,-4) y B=(6,2), se puede aplicar la
. Actividad de Equipo definicion, esto es:

Calcular la pendiente del segmento 4B

2—-(-4 2+4 6 2

™TE—(-3) 6+3 9

Donde 2-(-4) es la diferencia en el eje vertical (Io que sube o baja) y 6-(-3) es la diferencia en
el eje horizontal (lo que avanza o retrocede), tal como se muestra en la Figura 14.
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v
1
pd
B /
e
-~ X
pd
e 2L (—4)
pd
4 g
C
6—(—3)
Figura 14

Determinar la pendiente del segmento AP 0 BP, donde P=(x, y) representa cualquier punto
de la recta, si utilizamos 4P se tiene que:

I el o Y
" x—(=3) x+3

graficamente las diferencias de las componentes (horizontal y vertical) de los puntos 4 y P
quedan representadas en la Figura 15.

\

Figura 15
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Posteriormente se igualan las pendientes en cualquiera de sus representaciones, por ejemplo,

Abscisa del punto A ~. /Abscisa del punto B

y=(=4) 2-(-4)
x—(=3) 6—(=3)

Ordenada del punto A / ™ Ordenada del punto B

En la ecuacion dos puntos, se pueden identificar explicitamente las coordenadas de los
dos puntos por donde se sabe pasa la recta, lo cual determina el nombre que se le da a esta
forma algebraica de representarla. Haciendo la simplificacion en el término de la derecha de
la igualdad, se tiene que:

la cual se puede transformar en

Pendiente de la recta
2
y = (=4 =3@= (-3)

~_

Coordenadas del punto 4

En la expresion anterior, es posible identificar explicitamente un punto conocido de la recta y
el valor de su pendiente, esto a su vez nos permite determinar la ecuacion de la recta cuando
se conoce un punto y la pendiente de una recta.

Si una recta pasa por el punto 4=(x,y,) y tiene pendiente m, entonces la ecuacion de la
recta puede determinarse de la siguiente manera:

y-y=m(x-x)
A esta forma de representar algebraicamente una recta se le llama punto pendiente.

\

s 2. Expresa la ecuacion de los lados y las medianas del triangulo

'l' el Tellieliiel ABC, de la Activdod 1, en la forma punto pendiente.

Lados Medianas
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O Grupal

23 Si se continlia transformando la ecuacion punto pendiente anterior, esto es
_ 2
y-4)= §(x-(-3))

Se tiene que

4= 6
y+4=gx+3g
y=s-x+2-4
y=3%~

2
y =sx — 2

Pendiente Valor de la ordenada

En esta expresion se pude identificar la pendiente, y el valor de la ordenada del punto en el
que la recta corta al eje y; esto es si el valor de x=0, entonces se tiene que:

Es decir la recta corta al eje y en el punto (0,— 2).

De la ecuacion:

2
y+4=3@x+3)
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Se tiene que:

3(y+4)=2(x+3)
3y+12=2x+6

3y—2x=6-12

—2x+3y=-6
—2x 3y -6
6 "6 6
=2, (i)y

—* 3y _,

—6 =6

li' Actividad Individual

‘_, 2. Responde las siguientes preguntas:

a) ¢Cuales son las coordenadas del punto C donde la recta intercepta al eje x?
b) ¢Cual es el valor de |a abscisa del punto C?
c¢) ¢(Cuales son las coordenadas del punto D donde la recta intercepta al eje y?

d) ¢Cual es el valor de la ordenada del punto D?

e) ¢{Coinciden los puntos que obtuviste con los que se observan en la figura ()?
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»

- 3 Cdmo pudiste darte cuenta, al responder las cinco
gy /ctivdad Grupal "~ preguntas previas, el denominador de x en ecuacién
representa el valor de la abscisa del punto donde la recta
intercepta al eje x, en este caso en x=3; mientras que el
denominador de y en la ecuacion representa el valor de la

ordenada del punto donde la reta intercepta al eje y, en este caso y=-2.

A la forma de la recta:

se le llama forma simétrica de la recta, donde a representa del punto donde la
recta intercepta al eje x y b representa del punto donde la recta intercepta al eje
).

3. Expresa la ecuacion de los lados y las medianas del triangulo ABC, de la A«tividad 1, en
la forma simétrica.

Lados Medianas

/: # 1. Retomando la ecuacion punto pendiente de la recta que

/AYC{_MC&QC{ A pasa por los puntos A=(-3,-4) y B=(6,2), se tiene que
. Actividad Grupal

y+4= g(x + 3)
La cual se puede transformar en:
3y +4) =2(x+3)
3y+12=2x+6
—2x+3y+12-6=0
—2x+3y+6=0

A esta forma de expresar la ecuacion de la recta se le llama ecuacién general de la recta.
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2. Expresa la ecuacion de los lados y las medianas del triangulo ABC, de la Actividad 1, en
la forma general.

Lados Medianas

A Actividad de Cierre

...\‘
L En la secuencias 1 de este sroaue estuviste trabajando con
AC(T\/{C{&C{ 5 la condicién que deben cumplir los puntos que estan en una
il )ctividad Grupal recta en el plano, de esg trabajo se llegd a la definicion de la
Ui recta en el plano cartesiano como:

El lugar geométrico de los puntos en el plano tales que
al tomar dos cualesquiera de ellos, la pendiente del segmento que se define es una
constante.

En esta secuencia iniciamos con un problema en el que se solicita encontrar la ecuacion
de las rectas que contienen los lados de un triangulo; posteriormente se solicita determinar
la ecuacion de las medianas de ese mismo friangulo y después se propone encontrar la
ecuacion de larecta que pasa por dos puntos. En todos los casos se puede observar que una
recta tiene muchas formas (una infinidad) en las que se puede representar algebraicamente.
En esta secuencia nos centramos en varias de esas formas de representacion. Como
veremos mas adelante, en algunos casos la forma de la ecuacion depende de la informacion
que se muestra de manera explicita o bien de los elementos que se conocen de ella y que
permiten encontrar su ecuacion.

Las diferentes formas de la ecuacion de la recta que se vieron en esta secuencia son las
siguientes:

Ecuacién dos puntos: VL — Yai= Y
X — X1 Xy — Xq

Ecuacién punto pendiente: y—y;s =m(x—xq)
Ecuacion pendiente ordenada en el origen 'y = mx + b

Ecuaciéon simétrica

QIR

Yy _
+5=1

Ecuacion general Ax+By+z=0

4 Excepto en los casos en que no esté definida la pendiente, en cuyo caso la condicién de la recta es que la abscisa es constante,
es decir la ecuacién de ese tipo de rectas es de la forma x=k, donde k es un nimero real.
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Secuencia

ddctica 3

Lomite P ua s oo 3 P e

Actividad de Inicio

Fordlelisne y Verpendiciloridod

& Representa graficamente las siguientes parejas de rectas,
se recomienda hacerlo en GeoGebra, si no se tiene
disponible hacerlo en el plano cartesiano correspondiente.

a) 2x +3y -6=0
-4x- 6y + 24 =0
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b) x -2y +4=0
y=3x-3

c) 3+%=1

4x-10y+8=0
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d) y 5X 2
6x + 8y -2 =0

e) y=%x+5

-6x +10y -30=0
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A Desarrollo

Activdad: 1

ws - Actividad de Equipo

f 1. Escribe el nombre del tipo de angulo que se forma entre las parejas de rectas
de los incisos:
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2. Con el uso de GeoGebra determina el valor de los angulos (exacto o aproximado) que se

forman entre cada pareja de rectas.

3. Completa lo que hace falta en la siguiente tabla:

R A Pendiente (expresarla como fraccion en su
ecta Ecuacion T o i
forma mas simplificada)
L, 2x+3y-6=0
L, -4x-6y+24=0
L, x-2y+4=0
L, y=3x -3
I x Y
5 —_4 ==
2 5 !
L, 4x-10y+8=0
2
L7 y = gx -2
L, 6x+8y-24=0
L 5
’ y=—3x +5
L 10 -6x+10y-30=0
X ¥y
L“ 1 ar 5= 1
L -1 _
12 y= > x—3
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4. ,Como son entre si las pendientes de rectas paralelas?

5. ¢{Como son entre si las pendientes de rectas perpendiculares?

lil Actividad Individual ‘- 6. Propon tres parejas de rectas que consideras son paralelas,
y utiliza GeoGebra para verificar si cumplen con tal condicion.

7. Propoén tres parejas de rectas que consideras son perpendiculares, y utiliza GeoGebra
para verificar si cumplen con tal condicion.
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A Actividad de Cierre

Actividod; 2

A Actividad Grupal

LY

/.4 En esta actividad se han propuesto situaciones en las que se promueve la
identificacion de la relacion que hay entre la pendiente de ecuaciones paralelas y
entre la pendiente de rectas perpendiculares.
Como pudiste observar al llenar latabla, la relacién que hay entre pendientes de rectas
paralelas es que son iguales, mientras que las pendientes de rectas perpendiculares

cumplen con que una es el reciproco (inverso multiplicativo) negativa de la otra, esto
es:

Si la recta L, tiene pendiente m, y la recta L, tiene pendiente m,, entonces,
my =mysilyyLy gsonparalelas

1 .
my = — — siLyyL; son perpendiculares

,a},.l 7 1. Para cada una de las siguientes rectas, escribe la
2 Actividad de Equipo 2 3 .
¥ ecuacion de una recta paralela y una recta perpendicular:

Paralela Perpendicular

a) 4x —3y+6=0

b)-5x—7y+2=0

c)x—8y—-3=0
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En los cursos de Cesnetrn cuando se estudia el triangulo, se estudian algunas
rectas notables de dicha figura geométrica como la mediana, la mediatriz y la altura.
En la Secuencia 2 de este ewoque ya tuviste la oportunidad de encontrar la ecuacion
de las medianas del triangulo cuyos vértices son los puntos A=(-2,-1), B=(1,5)y
C=(3,2).

Recuerda que la mediatriz de un segmento es una recta perpendicular al segmento
que pasa por el punto medio de éste.

Mediatriz 6 L3

B

4

3
Punto medio
2

Ademas, en Ceametrn Awolitica la altura de un triangulo es una recta que pasa por
uno de los vértices perpendicular al lado opuesto a éste.

Altura
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2. Encuentra la ecuacion de la mediatriz del lado:

a) AB

3. Encuentra la ecuacion de la altura que pasa por el vértice:

a) A

4. (Como se determina la distancia que hay entre tu mesabanco y la pared que
tienes enfrente en el saldn de clase?

Resuelve problemas con la Recta



En Gesnetro la distancia que hay entre un punto Py una recta L se determina por la
longitud del segmento, perpendicular a la recta, que se forma entre el punto Py un
punto | sobre la recta L, tal como se muestra en la siguiente figura.

l Y
5
P
4
3
2 |
/
. X
]
1 0 1 2 3 4 5 6 i
-1

5. ¢Cuél es valor de la distancia que hay entre el vértice A y la base formada por el
segmento BC?

6. ¢Cudl es valor de la distancia que hay entre el vértice B y la base formada por el
segmento AC?

Matematicas 3
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1. Encuentra el valor del perimetro y el area del cuadrilatero ABCD,
donde A= (-1,-4), B= (5,-2), C= (3,4) y D= (-3,-6).

2. Determina la ecuacion general de las rectas que contienen los lados
del cuadrilatero ABCD.

3. Encuentra la ecuacion de las mediatrices de los segmentos que
forman las caras del cuadrilatero ABCD.

4. ¢(Doénde corta la recta 2x - 3y + 12=0 a los ejes x y y?

Resuelve problemas con la Recta



5. Determina el valor de la pendiente de las siguientes rectas:

a)2x-3y+12=0

b) - 2x - 5y + 10=0

C)-4x+4y-12=0

6. Graficar en un plano cartesiano las rectas del problema 6.

7. Para cada una de las siguientes rectas, encuentra la ecuacién de una recta
paralela y la ecuacion de una recta perpendicular.

a) 6x-3y+14=10

b)-2x-3y-9=0

8. Calcula el valor de la distancia de cada uno de los vértices, del cuadrilatero ABCD
del problema 1, al lado opuesto.
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Auteevaluacion

84

Los problemas y preguntas planteados en esta seccion son de
caracter individual, para hacerse preferentemente en casa y
tienen el propdsito fundamental de proporcionarte elementos de
reflexion para que identifiques lo que has aprendido, lo que aln
te ocasiona dificultades y lo que es necesario reforzar.

Para una mejor estimaciéon de cémo han evolucionado tus aprendizajes, contrasta tus respuestas con los

propositos de aprendizaje presentados en la introduccién al presente BLOQUE. De esta manera te podras
dar cuenta de lo que has aprendido, de lo que aln te cuesta dificultad hacer, de los errores que cometes y
de los temas en los que necesitas estudiar con mayor detenimiento o pedir asesoria, ya sea a tu profesor o
a tus companeros de clase.

En caso de considerarlo necesario, el profesor te podra solicitar los resultados de autoevaluacion.

1. ¢{Qué elementos necesitas conocer para determinar la pendiente de una recta?

2. Describe con tus palabras lo que entiendes por pendiente de una recta.

3. Argumentar, por qué la linea que se muestra en la siguiente figura no es una recta.

Resuelve problemas con la Recta



4. (Cudl es la relacion que existe entre las pendientes de dos rectas que son paralelas?

5. Con la informacion que se presenta en la siguiente figura:

=7

a) Determina el valor de la pendiente de una recta perpendicular a la recta que pasa por Ay B.

b) {£Qué conocimientos de los que aprendiste en este curso pusiste en juego para responder el inciso a)?

5. Encuentrala ecuacion general de la mediatriz del segmento AB del problema 4, y describe el procedimiento
que utilizaste para responder el problema.
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[ Reflexiones generales sobre ¢l BLOQUE &: J

. ¢Qué aspectos o nociones de los aprendidos en los cursos previos (Mateméaticas 1 y Matematicas
2) consideras te fueron de mayor utilidad al trabajar en este BLoQUE?

. ¢Qué aspectos o nociones de los aprendidos en el BLoQUE 1 de este curso consideras te fueron de
mayor utilidad al trabajar en este BLOQUE?

. ¢Qué aspectos del trabajo en equipo consideras que te fueron de mayor utilidad en tu proceso de
aprendizaje?

. ¢Le recomendarfas a tu profesor que siguiera promoviendo el trabajo en equipo? éPor qué?

. ¢Qué conceptos o ideas de las que se trabajaron en este BLOQUE te resultaron mas dificiles de
aprender?

. ¢Utilizaste algun software para resolver los problemas planteados a lo largo de este BLOQUE? ¢éYa
conocias alguno antes de iniciar en este curso, o aprendiste a usarlo a lo largo del BLoQUE?

. Sila respuesta es afirmativa a una de las dos preguntas que se hacen en el punto anterior (6),
¢cudl o cuales son los software que utilizaste?

. ¢Asististe a asesorias para superar las dificultades que tuviste en este BLoQUE?

. ¢Con quién prefieres asesorarte, con tu profesor o con tus companeros de grupo?

Resuelve problemas con la Recta



BLOQUE 3

Resuelve problemas de...

| o Crewferencin

INTRODUCCION:

n este BLOQUE estudiaremos a la circuferancio como lugar geométrico, es decir

como un conjunto de puntos que satisfacen una determinada condicion. Ademas

estableceremos en qué casos podremos construir una circunferencia, por ejemplo
cuantos puntos son necesarios para determinarla y con qué requerimientos.

Otros aspectos que aprenderemos son algunos de los principales elementos relacionados
con las circunferencias, asi como diferentes formas en que podemos representarlas, es decir
mediante una grafica, mediante una expresion algebraica y como pasar de una a otra.

Estos temas seran tratados a lo largo de tres , en las cuales, al igual que en
todas las que conforman este texto, se promueven las competencias relacionadas
con la comunicacion de las ideas matematicas, la resolucion de problemas y el uso de tecnologia.

Es importante, para el desarrollo de dichas competencias que emprendas el estudio de todas
las secuencias con disciplina y entusiasmo. Recuerda que todas las etapas propuestas (trabajo
individual, por equipo y en grupo) son igual de importantes y cada una cumple una funcion en
tu aprendizaje. No olvides el papel que juegan en tu formacion las secciones de problemas y
autoevaluacion.

Matematicas 3 Tiempo asignado: 14 horas



Secuencia

. Didactica 1-

,!_ Actividad de Inicio

| o Cirewterencio

‘_, Depositos de Agua

César esté realizando un proyecto para el organismo
ACH\/{C{QAZ i operador de agua potable del ayuntamiento de Agua
0. Actividad Indvidual Prieta. Previendo el crecimiento poblacional se esta
proyectando la construccién de cuatro depdsitos
de agua, para apoyar la distribucién de agua en la
ciudad, incluyendo nuevas colonias.

Para ello se cuenta con un terreno cuadrado que mide 50 m por cada lado. Si ha proyectado
los cuatro depdsitos iguales, todos con forma de cilindro de base circular y con una altura de
4 m, y se construiran lo mas grande posibles.

a) ¢Cuanto mide el diametro de la base de cada depdsito?

b) ¢Cuanto mide el radio de la base de cada depdsito?

c) Se tiene la opcion de hacer los cuatro depdsitos de agua o hacer uno, de la misma
forma, pero que sea el mas grande que quepa en el terreno, {qué opcion les garantiza
almacenar mas agua?

Si consideramos que se ha optado por la construccién de los cuatro depositos.

d) Un albanil debe dibujar el contorno de la base de uno de los depdsitos, écoémo
sugieres que lo haga”?
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e) ¢Qué tienen en comun todos los puntos del contorno de la base del deposito dibujado A
por el albanil?

f) Dibuja el terreno y el contorno de la base de los depdsitos de agua en un plano
cartesiano, {cuédles son las coordenadas del centro de la base de cada depdsito de
agua?

\_. ¢Reconoces a una circunferencia?

Activdod: L

1. La siguiente figura, ées una circunferencia? Argumenta
.= Actividad Individual tu respuesta

2. Escribe un procedimiento a partir del cual, puedas determinar si una figura es una
circunferencia o no.
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3. Utiliza el procedimiento que describiste en el inciso anterior para verificar cuéles de los
casos siguientes son circunferencias. Si lo consideras necesario, usa el applet Circ1 para
verificar tus respuestas.

o /

4. Investiga cual es la diferencia entre circulo y circunferencia, y explicala aqui brevemente.

5. Explica por qué el instrumento conocido como compas, traza circunferencias.
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Desarrollo

ACthAQA A €, Existenmuchos elementos asociados alacircunferencia,
N aqui analizaremos algunos de ellos. Utiliza el applet circ2
para completar la tabla siguiente

Describe el elemento con
tus palabras

.= Actividad Individual

Diametro

Radio

Tangente

-
S

Secante

Cuerda
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Actividod: 4

w= Actividad Individual

‘_, a) Si el diametro de una circunferencia mide 17 unidades, écudl es la medida del
perimetro?

b) Si el radio de una circunferencia mide 2.5 unidades, écudl es la medida de su area?

c) Si el radio de una circunferencia es a unidades, expresa el perimetro y el area de la
circunferencia en términos de a.

c) ¢Qué relacion existe entre el radio r de una circunferencia y su diametro d ?
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‘.n La geometria analftica permite estudiar el concepto

" de circunferencia desde otro angulo, ya que podemos
AChV(ClQAQ 5 representar el centro de la circunferencia como una
= Actividad Individual pareja ordenada y la medida del radio como distancia

entre dos puntos. En esta actividad analizaremos las
condiciones necesarias para que un punto pertenezca a
una circunferencia.

1. Sea C el punto (2,2). En el plano cartesiano siguiente, grafica 8 puntos que estén a 2
unidades de distancia del punto C.

A
5

\ 4
o
v

Figura 1

2. Todos los puntos cuya distancia al punto C es igual a 2 forman una curva, traza esta curva,
a mano alzada, en la Figura 1.

3. Grafica en la Figura 1 los puntos P (1.4), (L, 1) y (-5, -5

a) ¢(Pertenecen estos puntos a la curva que trazaste? Justifica tu respuesta.

b) ¢Cémo podrias saber silos puntos pertenecen a la curva o no? Justifica tu respuesta.

Matematicas 3
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4. Sea P un punto de coordenadas (x,p). Si queremos saber si el punto P pertenece a la curva
de la Figura 1 tendriamos que verificar que cumple con la condicién que define la curva, es
decir, que su distancia al punto (2,2) es igual a 2, como se ilustra en la Figura 2.

A
5

(xy)

22

Figura 2

Utilizando la férmula de la distancia entre dos puntos que estudiaste en el BLOQUE 1, se
tendria que cumplir la siguiente igualdad ' (x-2)” +(y-2)” =2 0 su equivalente (x-2)? + (y-2)> =2°

5. Considerando la expresion anterior, {qué igualdad tendran que cumplir los puntos (x,y)
para que estén en la circunferencia de radio 3 y centro en (-3,1)?

Actividad de Cierre

b

-

s

En general, si tenemos una circunferencia de radio r con centro
en el punto de coordenadas (h,k), para que el punto P esté sobre
la circunferencia, debe satisfacer la ecuacion (ver Figura 3)

gy /ctividad Grupal

(x.y)

VoW (b=

0 Su equivalente

(x-h)’ + (y-k)* =1’ (D

v

T T T T T
Figura 3
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A la ecuacion (1) se le conoce como la ecuacion ordinaria de la circunferencia de radio ry
centro en (h,k).

En particular, cuando la circunferencia tiene su centro en el origen (0,0) y radio r, la ecuacion
(1) se transforma en
(x-0)*+(y-0)*=r’
que se reduce a
xXyP=r? )

A esta Ultima ecuacion de le conoce como la ecuacion candnica de la circunferencia.

En esta secuencia didactica estuviste estudiando a la circunferencia como el lugar geométrico
de todos los puntos que estan a la misma distancia de otro punto llamado centro. Es decir,
para que un punto pertenezca a una circunferencia se debe de cumplir que la distancia de
ese punto al centro de la circunferencia sea igual a la longitud del radio.

Acfividod: 6

Actividad Individual

\.. 1. Enlista cinco objetos de tu entorno que tengan forma circular.

2. ¢(Cual es la ecuacion ordinaria de la circunferencia que tiene centro en (-4,-2) y radio 47

3. Se tiene una circunferencia con centro en el origen y el extremo de una de sus cuerdas es
el punto (- 6,10). Determina el didmetro de la circunferencia.

4. Sea P un punto de coordenadas (9, 4), épertenece P ala circunferencia (x -6)° +(y- 2)?=137

5. Si los extremos de un diametro de una circunferencia son los puntos 4(-2, 2) y B(1, -3).
¢Cual es la ecuacion de esa circunferencia®?

Matematicas 3
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Secuencia

Didactica 2-

[ 'll_ Actividad de Inicio

£ cuocion %ewera( de o direwtecencio

Asi como en el BLOQUE 2 estudiaste distintas maneras de representar la ecuacion de una

recta, existen también diferentes maneras de expresar

la ecuacién de una circunferencia. La Secuencia 1 de este bloque se dedicé a la ecuacion ordinaria

de una circunferencia. En la presente secuencia se discute la ecuacion general y la relacion
que existe entre una ecuacion y otra.

AC{_ C{ A i \.n 1. ¢(Cuél es la ecuacion de la circunferencia que tiene centro en el punto
maaa: (-3,2) y radio 3?

L= Actividad Individual

2. Desarrolla los binomios al cuadrado e iguala a cero la ecuacion que encontraste en la
pregunta anterior.

l Se dice que dos ecuaciones son equivalentes si representan a la misma curva. '
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3. ¢Las ecuaciones que encontraste en los dos incisos anteriores, son equivalentes? Justifica
tu respuesta

Desarrollo

Ad—t v[ciacl; L LN

Actividad Individual -+ De la ecuacion ordinaria a la general

1. Utillizando el razonamiento de tu respuesta anterior verifica ahora, si la ecuaciéon 1 es
equivalente a la ecuacion 2.

Ecuacion 1: (x-2)> + (y +4)* =16
Ecuacion 2: x? +y? - 4x + 8y +4 =10

Utiliza el siguiente recuadro para contestar
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2. Existe una ecuacion de la circunferencia que es equivalente a la ordinaria y en ocasiones
es conveniente representarla de esta otra manera.

Transformaremos entonces la forma ordinaria, en otra que sea equivalente a ésta:

Si tenemos la ecuacién de una circunferencia en su forma ordinaria:
(x-h)?+@-k’=r

Elevando al cuadrado los binomios e igualando a cero, tenemos:
x2+y?-2hx-2hk-2ky +h’-r =10

que puede escribirse de la forma
x’+y’+Dx+Ey+F=0 ()

donde D=-2h, E=-2ky F=h + I+

A la ecuacion (1) se le conoce como la ecuacion general de la circunferencia.

3. Convierte la ecuacion (x + 4)? + (y-5)° = 5% a su forma general.

Actiided: 3

F A - o
Actividad Individual =+ De la ecuacion general a la ordinaria

1. La siguiente ecuacion x? +3” - 6x + 2y - 3 = 0 se puede identificar como la ecuacion de
una circunferencia, puesto que proviene del desarrollo de la ecuacion ordinaria, pero no se
puede saber de manera directa cuél es el centro y cuél es el radio. Sin embargo si la misma
ecuacion estéa escrita de la siguiente forma:

(-3 +(y+1)=13

Por simple inspeccién se puede identificar que el centro es (3, -1) y el radio VI3 .
En cadaunade las ecuaciones siguientes, identifica el centroy el radio de la circunferencia:
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a (x-4)+(y+8)*=26

b. X*+(p+9)'=20

c. (x-3) +(y+4) =8
2. ¢(Cual es el centro y el radio de la circunferencia x? +y? - 10x -4y + 13 =07
Para dar respuesta a este cuestionamiento, conviene transformar la ecuacion anterior de

la forma general a la ordinaria, para lo cual se tiene que hacer el procedimiento contrario,
es decir como aprendiste en Matematicas 1, completar el trinomio cuadrado perfecto

x?-10x + +y? -4y + +13=0

X2 -10x+25+y’ - dy+4=-13+25+4

Factorizando

(-5 +@-20=16

Entonces la ecuaciéon de la circunferencia x? *y? - I0x - 4y + 13 =0 es equivalente a
(x-5) + (v - 2)? = 16. Por lo tanto:

1. Sucentro tiene coordenadas ( , )

2. Yelvalordesuradioesr=
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Actividad de Cierre

En esta secuencia didéactica, estudiaste las dos formas principales de la ecuacion de la
circunferencia y cémo se transforma una en otra:

Formula Ordinaria

(x-h)’+ (y-k)y’=r?

Donde (x - k) es el centro de la circunferencia y r es el radio

Formula General

X+ y’+Dx+Ey+F=0

Las dos formas de la ecuacion de la circunferencia son igualmente importantes, pero el uso
como herramienta para resolver problemas, de una u otra depende de los datos con los que
se cuenta.

1. Determina la ecuacion general de la circunferencia (x + 2)°+ (y -3)*> =49

2. ¢Cual es el perimetro de la siguiente circunferencia x?+ y’+4x+4y - I1=0

3. ¢Cual es la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A4 (-3, 3)y B (1, 4) y
SuU centro esta sobre larecta 3x -2y -23=07

4. Dadas las dos circunferencias siguientes x 2+ y’+ I0x + 4y + 20 = 0 'y
x 2+ y?+ 10x - 4y - 7= 0 . Determina si son concéntricas.

La Circunferencia



BLOQUE

3
Secuencia

Didactica 3-

,-.‘ Actividad de Inicio

Crternivocin de. w circurterencion,

Cireunterencin dodes wo, des v fres puntes

‘.. Desde que Euclides escribi6 Los Elementos
(aproximadamente 300 A. C.), se sabia que “con
cualquier centro y cualquier distancia se puede trazar
un circulo” (Tercer Postulado). Este es un resultado que
has verificado desde la escuela primaria cada vez que
trazaste una circunferencia con el compas.

Actividod:

Actividad Individual

Esto significa que los dos datos mencionados por Euclides en su obra, determinan una
circunferencia; pero si los datos fueran otros, étambién determinaran una circunferencia®?,
veamos:

1. En el plano cartesiano siguiente, ubica un punto A con las coordenadas que desees

A

/

¢Cuantas circunferencias contiene al punto A? DibUjala (s)
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4 /j 2. Comenta en equipo si tus companeros llegaron a soluciones
=‘,—,\ Actividades de Fquipo similares en la pregunta anterior.

3. LQué es lo que tienen en comun esas circunferencias? Argumenten su respuesta.

4. Para verificar las respuestas anteriores, abran el applet Circ3, activen las casillas de control
C1 hasta C10. {Sus respuestas coinciden con lo que se observa en pantalla?

Desarrollo

ACﬁVlAQA 7_{ \.. En el siguiente plano cartesiano ubica tres puntos A, B
om Actividad Individual y C no colineales

1. Dibuja en el plano a la circunferencia o circunferencias que contienen al mismo tiempo a
dos de los puntos (A con B, Acon Cy B con C).

La Circunferencia



,.}4( Actividades de Equipo j 2. Comenta en equipo si tus companeros llegaron a
11\ soluciones similares de la pregunta anterior.

3. LQueé es lo que tienen en comun las circunferencias que pasan por Ay B? Argumenten
Su respuesta.

4. (Qué es lo que tienen en comun las circunferencias que pasan por Ay C? Argumenten
Su respuesta.

5. {Qué es lo que tienen en comun las circunferencias que pasan por By C? Argumenten
su respuesta.

6. En el applet Circ4, activa las casillas de control C1 a C10, después de la C11 a la C20
y por ultimo las casillas C21 a la C30. é¢Lo que observas en pantalla coincide con lo que
habfas contestado en las preguntas anteriores?

7. {Qué puedes decir acerca de los centros de las circunferencias que pasan por dos
puntos (AyB,AyCoByC)?

Matematicas 3
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N, 1. Enel sigui i i
& : guiente plano cartesiano, ubica tres puntos A, By C
Actividod: 2 e

.= Actividad Individual

Dibuja en el plano cartesiano a la circunferencia o circunferencias que contengan al mismo
tiempo a los puntos A, By C

2. Comenta en equipo la respuesta a la pregunta anterior. ,Coinciden sus respuestas”?

Actividad de Cierre

En esta secuencia diddctica estudiaste algunas condiciones, bajo las cuales una circunferencia
queda determinada.

1. Contesta Falso o Verdadero para cada uno de los siguientes enunciados

a
b
c
d

Ranid

Por los puntos (5, 3) y (-2, 1) pasa una sola circunferencia.
Una circunferencia puede tener radio negativo.

Cinco puntos definen de manera Unica a una circunferencia.
Dos circunferencias son concéntricas si tienen el mismo radio

= = =

2. Completa la siguiente tabla

. ., Numero de circunferencias que cumplan la
Condicion Y
condicion

Con centro en (h, k)

Que pase por dos puntos Ay B
Que pase por tres puntos A, By C
Con diametro AB

Con radio r

La Circunferencia



1.

2.

4.

Dada la ecuacion de la circunferencia (x - 5)° + (y - 3)* = 16 , determina
si dicha circunferencia estd completamente contenida en el primer
cuadrante.

Dadas las rectas x =35 y y = 2, encuentre la ecuacion de una
circunferencia de radio 3 que es tangente a ambas rectas.

Se dice que un punto es exterior a una circunferencia si esta
fuera de ella e interior si esta dentro.

Dada la circunferencia (x - 3)° + (y - 4)* = 36, establece si los puntos
A (-2,-5)y B (-4, 1) son interiores o exteriores. Justifica tu respuesta

¢Cual es la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esta sobre el eje
de las abscisas y que pasa por los dos puntos 4 (1, 3) y B (4, 6)?
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¢Cual es la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el origen y es
tangente alarecta 4x +3y-25=07

Una circunferencia tiene su centro en el origen y r = 3. La ecuacion de una recta
secante a ésta es 2x - y + 3 = 0. Encuentra los puntos de interseccién de la recta con
la circunferencia.

Explica por qué ninguna recta que pase por el punto P(1,-4) puede ser tangente a la
circunferencia (x +3)* + (y +2)* =25

Dadas las dos circunferencias siguientes (x -2)? +(y - 3)? =4y (x-7)’+ @y -1?=9
determine si se cortan entre si.

La Circunferencia



9.  Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos P(3, 1) y O( -3, 5)
y Cuyo centro esta sobre el eje de las abscisas.

10. Grafica tres puntos colineales en el plano cartesiano. ¢Cuantas circunferencias
existen que pasan por estos tres puntos? Justifica tu respuesta.
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Autsevaluacién

El propdsito principal de esta seccién es que hagas
algunas reflexiones sobre lo que has aprendido
y sobre aquello que se te ha dificultado. La
organizacion de esta seccion pretende orientarte
sobre este proceso de reflexion.

En la introduccion al BLOQUE se describe lo que se espera que aprendas; léelo con
detenimiento, luego resuelve los problemas planteados y responde los cuestionamientos
que se hacen enseguida. La idea es que al finalizar toda la seccién de autoevaluacion te des
cuenta de tus avances, errores, dificultades y que puedas identificar aquellos aspectos en
los que consideres necesario solicitar asesoria.

En caso de considerarlo necesario, el profesor te podra solicitar los resultados de
autoevaluacion.

Feblema 1

1. A partir de cada ecuacion, encuentra las coordenadas del centro, el radio y su gréfica

a) x?+y’-13.69=0

b) x2+y’+10x-16y+34.75=10

C) X2+’ -8x+4y+20=0

d) x?+)y’-4dx+6y+34=0
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2. (En todos los casos te fue posible encontrar los elementos asociados a la circunferencia?
Si en algun inciso no te fue posible, argumenta por qué.

Brablema 1.

En la actividad de inicio de este BLOQUE estuviste trabajando con el disefio de Depdsitos
de agua para la ciudad de Agua Prieta, retoma esa situacion para contestar las siguientes
preguntas:

. )

a. Dibujaelterrenoy el contorno de la base de los depdsitos de agua en un plano cartesiano,
écuales son las coordenadas del centro de la base de cada depésito de agua?

b. ¢Qué condicion debe cumplir un punto para estar en el contorno de la base de uno de
los depositos?

c. Determina la ecuacion de la curva que contiene los puntos del contorno de uno de los
depositos.

d. Encuentra las ecuaciones de las otras tres curvas que determinan el contorno de la base
de los otros tres depositos.
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(e. e.Silos encargados del sistema operador de agua quieren optimizar el espacio y desean

construir ademas de los cuatro anteriores otro depoésito de agua con la misma forma y
tamano, y con su centro en el centro del terreno, écual es la ecuacion del contorno de la
base del depdsito si éste debe ser el mas grande que se pueda construir?

Feblema 3.

Se ha construido un arco semicircular, como muestra la figura

1. Sila base del arco mide 6 metros y se han colocado barrotes a cada metro, {Cuanto mide
cada uno de los barrotes?

2. Explica aqui el procedimiento que empleaste para determina la altura de los barrotes.
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P rolo[ew\a 4

Si tenemos la siguiente construccion

En donde se ha fijado un punto Py se han trazado varias cuerdas y a cada cuerda se le ha
trazado el punto medio.

1. ¢(Cuél es el lugar geométrico que forman todos los puntos medios de las cuerdas trazadas
bajo esa condicién?

2. {Qué caracteristicas tiene ese lugar geométrico?

3. ¢Cual sera la longitud de la cuerda mas grande que se pueda trazar de la circunferencia
de la figura?
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[ Reflexiones Generales sobre el BLOQUE 3 ]

1. Si tuvieras que explicar a tus companeros de equipo las ideas que te han quedado sobre los
conceptos siguientes:

a) Circunferencia

b) Elementos de una circunferencia (radio, diametro, cuerda, tangente, secante)
¢) Ecuacion de una circunferencia

d) Condiciones que determinan una circunferencia

¢Te sientes preparado para hacerlo?
¢Con cudles de los conceptos tendrias mayor dificultad al explicarlo?

2. Al resolver problemas en equipo, éte han resultado Utiles las ideas propuestas por tus companeros?

3. Al resolver problemas en equipo, ¢has propuesto ideas a tus companeros para resolverlos?

4. Haz una lista con las nociones que te han resultado mas dificiles de entender y con los problemas
que no has podido resolver.

5. ¢A quién piensas pedir asesoria para superar tus dificultades, en caso de que tengas alguna con este
Bloque?

6. ¢Puedes usar algun software matematico para ayudarte con las gréficas que aparecieron en este
bloque? ¢Cuél? ¢Dénde aprendiste a usarlo?
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INTRODUCCION:

a elipse, una curva que pertenece a la familia de las llamadas secciones conicas,

ha sido estudiada desde la antigliedad. Por ejemplo, Apolonio de Pérgamo, quien

vivio entre el 262 y 160, aproximadamente, antes de la era cristiana, escribié una obra
cuyo titulo en castellano es Las Conicas, en el que presenta un tratamiento riguroso de la elipse
y otras curvas.

En este BLOQUE se te propone una guia, a traves de Atividodes, para que estudies elementos
y propiedades elementales de la elipse. Se te estaran proponiendo Actiidedes y planteando
preguntas, orientadas hacia el objetivo mencionado, para que, en conjunto con tus companeros,
se inicien en el estudio de esta importante curva. Es muy importante que trabajes en todas las
Actividades y que trates de ir estructurando los conocimientos que iras generando o investigando,
pues el estudio de esta curva, sera fundamental para la comprension de muchas situaciones
geométricas y matematicas en general. Estas recomendaciones adquieren mas sentido si tomas
en cuenta que probablemente ésta es la primera vez en tu formacion que estudias esta curva.

Matematicas 3 Tiempo asignado: 12 horas




Secuencia

Diddctica1-

)

") Actividad de Inicio

| a dugge 0 wiestre olrededsr

AChV(AQA: i Z Analiza y comenta con tus companeros la forma de la trayectoria de
ws_ Actividad de Equipo los planetas...

Figura 1

... 0 la sombra de una esfera al iluminarla, bajo un determinado angulo, con una linterna cercana. ..

Figura 2
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... 0 sobre un tipo muy especial de mesa de billar...

Figura 3

. 0 sobre un tratamiento médico moderno (litotricia, del griego lithos, piedra y del latin
terere, triturar) para la eliminacion de calculos renales. ..

..I ; \j\\'\-: Ekectrmila

oy

Litotricia extracorporea

Las ondas de choque pueden fracturar
los calculos renales

Figura 4
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...0lacurva que se obtiene al intersecar un cono circular recto con un plano en un determinado

angulo. ..

~

<{

=

~

Figura 5

... 0 de la curva que Hypatia de Alejandria traza en una secuencia de la pelicula Agora

(http://vimeo.com/35929373). ..

Figura 6

... e identifica el lugar geomeétrico involucrado y algunas de sus propiedades y elementos.

¢Puedes identificar alguna curva comun en los cinco casos presentados?

La Elipse



Existe una razén por la que la forma de la sombra que aparece en la Figura 2 y la forma
del corte que aparece en la Figura 5 son iguales. ¢Puedes tu decir cuél es esta razon?
Discutelo con tus companeros y con tu profesor.

¢Hay alguna similitud entre ellas y la curva que se muestra en la Figura 77

Figura 7

Activdod: 1

ws_ Actividad de Equipo

7 _ ;
.[ Ahora analiza con tus comparneros la forma de algunas
figuras, como una pelota de futbol americano...

Figura 8

... 0oun huevo...

Figura 9

N J
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... 0 la plaza de San Pedro, en el Vaticano...

Figura 10

... y analiza y discute con tus companeros de grupo acerca de las similitudes y diferencias
entre las propiedades geométricas de estas curvas y las de aquellas presentadas en la

Actividod 1.

¢Qué similitudes encuentras?

¢Qué diferencias?

£ Actividad de Cierre
-
AC“V{C&QA‘\ 3 2 Lacurva comin que aparece en las Figuras de 1 a5 es
e Actividad de Equipo una curva muy importante por sus propiedades geométricas

y por sus aplicaciones. Esta curva se llama ELIPSE.

Observa con detenimiento la curva que se traza en la Figura
6. Sise te pide atiyaun grupo de amigos tuyos que tracen en el patio de tu escuela una
curva como la mostrada équé material solicitarias?
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¢Qué consideraciones tendrias que hacer antes de iniciar el trazo?

¢(Coémo procederfas?

La curva que obtendréas se llama elipse.

Si se te pide que hagas el trazo de esa curva en el pizarrén de tu saldon, {qué material
necesitarias?

¢{Cobmo procederias?

Nuevamente, la curva que obtendréas se llama elipse.

A continuacion se te plantea la pregunta central de esta fase del bloque; es muy
importante que intentes contestarla primero tl sélo. Después compara tu respuesta con la
de tus companeros y consulten con el profesor.

A partir del procedimiento seguido para construir una elipse (ya sea el seguido por
Hypathia en la Figura 6, o el que seguirian tl y tus companeros para trazar una elipse en el
patio o en el pizarron) {como se define una elipse? Es decir, {qué propiedades tienen todos
y cada uno de los puntos que estan sobre una elipse?

Escribe aqui tu respuesta:

Una elipse es:

O bien, si prefieres, describe la propiedad que tienen los puntos de una elipse:

Los puntos sobre una elipse tiene la propiedad de que
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T J.”\ Actividad de Inicio

s

AC{W{A&A\ i .[ En esta Activided reforzaras, apoyado en un recurso tecnologico, el
s, Actividad de Equipo concepto del lugar geométrico llamado elipse que empezaste a estudiar
en las Actividedes anteriores de este BLOQUE.

Abre el applet Elipse1; encontraras una imagen similar a la que se muestra en la Figura 11.

s N

Figura 11

Este applet se ha construido de la siguiente manera.
Primero se ha escogido el segmento AA4’, de 10 unidades de longitud, y se ha marcado su punto medio,

0. Luego se ha escogido un punto, F, y se ha construido su simétrico, F’, con respecto a 0. Desliza el
punto F'y observa lo que ocurre con la figura.
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En la parte superior derecha aparece un deslizador, r, cuyo valor varia entre 0 y 10 (que
es la longitud del segmento AA4”). El circulo C1 tiene centro en F'y radio ry el circulo C2
tiene centro en F’y radio 10 - r. Desliza el valor de ry observa cémo cambia la figura. Los
puntos Py P’ se obtienen intersecando los circulos C1 'y C2. Finalmente, la curva E se ha
obtenido trazando el lugar geométrico de P al deslizar r.

Observa la relacion que existe entre las longitudes de los segmentos PF'y PF”.
Ahora, desliza el valor de r y contesta las siguientes preguntas:

{Cuél es el valor de | PF|+|PF’|?

¢{Depende esta suma del valor de r?

¢{Porqué?

Lacurva E que se genera étiene alguna similitud con las imagenes presentadas anteriormente”?

A partir de las observaciones que has realizado en esta A«tividod, contesta una vez mas:

Los puntos sobre una elipse tienen la propiedad de que

Activdod: 1

s Actividad de Equipo < Ahora que has generado ideas acerca de lo que es una
elipse, es importante que desarrolles criterios para decidir
cuando una curva no es una elipse.

Para empezar, debe estar claro que una elipse es una curva cerrada; asi, curvas como
las que se muestran en la Figura 12 no son elipses.

NIV

Figura 12
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Pero, obviamente, no toda curva cerrada es una elipse.

Analiza y discute con tus compafieros de equipo como se puede decidir si una curva
cerrada es o no una elipse. Escribe enseguida las conclusiones a las que hayan llegado.

Utilizando los argumentos que han elaborado, digan cual, o cuales, de las curvas que se
muestran en la Figura 13 son elipses y cuéles no. Justifiquen sus repuestas.

a N

(0)
©

Figura 13

CEs elipse?

Si No Justificacion

Figura

La Elipse



Q_ Desarrollo

A’Ct A C{ 3 \.. Existen muchos métodos para trazar elipses; algunos
Maaa; de ellos fueron inventados incluso antes de la era cristiana.
wa Actividad Individual En esta Activided trabajaras sobre un método basado en lo
que podrfamos llamar “papiroflexia”.

1. Enuna hoja en blanco, de preferencia transparente:

a) Con un compés, traza una circunferencia de radio igual a 9 em. y denota el centro
de la misma con la letra A.

b) Traza otro punto B en el interior de la circunferencia.

c) Traza un punto P cualquiera sobre la circunferencia y los segmentos AP (radio) y
BP.

d) Dobla el papel de tal modo que el doblez coincida con la mediatriz del segmento BP
(ver recta punteada en la Figura 14).

e) Llama Q@ al punto de interseccion del doblez con el segmento AP.

J

Figura 14 Figura 15

f) Toma otro punto sobre la circunferencia y llamalo P,. Repite los pasos desde a)
hasta e), para localizar un nuevo punto @, (Figura 15)

g) Traza los puntos suficientes (arriba y abajo de 4B) Q, Q,, Q,, etc., hasta que los
puntos te sugieran alguna curva.

h) ¢De qué curva se trata y qué nombres les asignarias a los puntos A y B? Explica.
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2. Si se toma un punto @ cualquiera de los que se ha trazado mediante el doblado de
papel (ver Figura 16), entonces:

-~

Figura 16

a) Para este punto @ se tiene que @B = QP. Explica a qué se debe esta igualdad.

b) Cuando el punto P recorre la circunferencia, ¢(4AQ + QB varia o es constante?
Justifica tu respuesta.

c) Explica de nuevo qué tipo de curva describe el punto @, cuando P se mueve sobre
la circunferencia y a qué consideras que se debe.
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Actividad de Cierre

ACthAQC{ 4 ’n Con base en ideas intuitivas y en lo que hasta este punto
. se ha estudiado, intenta identificar los elementos de una

elipse que se indican en la Figura 17. Si no estas seguro
de alguno(s) de los nombres, investigalo por tu cuenta. Es
importante que te familiarices con estos elementos y con
sus definiciones para que puedas proceder con las Actividodes de la Secuencias siguientes.

Actividad Individual

/ N\
LA ELIPSE

Q

Figura 17

J3 Y|

CENIIN

AA’
BB’
cc’
DD’
EE'
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A L & En esta etapa vas a analizar algunas situaciones y a contestar algunas
lak preguntas que te permitiran obtener una importante y Util relacion entre los
parametros de una elipse.

Primero es conveniente que te familiarices con la notacion que se
describe a continuacion.

d Individual

En una elipse se acostumbra denotar la distancia del centro de la elipse a uno de sus vértices con
a; es decir, |OA|= a. Ver Figura 18.

- N\

Contesta las siguientes preguntas:
Si |0A|=a, icuél es el valor de |0A4']?

¢Cual es la longitud del semieje mayor de una elipse?

¢Cuél es la longitud del eje mayor de una elipse?

J

Figura 18

De igual manera se acostumbra denotar a la distancia entre el centro y el punto B con b; es decir, en
la Figura 19 se tiene que |OB|=b.

"\ Contesta las siguientes preguntas:
Si |OB|=b, icuél es el valor de |OB'|?

¢Por qué?

¢Cuél es la longitud del semieje menor de una elipse?

¢Cuél es la longitud del eje menor de una elipse?

Figura 19
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* Finalmente, la distancia entre el origen Oy [~
uno de los focos se denota tradicionalmente
con la letra ¢; es decir, |OF,|=c.

Ver Figura 20.

Los nimeros a, by ¢ son los parametros de la
elipse. Pero, de hecho, no son independientes;
existe una relaciébn muy importante entre ellos

que puedes descubrir teniendo presente la B’
propiedad que tienen los puntos de una elipse. S )
Recuerda que esta propiedad es: Figura 20

La suma de las distancias de cada punto de la elipse a los focos es constante.

s N
» P
|
P
N )

Figura21  Enuna elipse se satisface | PF|+|PF'| = constante

Tomando en cuenta que esta propiedad se cumple independientemente de la posicién
del punto P sobre la elipse contesta la siguiente pregunta:

¢Como expresarias esta constante en términos de a? (Sugerencia: Coloca P en uno de

los vértices de la elipse)

Tu respuesta a la pregunta anterior nos permite concluir que cuando el punto P coincide
con uno de los extremos del semieje menor, digamos con B, entonces se tiene el siguiente
esquema:

s N

Figura 22

Matematicas 3 127



¢Estas de acuerdo con la afirmacion anterior?

¢Por qué si? o épor qué no?

De la Figura 22 se obtiene la relacion entre los parametros de la elipse.

Contesta lo siguiente:
La relacion que existe entre los valores a, by ¢ es

Contesta las siguientes preguntas.
a) ¢Es posible trazar una elipse paralaquea=5y b =3?
b) ¢ Es posible trazar una elipse paralaque b=5yc=12.
c) ¢Puedes construir una elipse paralaquea=17yb =9y c=15?
¢Por que?
d) ¢Y quétal una elipse paralaquea=5y b =157
¢Qué dicen tus companeros de este caso? &Y tu profesor?

Tal vez no sea necesario decirlo, pero debes observar, y recordar, que, de los tres parametros,
a, by ¢, siempre ocurre que a es el mayor.

-

! Desarrollo

\

A Ct— 5 A Ci 2— = Las Activdades anteriorment.ej desarrollac%as te han
maod; preparado para obtener la ecuacion de una elipse y para
wa Actividad Individual resolver problemas relacionados con elipses.
" N\
x
Px,y)

Ahora necesitaras trabajar en un
sistema de coordenadas sobre el que
debes elegir dos puntos, que seran los
focos de elipse. Por conveniencia, en
esta etapa toma los focos sobre el eje
X y colécalos de manera simétrica con
respecto al origen, como se muestra en
la Figura 23.

Figura 23
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Como se establecié anteriormente, la distancia del centro a cada foco es ¢. Con base en
esta informacion, ¢(Cuales son las coordenadas de los focos? F,(__, ), F(__, ).

Si P(x,y) denota un punto arbitrario sobre la elipse (ver Figura 20), entonces, por
definicion se tiene que:

|PF,| + |PF,| =2a

Ahora contesta las preguntas siguientes:
¢Cbémo se calcula (es decir, cual es la férmula para calcular) la distancia de P a F,?

|PF,|=

¢Coémo se calcula la distancia de P a FZ?
|PF2| =

¢Qué ecuacion obtienes si sustituyes las dos distancias en la formula (1)?

AC{— Ck Ci 3 ‘.n Para llevar a cabo esta Activided debes a) usar
\al¢ak adecuadamente la férmula para elevar un binomio al

L= Actividad Individual

cuadrado, b) estar atento al proceso de agrupar términos
semejantes y ¢) usar la relacion entre los parametros de la
elipse que obtuviste en la Activdad | de esta secuencia.

Mediante operaciones algebraicas, transforma la expresidon que obtuviste en la Ultima
respuesta en la forma siguiente:

Antes de continuar, es conveniente hacer algunos comentarios:

1) Laecuacion (2) se llama forma candnica de la ecuacion de la elipse.

2) ...bueno, de hecho, el nombre es un poquito mas largo: se llama “forma candnica de
la ecuacion de la elipse con centro en el origen y eje focal horizontal’.

3) Algunas veces a la forma candnica se le llama forma estandar.

4) Observa la relacion en la que aparecen las variables x y y y los parametros a y b,
respectivamente, en la férmula (2). En particular, observa que en la primera fraccion
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en el lado izquierdo de (2) (es decir, en x¥a?) aparecen el parametro a (longitud
del semieje mayor) y la variable x (que “se mueve” en la direccion horizontal). Sera
conveniente que consideres este dato como una indicacion de la posicion de la
elipse cuya ecuacion es (2), en el sentido de que su eje mayor es horizontal, en este
caso.

5) Enla secuencia didactica siguiente estudiaras otra forma de representar la elipse y
analizaras la manera de convertir una forma en la otra. De igual manera estudiaras
la ecuacion de la elipse con un poco mas de generalidad.

Aﬁﬁ\/{iac\: A’ 7 Si una elipse tiene por ecuacion

we Actividad de Equipo
L

1691

Contesta las siguientes preguntas
a) Las coordenadas del centro son:

b) Elvalorde a?es:
) Elvalorde b’ es:
d) Elvalordeaes:
) Elvalordebes:
f)  Elvalorde ¢?es:
g) Elvalordeces:
h) Las coordenadas de los focosson F,(__, )y F,(__, )

) Las coordenadas de los vérticesson A,(___, )y A,(__, )
i)  Enelplano cartesiano siguiente traza un bosquejo de la gréafica de la elipse.

YA
\ | [ L, \ \ | |
S e e E e e o o o 5 = = o & e o
\ I [ | \ \ | I
\ | [ I \ \ | |
e e e Tl e e e
\ I [ | \ \ | |
I | [ I I I | |
S do s doocaobao ol o d s o e = =l
\ | [ | \ \ | |
\ I \ - \ \ w \ x
' S S R PN R R S G
| | \ | \ I | I
S S U (R TRl S IR U I D
| | I | | | | I
I \ [ | | | | \
S IO N (R M3 N IV DN N I
! I I I N I I I I
\ I [ | \ \ | I
I I I I -3 I I I I
T T e e e
! \ ! \ ! ! ! !
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Actividad de Cierre

AChV{A&Cl‘ 5 Z En la Actiidad 3 obtuviste gue la ecuacion de una
s~ Actividad de Equipo elipse con focos en (- ¢, 0) y (c, 0) es

x ¥y

!

En esta ecuacion hay dos parametros que deben ser determinados: a y b. Entonces, para
determinar la ecuacion de una elipse como la anterior debes tener dos datos consistentes.

Considera el siguiente caso.

i) Una elipse con centro en el origen y eje focal horizontal pasa por los puntos
P(-2,3) y 04, 0).

ii) Sustituye las coordenadas del punto P en la ecuacion (2) de la elipse; es decir,
sustituye x por -2 y y por 3. Obtendras entonces una ecuacion en la que las
incégnitas son los parametros a 'y b.

¢Qué ecuacion es ésta?

iii) Sustituye ahora en la ecuacion (2) las coordenadas de Q.

¢Qué ecuacion obtienes?

Las ecuaciones que obtuviste en los pasos i) y iii) forman un sistema de
ecuaciones en el que las incoégnitas, a@ y b, aparecen ambas elevadas al cuadrado.

iv) Para facilitarte la solucidon de este sistema de ecuaciones se te recomienda

hacer al cambio de variables siguiente: , _ 1, _ 1
u a2 \4 b2

Reescribe tu sistema de ecuaciones en términos de u y de v y obtendras un
sistema de ecuaciones lineales.

v) Ahora resuelve el sistema de dos ecuaciones que obtuviste.
Escribe los valores de u y de v: u= V=

vi) Ahora escribe los valores de a?y de b*  a’= b=

vii) Escribe la ecuacion buscada de la elipse:

viii) Los focos son  ( : )y ( : )

Los vértices son ( , )y ( , )
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ix) Dibuja la grafica de la elipse en el sistema de coordenadas siguiente.

Activdod: b

a Actividad Individual

‘_, Encuentra la ecuacion de la elipse que tiene las
propiedades indicadas. En todos los casos se trata de una
elipse con centro en (0, 0) y con eje focal sobre el eje x.

a) Unfocoen (2, 0) y un vértice en (3, 0);
b) Uno de los vértices dista 8 de un foco y 18 del otro.
c) Pasa por el punto (2, 1) y su eje menor mide 4.

Activdod; 7

= Actividad Individual

)}

-« Para cada una de las siguientes ecuaciones encuentra
las coordenadas de los focos, las coordenadas de los
vértices, las longitudes de los semiejes, y dibuja la gréfica.

a) ;

X ¥ X Y
+-—=1 9—+4——1

La Elipse



A’Ct A Cl g ‘- Encuentra la ecuaciéon de cada una de las elipses
\[faleray cuyas gréaficas se muestran en la Figura 24.
.= Actividad Individual

~
)y
483 Ay
‘ /\ ‘ /m‘
b) c)
)

Figura 24

\.n En la Activided 2 de la Secuencia 2 investigaste los

nombres de los elementos geométricos de una elipse, que
se muestran en la Figura 17. En particular encontraste que
la cuerda EE' se llama lado recto.

Actividod: 9

. Actividad Individual

De hecho la elipse tiene dos lados rectos; son las
cuerdas focales perpendiculares al eje mayor de la elipse. En esta Actividod se te pide que
encuentres la longitud del lado recto, que se denota con LR.

i) De la ecuacion (2), despeja la variable y; escribe tu respuesta:

i) Ahora, en la expresion que encontraste, sustituye el valor x = ¢, y de tu respuesta
concluye que la longitud del lado corto de la elipse es

_ 2

a

LR

iif) Usando la férmula anterior, calcula la longitud del lado recto de cada una de las
elipses de la Figura 21.
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[in ecuocin de o aligsa - ol consich

AC{T\/LC\&C{; i j En la Secuencia 3 obtuviste la ecuacion de la elipse que tiene centro

s~ Actividad de Equipo en el origen y cuyo eje focal esta sobre el eje x; ésta es la ecuacion (2) que

obtuviste en la Activided 1 de la Secuencia 3. Y todas las Actividedes que

has realizado hasta ahora han tenido que ver con elipses de ese tipo. Pero

la posicién de una elipse con respecto al sistema de coordenadas elegido

también puede ser vertical (Figura 25(a)), o incluso inclinada (Figura 25(b)) o tener su centro en un punto
distinto del origen (Figura 25(c)).

>
>

Figura 25

El caso representado en la Figura 25(b) no seré tratado en este Médulo. Este caso de la elipse se
estudia en cursos avanzados de geometria analitica. Sin embargo, observa que en todos los casos, el
sentido geométrico de los parametros a, by ¢ es el mismo, y la relacion entre ellos (a? = b? + ¢?) se mantiene.

134 La Elipse




Activdod: L

Actividad Individual

Figura 26

Q - .
=+ Puedes obtener la ecuacion de la elipse en los casos

(@) y (c) mostrados en la Figura 25 siguiendo exactamente
el mismo procedimiento que usaste en el Actividad 1 de
la Secuencia 3..

Considera, por ejemplo, de la elipse mostrada en la Figura 27...

~

P(x,y)

Figura 27

... en la que se muestra un punto genérico, P(x, y), y contesta las siguientes preguntas:
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¢Cuales son las coordenadas del centro? C =

¢Cudles son las coordenadas de F,? F, =
¢Cudles son las coordenadas de F,? F,=
¢Cudl es la distancia de Pa F,? |PF,| =
¢Cudl es la distancia de P a F,? | PF,| =

Ahora sustituye la informacion que has obtenido en la definicion de elipse,
|PF,| + |PF,| = 2a,

y realiza las operaciones algebraicas y las sustituciones que sean necesarias para que
concluyas que la ecuacion de la elipse con centro en el punto C (h, k) y eje focal paralelo al
eje x es:

G0 G-R_

a’ b’

La ecuacion (3) se llama forma candnica de la ecuacion de una elipse horizontal.

‘d Siguiendo exactamente el mismo procedimiento que en

la Actividod 1 de la Secuencia 4, deduce que la forma
canodnica de la ecuacion de una elipse con centro en el
origen con eje focal sobre el eje y es:

Activdod: 2

.= Actividad Individual

Px,y

%%
n~|‘
i
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Actividad de Cierre

‘.: Finalmente, siguiendo los mismos pasos que en la
Aetiidad 1 de esta Secuencia diddctica, deduce que la
forma canénica de la ecuacion de una elipse con centro
en el punto C (h, k) y con eje focal paralelo al eje de las y

Activdod: 4

.= Actividad Individual

es:
C N
y
A
x-h)? (y-k?’ P(x,y)
b? a? =1
k+ - =
1
0 h *
N J
A‘ChV{A&A\ 5 “Z La forma canénica de la ecuacién de la elipse tiene
s, Actividad de Equipo la ventaja de que, “con sdélo mirar” la ecuacion, puedes

hacerte una idea de como es la gréfica de la elipse; es
decir, puedes ver

a) Sisucentro C esta en el origen de coordenadas o en un punto distinto.
b) Sila elipse es vertical u horizontal.
c) Eltamano de los ejes.

Para reforzar esta observacion, se te presenta la tabla siguiente que resume, en forma
grafica y simbdlica, las ideas analiticas de lo que has estudiado hasta este punto.
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2%

%<
i

x ¥

(x-h)? (y-k?
» T =

=1 R

(x-hy’
bZ

X

G-k _

a2

Tabla1 La ecuacion de la elipse en forma candnica

Actiidod: 6

/)
2 Contesta lo siguiente:
ws - Actividad de Equipo

uno de sus vértices es V (5, 4).
a) Escribe la forma candnica de la ecuacion.

b) Traza la grafica de la elipse.

i,
elipse mide 8 unidades.

a) Escribe la forma candnica de la ecuacion.

b) Traza la grafica de la elipse.

Una elipse tiene centro en el punto C (2, 4) uno de sus focos es el punto F,(4, 4) y

Los focos de una elipse son los puntos F,(3, -2) y F,(3, 4) y el eje mayor de la

La Elipse




BLOQUE

Secuenc

Didactica

R
En muchas ocasiones, por consideraciones analiticas, es conveniente representar la ecuacion de la

elipse en una forma llamada forma general. La forma general se obtiene de la respectiva forma canénica
mediante manipulaciones algebraicas, como exploraras en la siguiente actividad.

|_a ecuocien e_ a

~ - ’ / . . .
Ch\/{C{&C&\ i / Considera el caso de la una elipse vertical con centro fuera del
e Actividad de Equipo origen. La ecuaciéon candnica es
-0 (y-k?
¥ e - 1

Realiza las operaciones que se te indican a continuacion:

a) Expresala suma de las dos fracciones en el lado izquierdo como una sola fraccion y escribe lo
que obtienes:

b) Multiplica ambos lados de la ecuacién que obtuviste en el paso a) por el denominador de la
fraccion en el lado izquierdo; escribe lo que obtuviste:

c) Enellado izquierdo de la ecuacién que obtuviste en b) desarrolla los dos binomios, multiplicalos
por el correspondiente coeficiente y agrupa los términos semejantes; debes obtener una
ecuacion de laforma Ax? + By? + Dx + Ey + F = 0. Esta se llama forma general de la ecuacién
de la elipse. Contesta lo siguiente:

d) éCdémo expresas cada uno de los coeficientes en la forma general en términos de a, b, h y k?

A= , B= , D= p I9E V= o
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Antes de terminar esta A«tividod es conveniente que observes la siguiente propiedad de
la ecuacién general de la elipse (ojo: no estamos hablando aqui de la elipse como curva,
sino de la ecuacién que la representa):

En la ecuacion general de la elipse, Ax> + By’ + Dx + Ey + F = 0 los coeficientes
Ay B tienen las siguientes caracteristicas:

a) ninguno de ellos es cero, (A # 0, B # 0);
b) ambos son del mismo signo (A x B>0),y
c) son distintos uno del otro (4 # B).

También es importante aclarar que no toda ecuacion que satisfaga estas propiedades
representa una elipse; por ejemplo, en la ecuacion 4x? + 9y? = - 1, los coeficientes 4 =4y
B =9 satisfacen las tres condiciones descritas, pero la ecuacion no representa una elipse.
¢{Puedes decir por qué?

l Desarrollo
r L

Activdod: L

ws Actividad de Equipo

f Contesta lo siguiente:

Una elipse tiene centro en el origen, uno de sus focos es el punto F (4, 0) y uno de
sus vertices es V,(5, 0)

a) Escribe la forma canonica de la ecuacion.
b) Escribe la forma general.
c) Traza la gréafica de la elipse.

ii. Los focos de una elipse son los puntos F (1, -1) y F,(1, 3) y el eje menor de la
elipse mide 2 unidades.

a) Escribe la forma candnica de la ecuacion.
b) Escribe la forma general;.
c) Traza la grafica de la elipse.

La Elipse



ACWAQA: 2 A Cuando la ecuacion de una elipse est4 dada en forma
\m Actividad Individual general, los elementos de la elipse estan un poco ocultos
en la ecuacion. Para poder determinarlos es necesario,
mediante un proceso algebraico, convertir la forma
general dada a la forma candnica para, asi, poder leer
los elementos geométricos de la elipse.

Lee con detenimiento el ejemplo siguiente.

Considera una elipse cuya ecuacion general es 9x? + 4)? + 36x + 24y + 36 = 0. Si te
piden que encuentres el centro, los focos, los vértices y que traces la gréfica, debes proceder
de la manera siguiente.

i.  Seresta 36 en ambos lados de la ecuacion: 9x? + 4)? + 36x + 24y = - 36;
i.  Enellado izquierdo se reacomodan los términos: 9x? + 36x + 4y? + 24y = - 36,
iil. Se realizan factorizaciones de modo tal que los coeficientes de x? y de y? sean 1
(Uno): 9(x? + 4x) + 4(y* + 6y) = - 36;
iv. En las expresiones entre paréntesis se completan trinomios cuadrados perfectos:
9> +4x+4) +4(07 + 6y +9)=-36+36 + 36,

v.  Sesimplifica: 9(x +2)? + 4(y + 3)? = 36;
vi. Se dividen ambos lados de la ecuacion entre 36 (el nimero que queda a la derecha),
para conseguir que el lado derecho sea 1 (con en las formas candnicas):

9x+2)? 4y +3)
+ =1
36 36

Vi, Finalmente, se simplifican los coeficientes en el lado derecho:

(x+2? @y+3)¢
7 T 9 =1

Ya esta. Ahora sélo debes observar que la

ecuacion que se obtuvo coincide con la del [~ )
tercero de los casos mostrados en la Tabla 1 de la A
Secuencia anterior. Por tanto, se trata de una elipse
vertical con centro en el punto C = (h, k) = (-2, -3). > .
De le ecuacion se ve que a> = 9y que b* = 4; asi
quec’=a’-b*=9-4=5.
De modoquea=3,b=2yc=\/5. Como la
elipse es vertical, entonces los vértices son los i i
puntos:
VI =(h, k+a) =('2’ 0) y V2= (h) k'a) =('2) '6)-
Los focos son:
F,=(hk+c¢)=(-2-3+5)=(-2,-0.8)y
F,=(hk-c)=(-2-3-N5)=(-2,-52). \_ J

La grafica se muestra en la Figura 28. Figura 28
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Actividad de Cierre

ACH\/KAQAQ 4’ ‘.. Para cada una de las elipses siguientes,

i Actividad Indvidual representadas algebraicamente en forma general, haz
lo siguiente:

scribela en forma candnica.

ncuentra los valores de los parametros a, b y c.
c) Encuentra las coordenadas del centro.

d) Encuentra las coordenadas de los focos.

e) Encuentra las coordenadas de los vértices.

f) Traza la gréfica.

a

)
b)

m M m rm

) 9P+ 16y -144=0

iy 9+ 18x+4y’+16y-11=0

i) 16x7+ 257 -400=0

V) 4P+’ -24x+4y+36=10

V) 16X +4y* +48x-32y+36=10
Vi)  4x?+ 257+ 20x - 150y + 150 =0
vi) X2+4y?-2x+8y+1=0

vii) X2+ 9?-10x+16=10
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. Secuencio W&

: DIdaCtICG b- %

"_ﬁ_ Actividad de Inicio

Pro{?(aclaclas %Mﬁws de I al(\%a

AC“V\A&A; i ‘- Como puedes intuir, las magnitudes de los parametros de una elipse
vm Actividad Individual determinan qué tan “alargada” es una elipse. En esta Actividod trabajaras
sobre la construccion del concepto de excentricidad.

Observa, para empezar, que la palabra misma, excentricidad, insinla algo asi como la separacion con
respecto a un centro. En una elipse, sabemos que la separacion de cada foco con respecto al centro es
un nUmero que se denota con c.

Para apoyarte en la construccion del concepto de excentricidad, abre el applet Elipse2; encontraras
una imagen como la que se muestra en la Figura 29.

4 2\
OF=2.1
o 5 R OA =4 (Fijo) OF=2.1
excentricidad = 0.53 = i
OA
(S J

Figura 29

El semieje mayor de la elipse que aparece en el applet tiene longitud 4. El foco F(c, 0) se puede mover
con el deslizador. El valor de la excentricidad que aparece debajo del deslizador se obtiene dividiendo el
valor de ¢ (=1]0C]| ) entre el valor de a (=|0A4|)

Apoyandote en el applet Elipse2 escribe la manera en la que se define la excentricidad, en términos de
los parametros a y c:

Excentricidad =
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Comenta con tus companeros tu respuesta y analiza la que ellos han propuesto.
Con base en las exploraciones geométricas que has hecho con el applet Elipse2, contesta
las siguientes preguntas:

a) ¢Cual es el menor valor posible para la excentricidad?
b) ¢Qué forma adquiere la elipse cuya excentricidad tiene este valor minimo posible?
c) ¢Cual es el maximo valor posible para la excentricidad?

E&

¢{Queé forma adquiere la elipse cuya excentricidad tiene este valor maximo posible?

*_ Desarrollo

ACh\/(AQA‘, 2, Z El concepto de excentricidad que has desarrollado en
ws Actividad de Equipo la Actividod anterior puede también describirse como una
medida de la deformacién de una circunferencia.

Para analizar el sentido de esta afirmacién, realiza la siguiente actividad.
1) En el plano cartesiano siguiente se ha graficado una circunferencia de radio 4,

centrada en el origen y se han trazado algunos segmentos verticales que unen al eje
de las abscisas con la circunferencia.

(. )

A Y

y
\
7
7
e

o\

+

&

&
o N

)

— ,—

Figura 30
a) Utiliza una hoja de tu cuaderno para trazar el punto medio de cada segmento vertical

(como se ilustra en la Figura 30 con el segmento AB). Explica por qué el punto
trazado de esta manera, es el punto medio del segmento AB.

La Elipse



b) Traza a mano alzada, la curva sugerida por los puntos medios trazados. {Qué curva
sera ésta?, {como podrias confirmar tu respuesta?

c) Como la ecuacién de la circunferencia es x* + y?> = 16, entonces y = V16 - x* y
cuando x = 2, la ordenada del punto D es y =\ 16 - 22 = 12 (ver Figura 31)

( )

AY

D2,\16-2%)

Figura 31

d) Entonces la ordenada del punto medio de DC, denotado como E en la Figura 31,
sera y = 16 - 22 ¢Por qué?

e) Y en general, sixes un nimero entre -4 y 4, tendremos:

( v A

0(2,V16-x*)

Figura 32
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Entonces, cuando el punto P se mueve sobre el eje X, el punto R tendra las
coordenadas: (x, %\/16 -x?), estoes, suordenada sera siempre y = %\/16 -x2. Eleva
al cuadrado esta Ultima ecuacion y simplificala.

Compara la ecuacion simplificada que obtuviste en el inciso anterior, con la ecuacion
de la circunferencia: x? +y? = 16. (En qué se parecen?, éen qué difieren?

Abre el applet llamado Elipse3; ahi encontraras una construccion como la que
muestra la Figura 33. El nimero k= 0.5 que observaras en el “deslizador” representa

el valor del cociente %, que en este caso toma el valor 0.5 porque R es el punto
medio de cada segmento PQ.

. )

Figura 33

“Arrastra” el punto del deslizador hasta que k = 1. £Qué curva en color azul tienes
ahora en pantalla?, écudl sera la ecuacién de esta curva?

“Arrastra” el punto del deslizador hasta que k = 2. £Qué curva en color azul tienes
ahora en pantalla?, écuél sera la ecuacién de esta curva?

La Elipse



- N\ L.
ACh\/(A()A; Z =+ Calcula la excentricidad de cada una de las ocho
I Actividad Individual elipses que se dan en la Activided 4 de la Secuencia
didactica 4.

{Cuadl de ellas es la mas alargada?

¢Cual es la mas “redondeada”?

(Observa que, si ya trabajaste aquella A«tividod, para contestar lo que se te pide en esta no
tienes que hacer practicamente nada.)

A’Ct_l kA&Cl A— \-' Posiblemente uno de los hechos més conocidos

0. Actividad Individual relacionados con la elipse es el que tiene que ver con el
descubrimiento que hizo Johannes Kepler (1571 - 1630),
apoyandose en observaciones realizadas por Tycho
Brahe (1546 - 1601), sobre el movimiento de los planetas
alrededor del Sol. Kepler descubrio, entre otras cosas, que las ¢rbitas de los planetas son
elipticas y que el sol ocupa uno de sus focos. Esta es la idea detras de la imagen mostrada
en la Figura 1 de la Secuencia 1.

Para realizar este fantastico descubrimiento no uso coordenadas (faltaban casi cien afios
para que Descartes inventara el sistema de coordenadas); se basé en ingeniosos calculos
trigonométricos hechos sobre mediciones muy precisas (realizadas por Tycho Brahe y por él
mismo) de las posiciones relativas del Sol, Marte y la Tierra. No coordenadas, no telescopios,
no calculadoras... nada! Pura trigonometria! Este descubrimiento de Kepler es todavia mas
meritorio si tomas en cuenta que las érbitas de los planetas son casi circunferencias, como
puedes deducir viendo la excentricidad de cada uno de los planetas en la tabla 2.

Planeta | Excentricidad
Mercurio 0.2056
Venus 0.0068
Tierra 0.0167
Marte 0.0934
Jupiter 0.0484
Saturno 0.0542
Urano 0.0472
Neptuno 0.0086
Plutén 0.2488

Tabla2  Excentricidad de los planetas

Matematicas 3

147




Actividad de Cierre

AC{T\/(C{QC{‘\ 5 \.. En laSecuencia diddactica 1 se te presentaron algunas
s Actividad Individual situaciones en las que aparece una elipse. En particular,
en la Figura 3 se presenta una mesa de billar eliptica
y en la Figura 4 se presenta, diagramaticamente, el
procedimiento médico conocido como litotricia. En estos
dos casos esta involucrada una notable propiedad geométrica de la elipse, que podemos
describir como propiedad reflectiva de la elipse. Esta propiedad se puede enunciar como
sigue:

Cuando un rayo sale de uno de los focos y choca con la elipse, el
rayo es reflejado de tal manera que pasa por el otro foco.

Lo que hace que esta propiedad sea extraordinaria es no sélo el hecho de que
matematicamente es muy interesante sino que tiene varias aplicaciones Utiles en fisica, en
particular en 6ptica y en acustica.

La propiedad reflectiva de la elipse es consecuencia de la siguiente ley:

Cuando un rayo choca con una curva (o con una superficie) en un punto P, el rayo
es reflejado de tal manera que el angulo que el rayo incidente forma con la recta

perpendicular a la curva (o a la superficie) en el punto P es igual al dngulo que forma
el rayo reflejado con la recta perpendicular; es decir, en la Figura 34:

e N

<A = <B Curva

Rayo
incidente

Recta
perpendicular

Rayo
reflejado

Recta
tangente

Figura 34 Ley de reflexion
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En el BLOQUE 5 estudiards con més detalle esta ley.

Esta propiedad es la base para construir una mesa de billar muy especial: si construyes
una mesa de billar en forma perfectamente eliptica (como la que se muestra en la
Figura 3, A<tivided 1, Secuencia 1) y colocas el tiro en uno de los focos, puedes apostar que,
si golpeas con suficiente fuerza, sin importar la direccién en que dispares, el tiro golpeara a
una bola colocada en el otro foco.

El procedimiento médico para pulverizar célculos renales llamado litotricia, mostrado
esquematicamente en la Figura 4 de la Secuencia 1, también se basa en la propiedad
reflectiva de la elipse.

El litostropos (aparato con que se practica la litotricia) consiste esencialmente de un
elipsoide (que, en este caso, es una superficie que se obtiene al girar una elipse alrededor
del eje focal). En uno de los focos se coloca el punto en el que esté localizado el célculo renal
y en el otro se coloca un generador de ondas de choque, que al ser emitidas en cualquier
direccion, chocan con la pared del elipsoide y son reflejadas directamente hacia el calculo
renal, pulverizandolo y haciendo asi mas facil su expulsion por las vias urinarias.
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1.

2.

3.

Encuentra la ecuacion de la elipse que satisface las condiciones sefaladas
en cada caso.

a)
)
)
)

o O O

e)

Focos en (=4, 0) y vértices en (£ 6, 0);
eje menor 6y focos en (£ 4, 0);
vértices en (0, £ 5) y excentricidad 2/3;

excentricidad 1/2, eje mayor 12, centro en el origen y focos sobre el
ey
vértices en (= 5, 0) y pasa por (1, 1)

Encuentra la ecuacion de la elipse que tiene sus ejes paralelos a los ejes
de coordenadas y que satisface las propiedades que se senalan en cada

caso.

Centroen (4, 3), excentricidad 1/2 y eje mayor de longitud 12y paralelo
al eje x;

Focos en (6, -2) y (2, -2), y su eje mayor es el doble de su eje menor;
Centroen (2, 3) y pasa por (2, 2) y (4, 3),
Vértices en (-1, -2) y (-1, -10), y un foco en (-1, -3);

Intersecta alefjexenly 7yalejeyen3y 5

Para las siguientes elipses, encuentra el centro, la excentricidad, los focos
y dibuja la gréfica correspondiente

a)

)

@) O

o

)
)
)

X4y -6x-24p+41=0
4P+ 97 +16x-18y-11=0
4> +25y°-8x-100y +4=10
2x7+5y°-16x + 20y +42=10
25x?+ 4y +50x -8y -171 =10
22432+ 12x-12y-6=10
IN?+y -4y-5=0

9x? + 16)° - 12x + 16y - 64 =0

La Elipse



4. Halla la ecuacién de la elipse con centro en (3, 1), uno de los vértices en (3, -2) y
excentricidad e = 1/3.

5. Las distancias minima y maxima de la Tierra al Sol son 147 y 152 millones de
kilometros, aproximadamente. Se sabe que la érbita terrestre es eliptica y que el
Sol ocupa uno de los focos de la elipse.

a) ¢Cual es la distancia entre los focos?

b) ¢Cuél es la longitud de los ejes?

6. Para construir un patio eliptico, se clavan dos estacas a 16 m de distancia y se fijan
los extremos de una cuerda de 36 m en ellas. Manteniendo la cuerda tensa se traza
una elipse. {Cudles son las longitudes de los ejes?

7. Un arco en forma de media elipse mide 8 metros de ancho 'y 3 metros de altura en
el centro. Encuentra las alturas del arco a intervalos de 2 metros.
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[ Reflexiones generales sobre el BLOQUE 4: ]

1. ¢Como podrias describir, con tus propias palabras, lo que es una elipse?

2. {Como podrias describir, con tus propias palabras, las propiedades debe tener una
ecuacion para que represente una elipse?

3. ¢Cudles cuestiones relacionadas con la elipse (su forma, su ecuacion en una o en
otra forma, sus elementos, sus propiedades, etcétera) pudiste captar de manera
casi inmediata? ¢Cuales te representaron alguna dificultad?

4. Como has podido ver al estudiar este bloque, el algebra esta muy involucrada en
los procesos de la geometria analitica. {Cual procedimiento algebraico, en caso de
que haya habido alguno, de los que tuviste que utilizar en este bloque te representd
alguna dificultad? ¢Productos notables? éFactorizaciones? éleyes de exponentes?
¢Operaciones con fracciones? ¢Aritmética?... ¢Cual? {Qué actividad te propondrias
a ti mismo para eliminar esa dificultad?

5. El proceso de asociar una curva a una ecuacion y viceversa, es fundamental en
geometria analitica. ¢Significéd este proceso alguna dificultad para ti en este bloque?
En caso afirmativo, épor qué fue asi? éTendra que ver con la forma en la que esta
elaborado este bloque? {Qué sugeririas para atenuar esa dificultad?

6. ¢Qué sugeririas para mejorar este bloque?

7. Cuando este periodo escolar haya terminado para ti y estés ya de vacaciones, o
llevando Matematicas 4, 0 5 0 6, éestarias dispuesto a volver a leer este bloque y a
volver a trabajar en sus actividades (sobre todo en aquellas en la hubieras podido
tener alguna dificultad) por cuenta propia”?

8. ¢{Crees que el estudio de estas cuestiones matematicas son importantes en tu
formacion actual y futura? éPor qué si? éPor qué no?
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" BLOQUE 5

Utiliza...

INTRODUCCION:

n este BLOQUE se aborda el estudio de otra de las curvas importantes de la familia

de las conicas, la que lleva el nombre de parabola, su nombre genérico (conicas) y

particular (parabola) se derivan de la misma accion, ya que es la curva que delimita a la
porcion de superficie plana que resulta de hacer un corte a un cono en direccion paralela a la
generatriz, asi como se explicd en el BLOQUE 4 para el caso de la elipse.

Se procurd afanosamente que el estudio de esta curva no se hiciera a partir inmediatamente
de una definicion formal como lugar geométrico e inmediatamente abordar los aspectos
analiticos, practicamente olvidando lo geométrico, sino que se procurd partir de una situacion
contextual afin a las caracteristicas climatoldgicas de nuestro medio, situacion de la cual se
derivan las caracteristicas geométricas de la curva en cuestion, que proporciona los elementos
para construir una definicion formal, después de lo cual cobra sentido hablar de la expresion
analitica (ecuacion) de dicha curva.

Elapartado de ejercicios termina cerrando conla problematica que le dio origen (concentradores

solares), haciendo una aplicacion, pero desde el punto de vista analitico, de la ubicacién correcta
de los conductos en los cuales se concentra el calor.

Tiempo asignado: 12 horas
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Secuencia

Didactica 1-

Addiicievdo o ey del LDML&P‘{'D de Jgar&loola

Sonora se ubica en una de las regiones del mundo de mayor incidencia de luz solar, sobre
todo en sus partes desérticas y semidesérticas, siendo ésta una de las mayores fuentes de
lo que hoy se hace llamar “energia limpia”, a diferencia de otras fuentes que inevitablemente
emiten grandes cantidades de contaminantes de la atmosferay el medio ambiente en general,
destacando entre ellas el consumo de hidrocarburos y la quema de materiales naturales
como lo que acostumbramos llamar “lefa”, que por otro lado, la explotacién desordenada
de lamisma, provoca deforestacion que contribuye a empeorar las condiciones ambientales.

La energia limpia emitida por el sol, cominmente llamada “energia solar”, puede utilizarse
de una gran variedad de maneras, destacando entre ellas el uso para calentadores solares
caseros, refrigeracion, celdas fotovoltaicas que conectadas entre si suman cantidades de
energia eléctrica utilizable como sustituto de las fuentes ordinarias de energia eléctrica, pero
sin contaminar.

En esta ocasién nos queremos referir en forma especial a los llamados “concentradores
solares”, que consisten de canaletas curvas (generalmente metalicas o de materiales
combinados) de superficie altamente reflexiva que tienen la propiedad de concentrar los
rayos solares de determinada direcciéon en una region lineal, de tal manera que si por ahi se
coloca un tubo de material obscuro que sea altamente absorbente del calor, al circular por
él un fluido como podria ser agua, se calienta intensamente generando grandes cantidades
de energia térmica transformable, mediante dispositivos adecuados, en otras formas de
energia, como podria ser la eléctrica.

En la Fig. 1 puedes apreciar fotograflas que muestran ejemplos de este tipo de
concentradores.

Figura. 1
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La Fig. 2 muestra varios de estos dispositivos en serie.

B

. e

P ot E N ==

Figura. 2

La Fig. 3 muestra un dibujo de un pequeno dispositivo de este tipo para fines ilustrativos.

Figura. 3

-

Figura. 4

Una tarea fundamental que nos proponemos en esta secuencia es descubrir la curvatura
adecuada que debe tomar una lamina metdlica brillante, por ejemplo, que posea esta
propiedad de concentrar la luz solar a lo largo de un tubo. Una de las tapas (ver Fig. 4) de la
canaleta concentradora de la Fig. 3 esta definida por un segmento de recta y una curva, la
cual se repite, sin cambiar forma, hasta el extremo opuesto que es similar al primero, lo cual
nos indica que lo que debemos encontrar es una curva especial que tenga la propiedad de

que todos los rayos paralelos en determinada direccion se concentren en un punto.

Antes de analizar las propiedades de reflexion de la luz en determinadas superficies
curvas, recordaremos dichas propiedades sobre espejos planos, eso lo analizaremos en la
primera actividad de esta secuencia, que se inicia a continuacion.

Matematicas 3
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"ql_ Actividad de Inicio

Pro{?(e_d&c{e_s de lss espes F(W%

‘., Desde pequeno conoces o que es un espejo plano, como el que
Ad A A L usan las mujeres entre sus articulos de belleza en sus bolsos o el que esta

VdQ i en nuestras casas ante el cual nos peinamos, reflejando una imagen muy
wa Actividad Indvidual parecida a la de nuestros cuerpos, pero en otra orientacion, a diferencia de
los que has conocido en museos o en ferias donde hemos visto espejos
curvos que deforman nuestra imagen.

La Fig. 5 nos ilustra la manera en que un rayo de luz incide sobre un espejo plano y cémo
se refleja.

Figura. 5

Esto lo puedes experimentar al dirigir un rayo laser portéatil sobre un espejo y observar el rayo
reflejado, cuidando que ninguno de los dos rayos llegue directamente a tu ojo, ya que lo
danarfa; ambos rayos se observan mejor si el espejo esta inmerso en polvo o humo.

Después de experimentar moviendo el emisor portétil de laser en distintas inclinaciones con
respecto al espejo, el cual es representado en la Fig. 5 por el segmento AB, el rayo emitido
por CD y el reflejado por DE, contesta las siguientes preguntas:

1. ¢Queé caracteristicas observas en cuanto la direccion del rayo emitido (CD) y la del rayo
reflejado (DE) con respecto al espejo (AB)?

2. ¢Habias estudiado esta propiedad en alguna materia cursada en la escuela primaria o
secundaria?, si es asl, éen cual materia®?
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3. Sicolocas un pequefo objeto en la posiciéon del punto E, éen qué posicion se observaria
su imagen reflejada?

4. Silellamas E’ ala posicion de la imagen reflejada del objeto colocado en el punto E (Fig.
6), {como es el segmento de linea que une E con E™? Con el fin de tener mas elementos
para responder, analiza los datos proporcionados en el applet llamado “Reflejo de un
punto” c

Figura. 6

Lo

f Al responder las preguntas de la actividad de inicio, se

ACH\/{AQA: L espera que hayas observado que:

ws Actividad de Equipo

1. El angulo que forma el rayo emitido (CD) con el espejo es
igual al angulo que forma el rayo reflejado (DE) con el mismo
espejo. (Ver Fig. 7)

Figura. 7
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2. Elreflejo del punto E es el punto E’, la linea que los une cae perpendicular sobre el espejo
y ambos puntos equidistan del mismo (Ver de nuevo Fig. 6 y observa el applet “Reflejo
de un punto”).

La Fig. 8 se obtiene de la Fig. 7 al trazar el reflejo E’ de E, el segmento EE’ cuyas propiedades
ya estudiamos y el segmento DE’ cuyas propiedades queremos estudiar, para ello responde
las preguntas que siguen a la Fig. 8:

P
~ /
\\ )\//
/ /
Figura. 8
. Ve . e \
1. ¢De qué tipo es el triangulo DEE™?
2. ¢{Como es el angulo ADE’' comparado con el &ngulo EDA?
3. ¢Como son entre si los segmentos DE y DE'?
4. (Estan alineados los segmentos CD y DE'?, épor qué?
k J
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Actividad de Cierre

Actividad: 3

A, Actividad Grupal

L)

/;.‘i Las caracteristicas que hemos observado acerca de cémo se refleja un objeto o un rayo
de luz en un espejo plano son de interés también en matematicas, para fines de ilustracion
de esas caracteristicas restringidos a dibujos en una superficie plana, hemos representado
al espejo como un segmento de recta (segmento AB en las figuras 5-8), estas caracteristicas
las estudiaste al cursar segundo grado de secundaria, en el tema de Transformaciones
Geométricas y su nombre correcto es “Reflexion con respecto a una recta”, aunque
erréneamente en algunos libros y programas de computadora lo llaman “Simetria axial”.

En lenguaje mateméatico, algunas de estas caracteristicas las podemos expresar de la
siguiente manera:

e El segmento que une a un punto P con su imagen reflejada con respecto a un eje I es
perpendicular al eje y ambos puntos equidistan del eje.

* Lalongitud del segmento A’B’ que resulta de reflejar al segmento AB con respecto al eje
I es igual a la longitud del segmento AB (Ver applet “Reflexion de un segmento”).

* Las magnitudes de los angulos se conservan al ser reflejados, pero se invierte el sentido
de giro.

* Por consecuencia, la imagen M’ obtenida de una reflexién con respecto al eje / de un
objeto M es congruente al mencionado objeto M.

e Para sintetizar todos estas propiedades realiza el siguiente ejercicio:

* En el siguiente dibujo, traza la reflexion de la figura que aparece al lado izquierdo del
segmento AB, tomando como eje de reflexion al propio segmento 4B.

A
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Secuencia

Didactica 2-

£ cuocitn de o Yordbola

\

“+ Recuerda que, algo de lo dicho al final de la introducciéon de esta
AChV\AQA i secuencia, es que se debe descubrir una curva que tenga la propiedad
s Indn.u‘dual de que todos los rayos de luz paralelos a su eje de simetria se reflejen

concurriendo en un punto (Ver Fig. 9)

Figura. 9

Para ello se te pide considerar que en cada punto de la curva (como en esta ocasion lo
es el punto H), esta colocado un pequefo espejo plano tangente a la curva en dicho punto,
ello con el fin de poder aplicar, para cada punto, las propiedades de reflexiéon de un espejo
plano (Ver Fig. 10)
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Figura. 10

Asi, la situacion en cada punto es similar a lo que estudiaste en la Atividod | al analizar
las propiedades de la reflexidon de puntos, lineas y figuras con respecto a un eje (espejo), o
cual te permite responder a las siguientes preguntas:

Aplicando las propiedades de la reflexion en espejos planos y de la reflexion como
transformacién geométrica que estudiaste en el cierre de la Ativdod 1, responde las
siguientes preguntas:

Teniendo en cuenta que en la Fig. 11, D’ representa al reflejo del punto D con respecto al
segmento MN (que representa al espejo), sin olvidar que es en D donde se concentran todos
los rayos paralelos al eje PQ, al reflejarse en el correspondiente punto de la curva, contesta
las preguntas escritas después de la Fig. 11.

( N

Figura. 11
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1.- ¢Cémo es la longitud de HD’ comparada con HD?
2.- (Esta HD’ alineado con OH?

}Q‘_ Desarrollo

- /j Conforme el punto H se desliza a lo largo de la curva,
AC{T\/(A&A: ?_. deseamos saber qué trayecto sigue el punto D’, la huella
ws- Actividad de Equipo de dicho punto al moverse la podemos apreciar en la Fig.
12, a la vez que puedes interactuar con el applet llamado
“‘Bosquejo de la directriz”.

Figura. 12

Al observar, contesta las siguientes preguntas:

* (Qué trayecto sigue, al parecer, la huella del punto D’ conforme se desliza el punto

H sobre la curva?
* (Qué relacién observas entre la Huella del punto D’y el eje PQ?
* (Cuando se produce el punto C sobre la linea obtenida por la huella del punto D ?
El software GeoGebra, con el cual fue realizado el trazo de la Fig. 12, también nos permite

construir el lugar geométrico correspondiente al movimiento del punto D’ en dependencia

del movimiento de H, el lugar geométrico obtenido se presenta en la Fig. 13, la cual contiene
informacién adicional.
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Figura. 13

Lo que observamos en la Fig. 13 es lo siguiente:

—_

El lugar geométrico del punto D’ con respecto al punto H es una recta que pasa por C
Esta recta es perpendicular al eje PQ en el punto C

3. Debido aque OH es paralelo al eje PQy HD’ esta alineado con OH, entonces lalinea OD’
es perpendicular a la linea obtenida como lugar geométrico, a la cual la nombraremos
como “directriz” de la curva en estudio.

Por consecuencia de la observacion 3, el segmento HD’ es perpendicular a la directriz.
5. El segmento HD’ tiene la misma longitud que el segmento HD por ser su reflexion con
respecto al segmento MN tomado como espejo.

N

>

Dos conceptos de distancia.

En Geometria Euclidiana Elemental, como la que estudiaste en el curso “Matematicas II”, se
requiere con frecuencia usar méas de un tipo de distancia entre objetos, siendo los dos mas
frecuentes:

Distancia entre dos puntos: La distancia entre dos puntos Ay B, comiunmente denotada
por d(A,B), se define como la longitud del segmento de recta que une al punto A con el

punto B.

Distancia entre un punto Py una recta m: Se define como la longitud del segmento que
une al punto P con la recta m en direccion perpendicular a ella, comiinmente se denota
como d (P, m)

Con estos dos Ultimos conceptos usados combinadamente, apoyados en la recta que has
descubierto como lugar geomeétrico de los puntos D’, que se le ha llamado directriz, puedes
dar un buen acercamiento a la condicién requerida para que un punto del plano pertenezca
ala curva en la que has centrado tu interés, expresandolo as:

Matematicas 3
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La condicion que un punto H ha de satisfacer para pertenecer a la curva que genera al
concentrador solar es la siguiente: “La distancia del punto H de la curva al punto fijo de

concentracion de rayos D, debe ser igual a la distancia del punto H a la directriz”.

Ast:

A esta curva se le conoce en matematicas como Parabola, perteneciente a la familia de las
conicas, asf como se explicé para el caso de la elipse en el bloque anterior; al punto fijo de
concentracién de rayos D se le conoce como “foco de la parabola”.

Como un ejercicio de resumen, explica por qué la curva llamada parabola, cumple con los
requisitos establecidos en el recuadro anterior.

| il

ﬁ_ Actividad de Cierre

/: + Si se tiene una linea recta I tomada como directriz

y un punto fijo F tomado como foco, esta implicitamente
definida una Unica parabola, cuya definicion formal se da a
st continuacion:

Actividad: 3

A Actividad Grupal

“La pardbola es el lugar geomeétrico de todos los puntos que equidistan a un punto fijo

llamado foco y a una recta fija llamada directriz”.

Dada la directriz y el foco, se te pide explicar el procedimiento para localizar un punto de la
paréabola correspondiente, para ello, se te proporciona informacion gréafica y verbal, observa
la Fig. 14.

a N\
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Figura. 14
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En la Fig. 14, AB es un segmento de recta contenido en la directriz, F el foco, L un punto
cualquiera de la directriz por el cual se trazé una recta punteada perpendicular a la directriz,
se trazd el segmento auxiliar LF'y la mediatriz a este segmento. El punto P es la interseccion
de esta mediatriz y la perpendicular a la directriz, trazada por L.

Usando lo que aprendiste en el curso de Matematicas Il, explica si el punto P pertenece a la
parabola definida por ABy F.

Explica también si el punto medio de CF pertenece a la parabola.

En la Fig. 15 podras observar un tramo de la parabola correspondiente.

e N

Figura. 15
En esta imagen esta ademas marcado el punto medio de CF, lo hemos etiquetado como
V'y se llama vértice de la parabola; al observar la imagen, surge la siguiente pregunta para
analizarse en equipos:

¢Es la mediatriz de LF tangente a la parabola en P? Argumenta tu respuesta.

Ecuacion de la parabola.
Para expresar en una ecuacion (decimos analiticamente) la condicién para que un punto

P(x,y) pertenezca a la parabola, es necesario definir un parametro muy importante, que se
denotaréa por p y representa la distancia del foco al vértice, asf como del vértice a la directriz.

Primer caso:
Parabola con centro en el origen con eje coincidiendo con el eje y y abriéndose hacia arriba.

Matematicas 3




Graficamente, la situacion la puedes observar en la Fig. 16.

7

Figura. 16

Las coordenadas del punto P son P (x, y), por lo que la distancia del punto P a la directriz
GH es y+ p, recordando que p es la distancia del foco al vértice y de éste a la directriz, las
coordenadas del foco son, F(0,p) y del vértice V(0,0), por lo que d(P,F)= (x - 0)> + (y +p)>.

La condiciéon para que el punto P pertenezca a la parabola es que d( P,GH )=d( P, F ), 0 sea:

yrp=Nx-07+ (y+p;

Esta expresion puedes considerarla ya como la ecuacion de la parabola buscada, aunque si
deseas encontrar una expresion mas simple, debes hacer las transformaciones algebraicas
adecuadas, iniciando por elevar al cuadrado ambos miembros para eliminar el radical y hacer
los desarrollos y simplificaciones adecuadas.

Al realizar los pasos indicados en el parrafo anterior, comprueba individualmente y posterior-
mente en equipos, que la expresion se simplifica a:
X2 =4py
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c{é_ Prok[ewas

Msblemos: Seccien |

1.- Encontrar la ecuacién de la parabola con vértice en el origen que se abre
hacia arriba cuyas coordenadas de su foco son F(0,2).

2.- Encontrar la ecuacion de la pardbola con vértice en el origen, el eje y
coincidiendo con su eje, se abre hacia arriba y con el parametro p=3

3.- Encuentra las coordenadas del foco de la parabola cuya ecuacion es y= %xz

4.- Encontrar las coordenadas del foco y la ecuacion de la directriz de la parabo-
la cuya ecuacion es y = x?

5.- Indica la curva que corresponde a la ecuacion x? = -4py

6.- Obtén la ecuacion de la parabola con centro en el origen, con eje coincidi-
endo con el eje x y se abre a la derecha, usando el parametro p para determinar
las coordenadas de su foco.

7.- Explica verbalmente lo que representan cada una de las siguientes cuatro
ecuaciones.

x’=4py

x’=-dpy

y’=4dpx

y’=-4dpx

8.- En cada uno de los cuatro casos anteriores, encuentra la longitud de la
cuerda de la parabola que pasa por el foco y es perpendicular al eje. Se espera
que en los cuatro casos obtengas el mismo valor, a esta cuerda especial de la
parabola se le conoce como Lado Recto.
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Parabolas con vértice fuera del origen

Considera los casos en que el vértice esté fuera del origen, pero su eje se mantiene paralelo

a alguno de los ejes coordenados, iniciando con el caso en que su eje es paralelo al yy se
abre hacia arriba, para ello observa la Fig. 17.

Figura. 17

En este caso, el vértice tiene coordenadas V(h, k ), el foco F(h, k + p), el punto P que
esta sobre la parabola, tiene coordenadas P(x, y ), la distancia de P a la directriz es
PH=y - k + p, por definicién, la condicién para que el punto P pertenezca a la parabola es
que PH = PF, o sea:

y-k+p=N(x-h?+(y-k-p)
De nuevo, esta puede considerarse como la ecuacion buscada, pero si deseas obtener una

expresion mas simple, haz el desarrollo algebraico y simplifica, empezando por elevar al
cuadrado a ambos miembros de la ecuacion, asi:

-k+p)P=(x-hyi+@y-k-p)’
-k +20-kp+p=x-h)iP+@y-k*-2(y-k)p+p°

Eliminando términos iguales en ambos miembros se obtiene:
20-Kp=(x-h)’-2(y-k)p
De donde al simplificar obtenemos:

(x-h)’=4py-k)
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Si observas, es muy similar al correspondiente caso con vértice en el origen (x? = 4py),
sustituyendo x por x - & (donde h es la abscisa del vértice) e y por y - k (donde k es la
ordenada del vértice), a manera de resumen y basados en esta Ultima observacion, se te
pide que expreses la ecuacion de la parabola en cada uno de los siguientes casos:

Parabola con vértice en V(h, k), eje paralelo al eje y y se abre hacia arriba
Parébola con vértice en V(h, k), eje paralelo al eje y y se abre hacia abajo
Parabola con vértice en V(h, k), eje paralelo al eje x y se abre hacia la derecha
Parabola con vértice en V(h, k), eje paralelo al eje x y se abre hacia la izquierda

Encontrar las coordenadas del vértice, del foco y la longitud del Lado Recto en cada una de
las parabolas cuyas ecuaciones se proporcionan:

a. x-2°=6(y-3)

b. (x+302=8(y-2)
c. (x-1P=-4(-2)

d. @+22=12(x-1)
e. 0-2=-8(x+1)
f.  y=x’-6x+4

g. =-x’-4x-3

De los dos ultimos, se resuelve, como ejemplo, el inciso f)

Primero se reescribe como:
y-4=x*-6x

Completando cuadrados:
y-4+9=x’-6x+9

Simplificando y factorizando:

(x-3)=y+5
Por lo que las coordenadas del vértice son, V (3, -5),p=§, las coordenadas del foco
FG, - 179) y LR=4p=I

h. Si se escoge la parabola cuya ecuacion es V=%x2 para construir un concentrador
solar, determina el punto que ayuda a definir la posicién de la manguera en la cual se
concentrara la luz proveniente del sol y producir asf energia térmica.
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Auteevaluacién

La palabra autoevaluacion significa “evaluarse
por uno mismo”, es por ello que se te presentan
unas preguntas y problemas para que las trabajes
personalmente y puedas tU mismo decidir qué tanto
has comprendido las ideas desarrolladas a lo largo
del BLOQUE, asi como valorar las habilidades y

competencias, tanto genéricas como disciplinares,
que consideras has adquirido.

Como referencia para tu propia valoracién, toma en cuenta la introduccion general al médulo,
la introduccién al bloque vy las pequenfas introducciones a cada actividad.

Como guia para tu propia evaluacion, responde las preguntas y resuelve los problemas
planteados a continuacion:

1.- {Conocias las propiedades de la reflexion de la luz en un espejo plano? De ser asi,
écuando las aprendiste?

2.- {Cualquier curva tomada como base sirve para construir una canaleta que tenga la
propiedad de concentrar la luz solar en un tubo? éPor qué?

3.- Sitienes una recta I tomada como directriz y un punto F elegido como foco, explica cémo
obtener un punto P de la parabola correspondiente.

4.- Has un bosquejo de la gréfica correspondiente a la ecuacion y? = - 8x
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5.- Has un bosquejo de la grafica correspondiente a la ecuacion (x - 2)? = 8(y-3)

6.- Has un bosquejo de la gréafica correspondiente a la ecuacion (x +3)’=-8 (y + 2)

7.- De las siguientes ecuaciones, indica en cada una si pueden corresponder a una parabola
o noy explica tu criterio de decision.

a. 3x-5y=7
b. x*+y’=4
C. 4x-y=0

d. 47+ 9°=36

e x+t9°=0

f. 16x*-25-8x+12y-16=0

g xXty-4dx-6y+12=0

h.  4x?-6x+9-15=0

i. Ix?+ 4y’ -6x+4y-15=10

J. 6’ +8x-12y+10=10
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Msblemos: Seccitn 1

Con el fin de practicar y afianzar las habilidades algoritmicas y mejorar en la adquisicién de
otras habilidades y competencias, se te propone la siguiente lista de ejercicios:

1.- A las parabolas correspondientes a los problemas 4, 5y 6 respectivamente en la seccién
de autoevaluacion, determinales las coordenadas del vértice y del foco, la longitud del Lado
Recto y la ecuacion de la directriz.

2.- Encuentra las coordenadas del vértice y del foco, asf como la longitud del Lado Recto y
la ecuacion de la directriz de las parabolas cuya ecuacion se proporciona.

a. x-4x+8y+28=0

b. x*=8y

3.- En cada uno de los siguientes casos, encuentra la ecuacion de la parébola que cumple
con las caracteristicas indicadas:

Vértice en el origen y foco F(0,4)

Vértice en el origen, su eje coincide con el eje x y pasa por el punto P(2,4)
Su foco es F(-2,0) y su directriz tiene por ecuacion x=2

Su vertice es V(4,5) y su foco F(4,7)

Vértice V(5,4), eje paralelo al eje x y pasa por el punto P(3,0)

Pasa por los puntos 4(0,2), B(1,-1) y C(-1,1)

- o a0 o

4.- Se desea construir una canaleta concentradora de luz solar a lo largo de un tubo
adecuadamente colocado, encuentra la posicion que ha de ocupar dicho tubo con respecto
a la canaleta, si dicha canaleta, una vez tomada su curvatura adecuada, tiene un ancho total
de ocho metros y una altura total de dos metros.
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Abscisa:

Alfil:

Coordenada x de un punto en un sistema de coordenadas Cartesianas. Es la
distancia horizontal de un punto al eje vertical, o y.

Es una pieza menor del ajedrez occidental de valor aproximado de tres peones. Se
mueve en diagonal y no pueden saltar piezas intervinientes, y captura tomando el
lugar ocupado por la pieza adversaria. Debido a las caracteristicas de su movimiento
tiene la deficiencia de la debilidad del color donde su movimiento queda limitado al
color del escaque en la que se inicia la partida.

Algebra:

Eslarama de la matematica que estudia la combinacion de elementos de estructuras
abstractas acorde a ciertas reglas. Originalmente esos elementos podian ser
interpretados como numeros o cantidades, por lo que el algebra en cierto modo
originalmente fue una generalizacion y extension de la aritmética.

Area:

Es una medida de extension de una superficie, expresada en unidades de medida
denominadas unidades de superficie. Para superficies planas, el concepto es méas
intuitivo. Cualquier superficie plana de lados rectos, por ejemplo un poligono, puede
triangularsey se puede calcular su area como suma de las areas de dichos triangulos.
Ocasionalmente se usa el término "area" como sindnimo de superficie, cuando no
existe confusion entre el concepto geométrico en si mismo (superficie) y la magnitud
meétrica asociada al concepto geométrico (area). Sin embargo, para calcular el area
de superficies curvas se requiere introducir métodos de geometria diferencial. Para
poder definir el area de una superficie en general —que es un concepto métrico—, se
tiene que haber definido un tensor métrico sobre la superficie en cuestion: cuando
la superficie esta dentro de un espacio euclideo, la superficie hereda una estructura
meétrica natural inducida por la métrica euclidiana
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(del latincalculus = piedra)1 hace referencia al resultado correspondiente a la accion
de calcular o contar. Calcular, por su parte, consiste en realizar las operaciones
necesarias para prever el resultado de una accion previamente concebida, o conocer
las consecuencias que se pueden derivar de unos datos previamente conocidos.

Calculo:

Canonico:

Se usa con frecuencia en matematica para indicar que algo es natural, como debe
ser e independiente de elecciones arbitrarias, que es absoluto y no relativo a un
observador, que es intrinseco y no depende de un sistema de referencia o de un
sistema de coordenadas, que pertenece a la estructura propia de lo que estudiamos.

Cateto:
En geometria, es cualquiera de los dos lados menores de un triangulo rectangulo
los que conforman el angulo recto. El lado mayor se denomina hipotenusa —el que
es opuesto al angulo recto. La denominacion de catetos e hipotenusa se aplica a los
lados de los triangulos rectangulos exclusivamente.

Circunferencia:
Es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de otro punto fijo y
coplanario llamado centro en una cantidad constante llamada radio.

Cuadrilatero:
Es un poligono que tiene cuatrolados. Los cuadrilateros pueden tener distintas
formas, pero todos ellos tienen cuatro vértices y dos diagonales, y la suma de sus
angulos internos siempre da como resultado 360°.

Cuerda:
de una curva es un segmento recto, cuyos extremos son dos puntos de la curva. La

recta que contiene a una cuerda se denomina recta secante a la curva; si un extremo
tiende al otro, la recta limite se llama tangente a la curva.
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Curva:

(o linea curva) es una linea continua de una dimension, que varia de direccion
paulatinamente. Ejemplos sencillos de curvas cerradas son la elipse o la
circunferencia, y de curvas abiertas la parabola, la hipérbola o la catenaria. La recta
serfa el caso limite de una circunferencia de radio de curvatura infinito. Todas las

curvas tienen dimension topolégica igual a 1.

es el segmento de recta que pasa por el centro y une dos puntos opuestos de una
circunferencia, una superficie esférica o una curva cerrada.

Diametro:

Directriz:

Es una linea recta, y la generatriz es otra linea recta que gira en torno a ella,
conformara una superficie conica, cilindrica, etc. Si la generatriz es curva genera
esferas, elipsoides, etc. Si la generatriz se desplaza sobre una o mas directrices,
genera una superficie reglada. La directriz puede ser una linea curva, por ejemplo,
una circunferencia generatriz que rueda sobre otra circunferencia, tangencialmente.
Un punto vinculado a ella describe una trayectoria curva que se denomina ruleta
cicloidal.

Distancia:

entre dos puntos del espacio euclideo equivale a la longitud del segmento de la
recta que los une, expresado numéricamente. En espacios mas complejos, como
los definidos en la geometria no euclidiana, el «<camino mas corto» entre dos puntos
es un segmento recto con curvatura llamada geodésica.

Distancia focal o longitud focal de una lente:

Es la distancia entre el centro 6ptico de la lente o plano nodal posterior y el foco (o
punto focal) cuando enfocamos al infinito. La inversa de la distancia focal de una
lente es la potencia.
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Ecuacion candnica o segmentaria de la recta:

Es la expresion de la recta en funcion de los segmentos que ésta determina sobre
los ejes de coordenadas.

Ecuacioén

Es una igualdad matematica entre dos expresiones algebraicas, denominadas
miembros, en las que aparecen valores conocidos o datos, y desconocidos o
incognitas, relacionados mediante operaciones matematicas. Los valores conocidos
pueden ser nUmeros, coeficientes o constantes; y también variables cuya magnitud
pueda ser establecida a través de las restantes ecuaciones de un sistema, o bien
mediante otros procesos. Las incognitas, representadas generalmente por letras,
constituyen los valores que se pretende hallar.

Elipse:
Es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano, tales que la suma de las
istancias a otros dos puntos fijos llamados focos es constante.

Elipse:
es la curva simétrica cerrada que resulta al cortar la superficie de un cono por un
plano oblicuo al eje de simetria —con angulo mayor que el de la generatriz respecto

del eje de revolucion.1 Una elipse que gira alrededor de su eje menor genera un
esferoide achatado, mientras que una elipse que gira alrededor de su eje principal

genera un esferoide alargado.

Geometria:
Es una rama de la matematica que se ocupa del estudio de las propiedades de las

figuras en el plano o el espacio, incluyendo: puntos, rectas, planos, politopos (que
incluyen paralelas, perpendiculares, curvas, superficies, poligonos, poliedros, etc.).
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Geometria analitica:

Estudia las figuras geométricas mediante técnicas basicas del analisis matematico
y del algebra en un determinado sistema de coordenadas.

Geometria euclidiana,euclidea o parabdlica:

Es el estudio de las propiedades geométricas de los espacios euclideos. Es aquella
que estudia las propiedades geométricas del plano afin euclideo real y del espacio
afin euclideotridimensional real mediante el método sintético, introduciendo los
cinco postulados de Euclides.

Gréfica:

Es un tipo de representacion de datos, generalmente numéricos, mediante recursos
gréficos (lineas, vectores, superficies o simbolos), para que se manifieste visualmente
la relacion matematica o correlacion estadistica que guardan entre si. También es el
nombre de un conjunto de puntos que se plasman en coordenadas cartesianas y
sirven para analizar el comportamiento de un proceso o0 un conjunto de elementos
0 signos que permiten la interpretacion de un fendmeno. La representacion grafica
permite establecer valores que no se han obtenido experimentalmente sino mediante
la interpolacion (lectura entre puntos) y la extrapolacion (valores fuera del intervalo

experimental).

Hipotenusa:

Es el lado de mayor longitud de un triangulo rectangulo, y el lado opuesto al angulo
recto. La medida de la hipotenusa puede ser hallada mediante el teorema de
Pitagoras, si se conoce la longitud de los otros dos lados, denominados catetos.

Es el corte de dos curvas, dos superficies o dos solidos, que es respectivamente,
un punto, una recta o una superficie. Dos rectas pueden intersecarse (cortarse) o
no, es decir tener una o ninguna interseccion. Una recta y un circulo pueden no
intersecarse o tener una (tangente) o dos (secante) intersecciones.

Interseccion:
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Largo o longitud dimensional de un objeto:

Es la medida de su eje tridimensional y. Esta es la manera tradicional en
que se nombraba a la parte mas larga de un objeto (en cuanto a su base
horizontal y no su alto vertical). En coordenadas cartesianas bidimensionales,
donde sdlo existen los ejes xy no se denomina «largo». Los valores x indican
el ancho (eje horizontal), y los y el alto (eje vertical).

Literal:
es una formula atémica o su negacion. La definicion del concepto se halla
sobre todo en la teoria de la demostracion perteneciente al campo de la loégica

clasica, como en la forma normal conjuntiva y en el método de resolucion.
lugar geométrico es un conjunto de puntos que satisfacen determinadas

propiedades geométricas.

Mediana:
Representa el valor de la variable de posicion central en un conjunto de datos
ordenados.

Mediatriz de un segmento:
Es la linea recta perpendicular a dicho segmento trazada por su punto medio.
Equivalentemente se puede definir como el lugar geométrico — la recta —
cuyos puntos son equidistantes a los extremos del segmento. También se le
llama simetral.

Método:

Es el procedimiento utilizado para llegar a un fin. Su significado original senala
el camino que conduce a un lugar.
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Es una forma de representar la secuencia de movimientos de una partida
de ajedrez. Desde 1997 es el Unico sistema de notacion oficial en ajedrez,
reemplazando al sistema de notacion descriptiva. Variantes de ajedrez, como
el ajedrez aleatorio de Fischer, utilizan Unicamente esta notacio

Es la seccion conica resultante de cortar un cono recto con un plano cuyo
angulo de inclinacion respecto al eje de revolucion del cono sea igual
al presentado por su generatriz. El plano resultara por lo tanto paralelo a
dicha recta. Se define también como el lugar geométrico de los puntos de
un plano que equidistan de una recta llamada directriz, y un punto exterior
a ella llamado foco. En geometria proyectiva, la parabola se define como la
curva envolvente de las rectas que unen pares de puntos homologos en una
proyectividad semejante o semejanza.

Notacion algebraica:

Parabola:

Pendiente:

A la inclinacion de un elemento ideal, natural o constructivo respecto de la
horizontal. También puede referirse a la pendiente de la ecuacion de una recta
como caso particular de la tangente a una curva, en cuyo caso representa la
derivada de la funcién en el punto considerado, y es un parametro relevante,
por ejemplo, en el trazado altimétrico de carreteras, vias férreas o canales.

Perimetro:

Es la suma de las longitudes de los lados de una figura geométrica. El
perimetro es la distancia alrededor de una figura de dos dimensiones, o la
medicion de la distancia en torno a algo; la longitud de la frontera. La palabra
viene del griego peri (alrededor) y metro (medida). El término puede ser
utilizado tanto para la distancia o longitud, como para la longitud del contorno
de una forma. El perimetro de un circulo se llama su circunferencia.La mitad
del perimetro es el semiperimetro.
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Calculando el perimetro tiene considerables aplicaciones practicas. El
perimetro se puede utilizar para calcular la longitud de la valla requerido para
rodear un patio o jardin. El perimetro de una rueda (la circunferencia) describe
hasta donde va a rodar en una revolucion. Del mismo modo, la cantidad de
la herida cadena alrededor de un carrete esta relacionada con el perimetro
de la bobina.

Radio de una circunferencia:

Es cualquier segmento que une el centro a cualquier punto de dicha
circunferencia.

Rectangulo:

Es un paralelogramo cuyos cuatro lados forman angulos rectos entre si. Los
lados opuestos tienen la misma longitud. El perimetro de un rectangulo es

igual a la suma de todos sus lados.

Secante, (abreviado como sec):

Es la razdon trigonométrica inversa del coseno, o también su inverso
multiplicativo.

Segmento:

En geometria, es un fragmento de recta que esta comprendido entre dos
puntos, llamados puntos extremos o finales. Asi, dado dos puntos A y B,
se le llama segmento AB a la interseccion de la semirrecta de origen A que
contiene al punto B con la semirrecta de origen B que contiene al punto A.

Los puntos Ay B son extremos del segmento y los puntos sobre la recta a la

que pertenece el segmento (la «recta sostén»), seran interiores o exteriores al
segmento segun pertenezcan o no a este.
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Sistema coordenado rectangular:

Consiste en dos rectas perpendiculares entre si que se cortan en un punto O al
que se le llama Origen del Sistema, dichas rectas se llaman Ejes Coordenados.
El eje horizontal se denomina Eje de las Abcisas y el eje vertical Eje de las
Ordenadas. Los ejes pertenecen a un plano que se divide en cuatro regiones
llamados Cuadrantes numeradas con Numeros Romanos.

Proviene del griego «tangens»=que toca. La tangente a una curva en uno de
SuS puntos, es una recta que toca a la curva en el punto dado, el punto de
tangencia (se puede decir que «forman un angulo nulo» en la vecindad de
dicho punto).

Tangente:

Esta nocién se puede generalizar, desde la recta tangente a un circulo o una
curva, a «figuras tangentes» en dos dimensiones (es decir, figuras geométricas
con un Unico punto de contacto, por ejemplo la circunferencia inscrita), hasta
los espacios tangentes, en donde se clasifica el concepto de «tangencia» en
mas dimensiones.

Teorema:

Es una férmula bien formada que puede ser demostrada dentro de un
sistema formal, partiendo de axiomas u otros teoremas. Demostrar teoremas
es un asunto central en la légica matematica. Los teoremas también pueden
ser expresados en lenguaje natural formalizado. Un teorema generalmente
posee un numero de premisas que deben ser enumeradas o aclaradas de
antemano.

Luego existe una conclusion, una afirmacion l6gica o matematica, la cual es
verdadera bajo las condiciones dadas. El contenido informativo del teorema
es la relacion que existe entre las hipotesis y la tesis o conclusion.

Trayectoria:

Es el lugar geométrico de las posiciones sucesivas por las que pasa un cuerpo
en su movimiento. La trayectoria depende del sistema de referencia en el que
se describa el movimiento; es decir el punto de vista del observador.
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Triangulo:

En geometria, es la reunion de tres segmentos que determinan tres puntos
del plano y no colineales. Cada punto dado pertenece a dos segmentos
exactamente.1 Los puntos comunes a cada par de segmentos se denominan
vértices del triangulo2 y los segmentos de recta determinados son los lados
del triangulo. Dos lados contiguos forman uno de los angulos interiores del
triangulo. Un triangulo es una figura estrictamente convexa.

Un triangulo tiene 3 angulos interiores, 3 angulos exteriores, 3 lados y 3
vertices entre otros elementos. Si esta contenido en una superficie plana se
denomina triangulo, o trigono, un nombre menos comun para este tipo de
poligonos.

Si esta contenido en una superficie esférica se denomina triangulo esférico.
Representado, en cartografia, sobre la superficie terrestre, se llama triangulo

geodésico.

Valor absoluto o médulode:

Un ndmero real es su valor numérico sin tener en cuenta su signo, sea este
positivo (+) o negativo (-). Asi, por ejemplo, 3 es el valor absoluto de 3y de
-3. El valor absoluto esta relacionado con las nociones de magnitud, distancia
y norma en diferentes contextos matematicos y fisicos. El concepto de valor
absoluto de un numero real puede generalizarse a muchos otros objetos
matematicos, como son los cuaterniones, anillos ordenados, cuerpos o
espacios vectoriales.

Variable:

Es un simbolo que puede ser remplazado o que toma un valor numérico
en una ecuacion o expresion matematica en general. El vértice es el punto
donde se encuentran dos 0 mas semirrectas que conforman un angulo.
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